
ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН

Том 22 № 3 2016

УДК 512.542

О КОНЕЧНЫХ ПРОСТЫХ КЛАССИЧЕСКИХ ГРУППАХ

НАД ПОЛЯМИ РАЗНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК,

ГРАФЫ ПРОСТЫХ ЧИСЕЛ КОТОРЫХ СОВПАДАЮТ1

М. Р. Зиновьева

Пусть G — конечная группа, π(G) — множество простых делителей ее порядка, ω(G) — множество

порядков ее элементов. На π(G) определяется граф со следующим отношением смежности: различные

вершины r и s из π(G) смежны тогда и только тогда, когда rs ∈ ω(G). Этот граф называется графом

Грюнберга — Кегеля или графом простых чисел группы G и обозначается через GK(G). Пусть G и G1 —

две неизоморфные конечные простые группы лиева типа над полями порядков q и q1 соответственно

разных характеристик. Доказано, что если G — классическая группа достаточно большого лиева ранга,

то графы простых чисел групп G и G1 могут совпадать только при выполнении одного из трех случаев.

Также доказано, что если G = A1(q) и G1 — классическая группа, то графы простых чисел групп G и G1

совпадают только если {G,G1} равно {A1(9), A1(4)}, {A1(9), A1(5)}, {A1(7), A1(8)} или {A1(49),2 A3(3)}.
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Suppose that G is a finite group, π(G) is the set of prime divisors of its order, and ω(G) is the set of orders

of its elements. We define a graph on π(G) with the following adjacency relation: different vertices r and s from

π(G) are adjacent if and only if rs ∈ ω(G). This graph is called the Gruenberg–Kegel graph or the prime graph

of G and is denoted by GK(G). Let G and G1 be two nonisomorphic finite simple groups of Lie type over fields

of orders q and q1, respectively, with different characteristics. It is proved that, if G is a classical group of a

sufficiently high Lie rank, then the prime graphs of the groups G and G1 may coincide only in one of three cases.

It is also proved that, if G = A1(q) and G1 is a classical group, then the prime graphs of the groups G and G1

coincide only if {G,G1} is equal to {A1(9), A1(4)}, {A1(9), A1(5)}, {A1(7), A1(8)}, or {A1(49),2 A3(3)}.
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Введение

Пусть G — конечная группа, π(G) — множество простых делителей ее порядка, ω(G) —
спектр группы G, т. е. множество порядков ее элементов. На π(G) определяется граф со сле-
дующим отношением смежности: различные вершины r и s в π(G) смежны тогда и только
тогда, когда rs ∈ ω(G). Этот граф называется графом Грюнберга — Кегеля или графом про-

стых чисел группы G и обозначается через GK(G).
В “Коуровской тетради” [1] А.В.Васильев поставил вопрос 16.26 об описании всех пар

неизоморфных конечных простых неабелевых групп с одним и тем же графом Грюнберга —
Кегеля. М.Хаги [2] и М.А. Звездина [3] получили такое описание в случаях, когда одна из
групп совпадает со спорадической и знакопеременной группой соответственно. Мы в [4] иссле-
довали этот вопрос для конечных простых групп лиева типа над полями одной характеристи-
ки.

В данной работе продолжается это исследование. Мы рассматриваем две конечные простые
группы лиева типа над полями разных характеристик, одна из которых является классической
группой.

1Работа выполнена за счет гранта РНФ (проект 15-11-10025).
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Далее q = pf и q1 = p1
f1 , где p, p1 — различные простые числа и f , f1 — натуральные

числа.
Мы рассматриваем только простые группы. Для ε ∈ {+,−} через Aε

n−1(q) обозначается
An−1(q) = Ln(q) = PSLn(q) при ε = + и 2An−1(q) = Un(q) = PSUn(q) при ε = −, через Dε

n(q)
обозначается Dn(q) при ε = + и 2Dn(q) при ε = −, а через Eε

6(q) обозначается E6(q) при ε = +
и 2E6(q) при ε = −.

Обозначим через M множество конечных простых классических групп A±
n−1(q), где n ≥ 7,

Bn(q), где n ≥ 5, Cn(q), где n ≥ 5, D±
n (q), где n ≥ 5.

Используя сведения о графах простых чисел конечных простых групп из [5–8], мы полу-
чаем следующие результаты.

Теорема 1. Пусть G = A1(q) и G1 — неизоморфная группе G конечная простая клас-

сическая группа над полем из q1 элементов. Если GK(G) = GK(G1), то {G,G1} равно

{A1(9), A1(4)}, {A1(9), A1(5)}, {A1(7), A1(8)} или {A1(49),
2A3(3)}.

Теорема 2. Пусть G и G1 — две неизоморфные конечные простые группы лиева типа над

полями порядков q и q1 соответственно. Если G ∈ M и графы GK(G) и GK(G1) совпадают,

то выполнено одно из следующих утверждений:
(1) {G,G1} = {Aε

n−1(q), A
ε1
n1−1(q1)}, где n1 ∈ {n− 1, n, n+ 1} и ε, ε1 ∈ {+,−};

(2) {G,G1} — одна из пар {Bn(q), Bn(q1)}, {Bn(q), Cn(q1)}, {Cn(q), Cn(q1)}, где либо n чет-

но, либо n ≡ 3 (mod 4) и qq1 нечетно;

(3) {G,G1} = {Dε
n(q),D

ε
n(q1)}, где n четно и ε ∈ {+,−}.

З а м е ч а н и е. Нам известны следующие пары неизоморфных конечных простых групп
лиева типа над полями разных характеристик с одним и тем же графом простых чисел: {A1(9),
A1(4)}, {A1(9), A1(5)}, {A1(7), A1(8)}, {

2A3(3), A1(49)}, {A3(3),
2F4(2)

′}, {G2(3), A1(13)}.

Г и п о т е з а. Указанные в замечании пары исчерпывают все пары неизоморфных конеч-
ных простых групп лиева типа над полями разных характеристик с одним и тем же графом
простых чисел.

1. Обозначения и вспомогательные результаты

Пусть G — конечная группа. Обозначим множество связных компонент графа GK(G) че-
рез {πi | i = 1, . . . , s(G)}, где s(G) — число связных компонент в графе GK(G); если порядок G
четен, считаем 2 ∈ π1. В [5; 6] описаны связные компоненты графов простых чисел всех ко-
нечных простых групп. В [7; 8] получен арифметический критерий смежности двух вершин в
графе простых чисел для каждой конечной простой неабелевой группы.

Индуцированный подграф называется кокликой, если его вершины попарно несмежны.
Мощность (размер) коклики называется ее порядком. Максимальной по включению кокликой

будем называть коклику, которая не содержится в другой коклике. Пусть t(G) — наибольшее
число вершин в кокликах графа GK(G). Через t(q,G) обозначается наибольшее число вершин
в кокликах графа GK(G), содержащих простое число q.

Согласно [8, определения 3.3–3.8] определяются подмножества Θ(G) и Θ′(G) множества
π(G). Если G — одна из групп 2B2(2

2m+1), 2G2(3
2m+1), 2F4(2

2m+1) или Aε
2(q), то Θ(G) и Θ′(G)

определяются согласно [8, определения 3.3–3.7]. Если G не является одной из групп 2B2(2
2m+1),

2G2(3
2m+1), 2F4(2

2m+1) или Aε
2(q), то согласно [8, определение 3.8], через θ(G) обозначается

пересечение всех коклик максимального размера графа GK(G), а через Θ(G) — множество
{θ(G)}. Множество Θ′(G) состоит из всех подмножеств θ′(G) из π(G) \ θ(G), для которых
θ(G) ∪ θ′(G) — коклика максимального размера в графе GK(G).

Лемма 1 (теорема Жигмонди, 1892 [9]). Пусть q и n — неединичные натуральные числа.

Cуществует простое число, делящее qn−1 и не делящее qi−1 при любом натуральном i < n,

кроме следующих случаев: q = 2 и n = 6; q = 2k − 1 для некоторого простого числа k и n = 2.
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Т а б л и ц а 1

Конечные простые группы G лиева типа

над полем характеристики 2 с t(G) = 5

G условия на G t(2, G) t(G) s(G) Θ(G) элементы Θ′(G)
C6(2) 2 5 1 {7, 11, 13, 17, 31} {∅}
C6(q) q > 2 2 5 1 {r5, r8, r10, r12} {r3},{r6}
A8(q) q > 2 3 5 1 {r5, r6, r7, r8, r9} {∅}
A9(q) q > 2 3 5 1 {r6, r7, r8, r9} {r5}, {r10}
2A8(q) 3 5 1 {r3, r8, r10, r14, r18} {∅}
2A9(q) 3 5 1 {r3, r8, r14, r18} {r5},{r10}
C5(q) q > 2 3 5 1 {r3, r5, r6, r8, r10} {∅}
2D7(2) 3 5 1 {11, 13, 31, 43} {7},{17}
A10(2) 3 5 2 {17, 73, 127, r11} {11},{31}
F4(q) q > 2 3 5 3 {r3, r4, r6, r8, r12} {∅}
2D6(2) 4 5 1 {11, 13, 17, 31} {5},{7}
2D6(q) q > 2 4 5 1 {r5, r8, r10, r12} {r3},{r4},{r6}
E6(2) 4 5 2 {5, 17, 31, 73} {7},{13}
E6(q) q > 2 4 5 2 {r5, r8, r9} {r3, r4}, {r4, r12}, {r6, r12}
2E6(q) q > 2 4 5 2 {r8, r10, r18} {r3, r12}, {r4, r6}, {r4, r12}
2F4(q) q ≥ 32 4 5 3 {s2, s3, s4, s5, s6} {∅}
2E6(2) 4 5 4 {11, 13, 17, 19} {5},{7}

Согласно [7] если q — натуральное число, r — нечетное простое число и (r, q) = 1, то
через e(r, q) обозначается минимальное натуральное число n с qn ≡ 1 (mod r). Если q нечетно,
то e(2, q) равно 1 при q ≡ 1 (mod 4) и 2 при q ≡ −1 (mod 4). Говорят, что простое число r с
e(r, q) = n является примитивным простым делителем числа qn−1. Через rn(q) обозначается
некоторый примитивный простой делитель числа qn − 1, а через Rn(q) — множество всех
таких делителей. По лемме 1 примитивный простой делитель rn(q) существует, за исключением
указанных в лемме 1 случаев. Если q фиксировано, то rn(q) обозначается через rn.

Для натурального n через np обозначается p-часть числа n.
Определяем, как в [7; 8], функции η(x), ν(x) и νε(x) на множестве натуральных чисел:

η(x)=

{

x при x нечетном,

x/2 при x четном,
ν(x)=











x при x ≡ 0 (mod 4),

x/2 при x ≡ 2 (mod 4),

2x при x ≡ 1 (mod 2),

νε(x)=

{

x при ε = +,

ν(x) при ε = −.

Пусть n — натуральное число. Следуя [7; 8], положим m1(G,n) = 32n+1 − 1, m2(G,n) =
32n+1 + 1, m3(G,n) = 32n+1 − 3n+1 + 1, m4(G,n) = 32n+1 + 3n+1 + 1, m1(F, n) = 22n+1 − 1,
m2(F, n) = 22n+1 + 1, m3(F, n) = 24n+2 + 1, m4(F, n) = 24n+2 − 22n+1 + 1, m5(F, n) = 24n+2 −
23n+2 + 22n+1 − 2n+1 + 1, m6(F, n) = 24n+2 + 23n+2 + 22n+1 + 2n+1 + 1.

Если G — одна из групп 2F4(2
2n+1) или 2G2(3

2n+1), то через Si(G) обозначаются множество
π(mi(F, n)) \ {3} для G = 2F4(2

2n+1) (i = 1, . . . , 6) и множество π(mi(G,n)) \ {2} для G =
2G2(3

2n+1) (i = 1, . . . , 4). Если группа G фиксирована, то положим Si = Si(G) и через si
обозначим любой элемент из Si.

На основе результатов [5–8] нами были составлены таблицы (см. [4, табл. 1 и 2]), в которых
описаны некоторые числовые характеристики и максимальные коклики графов простых чисел
конечных простых групп G лиева типа c t(G) ≤ 6 для четного q и c t(G) ≤ 4 для нечетного q.
Мы продолжим эти описания, приведя все конечные простые группы G лиева типа c t(G) = 5
(табл. 1, 2).

Лемма 2 (Героно, 1870 [10]). Пусть p, q — простые числа такие, что pa − qb = 1 для

некоторых натуральных чисел a, b. Тогда пара (pa, qb) равна (32, 23), (p, 2b) или (2a, q).
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Т а б л и ц а 2
Конечные простые группы G лиева типа

над полем нечетной характеристики p с t(G) = 5

G условия на G t(2, G) t(G) s(G) Θ(G) элементы Θ′(G)
A8(q) 2 5 1 {r5, r6, r7, r8, r9} {∅}
2A8(q) 2 5 1 {r3, r8, r10, r14, r18} {∅}

B5(q), C5(q) q 6= 3 2 5 1 {r3, r5, r6, r8, r10} {∅}
A9(q) 2 5 1 {r6, r7, r8, r9} {r5},{r10}
2A9(q) 2 5 1 {r3, r8, r14, r18} {r5},{r10}

B6(q), C6(q) 2 5 1 {r5, r8, r10, r12} {r3},{r6}
2D6(q) 2 5 1 {r5, r8, r10, r12} {r3},{r4},{r6}
F4(q) 2 5 2 {r3, r4, r6, r8, r12} {∅}

B5(3), C5(3) 2 5 2 {7, 11, 13, 41, 61} {∅}
E6(q) 3 5 2 {r5, r8, r9} {r3, r4}, {r4, r12}, {r6, r12}
2E6(q) 3 5 2 {r8, r10, r18} {r3, r12}, {r4, r6}, {r4, r12}

2G2(3
2n+1) n ≥ 1 3 5 3 {3, s1, s2, s3, s4} {∅}

Лемма 3. Пусть p — простое число, f — натуральное число и α — четное натуральное

число. Тогда уравнение 22f + 2f + 1 = pα не имеет решений.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как α четно, то α = 2k для некоторого натурального k.
Поэтому уравнение 22f + 2f + 1 = pα можно записать в виде 2f (2f + 1) = (pk − 1)(pk + 1).
Учитывая, что p нечетно, получаем (pk − 1, pk + 1) = 2. Таким образом, 2f−1 делит pk − 1 или
pk + 1.

Предположим, что 2f−1 делит pk − 1. Получаем pk − 1 = 2f−1t и pk + 1 = 2(2f + 1)/t, где
t — нечетное натуральное число. Если t = 1, то 2f−1 +2 = 2f+1 +2; противоречие. Если t ≥ 3,
то 3 · 2f−1 + 1 ≤ pk ≤ 2(2f + 1)/3 − 1, т. е. 2f ≤ −8/5; противоречие. Аналогично получаем
противоречие в случае, когда 2f−1 делит pk + 1. Лемма доказана.

Лемма 4 [8, предложение 2.4]. Пусть r, s ∈ π(Bn(q)) \ {2, p}, k = e(r, q), l = e(s, q) и

1 ≤ η(k) ≤ η(l). Тогда r, s несмежны в GK(Bn(q)) тогда и только тогда, когда η(k)+η(l) > n
и l/k не является нечетным натуральным числом.

Лемма 5 [8, предложение 2.5]. Пусть r, s ∈ π(Dǫ
n(q)) \ {2, p}, k = e(r, q), l = e(s, q) и

1 ≤ η(k) ≤ η(l). Тогда r, s несмежны в GK(Dǫ
n(q)) тогда и только тогда, когда 2·η(k)+2·η(l) >

2n−(1−ǫ(−1)k+l), l/k не является нечетным натуральным числом, и если ǫ = +, то система

равенств n = l = 2η(l) = 2η(k) = 2k не верна.

Далее в леммах q = pf и q1 = pf11 , где p, p1 — различные простые числа и f , f1 — нату-
ральные числа, G и G1 — неизоморфные конечные простые группы лиева типа над полями
порядков q и q1 соответственно.

2. Доказательство теоремы 1

Лемма 6. Пусть G — одна из групп A2(2), A2(4), A6(2), A7(2), A7(3), A7(5), A7(9), A8(2),
A9(2), A10(2), A11(2), B5(3), C5(2), C5(3), C6(2), C7(2), D5(2), D5(3), D5(5), D6(2), D6(3),
D7(2),

2A3(3),
2A5(2),

2A7(3),
2A7(7),

2A6(2),
2A7(2),

2A8(2),
2A9(2),

2A10(2),
2A11(2),

2D4(2),
2D5(2),

2D5(3),
2D6(2),

2D7(2). Тогда графы GK(G) и GK(G1) совпадают тогда и толь-

ко тогда, когда выполнено одно из следующих утверждений: (1) {G,G1} = {A1(7), A1(8)};
(2) {G,G1} = {2A3(3), A1(49)}.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что GK(G1) = GK(G) для некоторой группы G1.

Если G — одна из групп B5(3), C5(2), C5(3), C6(2), D5(2), D5(3), D5(5), D6(2), D6(3),
2A5(2),

2A6(2),
2A7(2),

2A8(2),
2A9(2),

2A10(2),
2A11(2),

2D4(2),
2D5(2),

2D5(3),
2D6(2),

2D7(2), то по [11]
π(G1) 6= π(G) и, следовательно, GK(G1) 6= GK(G); противоречие.

Пусть G = A2(2) ∼= A1(7). Имеем π(G1) = π(G) = {2, 3, 7} и по [11] G1 ∈ {A1(8),
2A2(3)}.

По [4, табл. 2] имеем G1 66= 2A2(3). Значит, G1 = A1(8). Выполняется утверждение (1) леммы.

Пусть G ∈ {A2(4),
2A3(3)}. Имеем π(G1) = π(G) = {2, 3, 5, 7}. По [11] G1 ∈ {A1(49), A2(4),

A3(2), C2(7), C3(2),D4(2),
2A2(5),

2A3(3)}. По [4, табл. 1, 2] имеем {G,G1} = {2A3(3), A1(49)}.
Выполняется утверждение (2) леммы.

Пусть G = A7(3). Имеем π1(G1) = π1(G) = {2, 3, 7, 11, 13, 41}. Поэтому p1 ∈ {2, 7, 11, 13, 41}.
По [4, табл. 2] кокликами максимального размера в GK(A7(3)) являются {5, 7, 11, 1093} и
{7, 11, 41, 1093}. По [4, табл. 1, 2] имеем G1 — одна из групп: A2(q1), где (q1 − 1)3 = 3 и
q1 +1 6= 2k; A6(q1);

2A2(q1), где (q1 +1)3 = 3 и q1 − 1 6= 2k; 2A6(q1); B4(q1); C4(q1); или 2D4(q1),
причем q1 нечетно, если G 6= C4(q1). Пусть G1 = A6(q1). По [4, табл. 2] коклики максимального
размера в GK(A6(q1)) имеют вид {r4(q1), r5(q1), r6(q1), r7(q1)}. Из описания коклик максималь-
ного размера в GK(G1) получаем, что p1 /∈ {7, 11, 41}. Значит, q1 = 13f . Имеем {2, 3, 30941} =
π(135 − 1) ⊆ π(q5 − 1) ⊆ π1(A6(q1)) = π1(A7(3)); противоречие. Случай G1 = 2A6(q1) рас-
сматривается аналогично случаю G1 = A6(q1). Пусть G1 = B4(q1) или C4(q1). По [4, табл. 1,
2] коклики максимального размера в GK(B4(q1)) имеют вид {r3(q1), r4(q1), r6(q1), r8(q1)}. По
малой теореме Ферма 11 /∈ Ri(q1), где i ∈ {3, 4, 6, 8}; противоречие. Пусть G1 = 2D4(q1). По
[4, табл. 2] коклики максимального размера в GK(2D4(q1)) имеют вид {p1, r3(q1), r6(q1), r8(q1)}
или {r3(q1), r4(q1), r6(q1), r8(q1)}. По малой теореме Ферма p1 = 11, 5 ∈ R4(q1), 7, 1093 ∈
R3(q1) ∪ R6(q1). Из равенства графов GK(A7(3)) и GK(2D4(q1)) получаем равенство коклик
{5, 7, 11, 1093} = {p1, r3(q1), r4(q1), r6(q1)}; противоречие. В случаях G1 = A2(q1) и G1 =

2A2(q1)
все коклики максимального размера содержат 3; противоречие.

Пусть G = A7(5). Аналогично случаю G = A7(3) получаем противоречие.

Пусть G = A7(9). Имеем π1(G1) = π1(G) = {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 41, 61, 73, 193}. По [4, табл. 2]
кокликой максимального размера в GK(A7(9)) является, например, {11, 41, 73, 547}. По [4,
табл. 1, 2] имеем G1 ∈ {A6(q1),

2A6(q1)}, где q1 четно. Пусть G1 = A6(q1). Тогда {31} =
π(25−1) ⊆ π(q5−1) ⊆ π1(A6(q1)) = π1(A7(9)); противоречие. Пусть G1 =

2A6(q1). По [4, табл. 1]
коклики максимального размера в GK(2A6(q1)) имеют вид {r3(q1), r4(q1), r10(q1), r14(q1)}. По
малой теореме Ферма и из сравнения коклик максимального размера получаем 41 ∈ R4(q1).
Так как 41 делит q41−1 = 24f1−1, то 5 делит f1. Имеем {3, 5, 11, 31, 41} = π(220−1) ⊆ π(q41−1) ⊆
π1(

2A6(q1)) = π1(A7(9)); противоречие.
Пусть G ∈ {A6(2), A7(2)}. Тогда π(G1) = π(G) ⊆ {2, 3, 5, . . . , 127}. По [11] G1 ∈ {A1(19

3),
A2(19), A2(107), G2(19)}. По [4, табл. 1, 2] имеем G1 ∈ {A2(19), A2(107), G2(19)}. Заметим, что
π1(A6(2)) = {2, 3, 5, 7, 31}, π1(A7(2)) = {2, 3, 5, 7, 17, 31}, π1(A2(19)) = {2, 3, 5, 19}, π1(A2(107)) =
{2, 3, 53, 107}, π1(G2(19)) = {2, 3, 5, 19, 381}. Значит, GK(G1) 6= GK(G); противоречие.

Пусть G ∈ {A8(2), A9(2), A10(2), A11(2), C7(2),D7(2)}. Тогда по [8, табл. 2, 3] t(G) ≥ 4 и
π(G1) = π(G) ⊆ {2, 3, 5, . . . , 127}. По [11] G1 ∈ {A1(19

3), A2(19), A2(107), G2(19)}. По [4, табл. 2]
имеем t(G1) ≤ 3, значит, GK(G1) 6= GK(G); противоречие.

Пусть G = 2A7(3). Тогда π(G1) = π(G) ⊆ {2, 3, 5, . . . , 547}. По [11] G1 ∈ {2A2(41),
2A3(41)}.

По [4, табл. 2] имеем G1 = 2A2(41). Заметим, что π1(G) = {2, 3, 5, 7, 13, 41, 61}, π1(
2A2(41)) =

{2, 3, 5, 7, 41}. Значит, GK(G1) 6= GK(G); противоречие.
Пусть G = 2A7(7). Аналогично случаю G = A7(9) получаем противоречие. Лемма доказана.

Лемма 7. Пусть G = A1(q) и G1 = A1(q1) — неизоморфные простые группы для q, q1 > 3.
Графы GK(G) и GK(G1) совпадают тогда и только тогда, когда {G,G1} ∈ {{A1(9), A1(4)},
{A1(9), A1(5)}, {A1(7), A1(8)}}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть G = A1(q) и 3 < q = pf ≡ ǫ (mod 4) для ǫ = ±1. Пред-
положим, что G = A1(q1), q1 = 2f1 > 2. Тогда либо π(q − ǫ) = {2} и π(q1 − 1) = {p}, либо
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π(q − ǫ) = {2} и π(q1 + 1) = {p}.

Пусть π(q − ǫ) = {2}, π(q1 − 1) = {p} и π((q + ǫ)/2) = π(q1 + 1). Получаем систему











pf − ǫ = 2s,

2f1 − 1 = pt,

π((pf + ǫ)/2) = π(2f1 + 1),

(1)

где s, t — натуральные числа.
Предположим, что ǫ = 1. Тогда pf − 1 = 2s. По лемме 2 отсюда следует, что либо pf = 9 и

2s = 8, либо f = 1, либо s = 1. Если s = 1, то q = 3; противоречие.

Пусть q = 9. Из (1) получаем, что 2f1 − 1 = 3t, т. е. 2f1 − 3t = 1. Так как q1 > 2, то f1 > 1.
По лемме 2 имеем t = 1. Отсюда q1 = 4. Так как GK(A1(9)) = GK(A1(4)), то {G,G1} =
{A1(9), A1(4)}.

Пусть f = 1, т. е. q = p. Из (1) получаем, что 2f1 − 1 = pt, т. е. 2f1 − pt = 1. Так как f1 > 1,
то по лемме 2 имеем t = 1. Из (1) получаем, что π((p+1)/2) = π(p+2); противоречие, так как
(p+ 2, (p + 1)/2) = 1.

Предположим, что ǫ = −1. Тогда pf + 1 = 2s, т. е. 2s − pf = 1. По лемме 2 отсюда следует,
что f = 1. Из (1) получаем, что 2f1 − pt = 1. Так как f1 > 1, то по лемме 2 имеем t = 1. Тогда
2f1 = p + 1 = 2s, поэтому f1 = s. Из (1) получаем, что π(2s−1 − 1) = π((p − 1)/2) = π(p + 2) =
π(2s + 1). По лемме 1 при s 6= 3 существует примитивный простой делитель u числа 22s − 1,
т. е. u делит 2s + 1 и не делит 2s−1 − 1; противоречие. При s = 3 имеем p = 7 и q = 7. Так как
f1 = s = 3, то q1 = 8. Так как GK(A1(7)) = GK(A1(8)), то {G,G1} = {A1(7), A1(8)}.

В случаях π(q − ǫ) = {2}, π(q1 + 1) = {p} и π((q + ǫ)/2) = π(q1 − 1) аналогично получаем
противоречие.

Предположим, что G1 = A1(q1) и 3 < q1 = p1
f1 ≡ ǫ1 (mod 4) для ǫ1 = ±1. Тогда π(q − ǫ) =

π(q1 − ǫ1), π((q + ǫ)/2) = {p1}, π((q1 + ǫ1)/2) = {p}. Получаем систему















pf + ǫ = 2pm1

1 ,

pf11 + ǫ1 = 2pm,

π(pf − ǫ) = π(pf11 − ǫ1),

(2)

где m, m1 — натуральные числа.
Предположим, что ǫ = ǫ1 = 1. Из (2) следует, что π(pf − 1) = π(2pm − 2) = π(pm − 1).

Если f > m или (f, p) 6= (2, 2s − 1) для некоторого простого числа s, то по лемме 1 существует
примитивный простой делитель u числа pf −1, значит, u не делит pm−1; противоречие. Пусть
(f, p) = (2, 2s−1) для некоторого простого числа s. Тогда π(p−1) = π(p2−1) = π(pm−1). Если
m ≥ 3, то по лемме 1 существует примитивный простой делитель v числа pm − 1, значит, v не
делит p−1; противоречие. Если f < m или (m, p) 6= (2, 2s−1) для некоторого простого s, то по
лемме 1 существует примитивный простой делитель u1 числа pm−1, значит, u не делит pf −1;
противоречие. Пусть (m, p) = (2, 2s − 1) для некоторого простого числа s. Тогда π(p − 1) =
π(p2− 1) = π(pf − 1). Если f ≥ 3, то по лемме 1 существует примитивный простой делитель v1
числа pf − 1, значит, v1 не делит p− 1; противоречие. Поэтому либо f = m, либо p = 2s − 1 и
(f,m) ∈ {(1, 2), (2, 1)}.

Пусть f = m. Из (2) следует, что pf11 = 2(2pm1

1 − 1) − 1 = 4pm1

1 − 3. Поэтому p1 = 3 и
3f1−1 = 4 · 3m1−1 − 1. Если m1 − 1 > 1 и f1 − 1 > 1, то левая часть последнего равенства
делится на 3, а правая не делится; противоречие. Если m1 = 2, то 3f1−1 = 11; противоречие.
Если f1 = 1, то 3m1−1 = 1/2; противоречие. Если f1 = 2, то m1 = 1. Итак, m1 = 1. Тогда
3f1−1 = 3, т. е. f1 = 2 и q1 = 9. Из (2) следует, что q = 5. Так как GK(A1(5)) = GK(A1(9)), то
{G,G1} = {A1(5), A1(9)}.

Пусть p = 2s − 1 и (f,m) ∈ {(1, 2), (2, 1)}. Без ограничения общности можно считать, что

f = 2, m = 1. Из (2) следует, что pf11 = 2p− 1 и p2 = 2pm1

1 − 1. Поэтому (pf11 +1)2 = 4(2pm1

1 − 1).
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Отсюда p2f11 + 2pf11 − 8pm1

1 + 5 = 0, поэтому p1 = 5. Имеем 52f1 + 2 · 5f1 − 8 · 5m1 + 5 = 0.
Пусть f1 < m1. Тогда 5f1(5f1 − 8 · 5m1−f1 + 2) + 5 = 0. Если f1 ≥ 2, то получаем противоречие.
Если f1 = 1, то 8 · 5m1−1 = 8, т. е. m1 = 1, но m1 ≥ 2; противоречие. Пусть f1 ≥ m1. Тогда
5m1(52f1−m1 +2 · 5f1−m1 − 8) + 5 = 0. Если m1 ≥ 2, то получаем противоречие. Значит, m1 = 1.
Тогда 52f1−1 + 2 · 5f1−1 − 7 = 0. Если f1 ≥ 2, то получаем противоречие. Следовательно,
f1 = 1 и q1 = 5. Из (2) следует, что p = 3 и q = 9. Так как GK(A1(9)) = GK(A1(5)), то
{G,G1} = {A1(9), A1(5)}.

Аналогично случаю ǫ = ǫ1 = 1 рассматриваются случаи ǫǫ1 = −1. Получаем, что систе-
ма (2) не имеет решений.

Предположим, что ǫ = ǫ1 = −1. Система (2) принимает вид















pf = 2pm1

1 + 1,

pf11 = 2pm + 1,

π(pf + 1) = π(pf11 + 1),

(3)

где m, m1 — натуральные числа.

Отсюда π(pf + 1) = π(pm + 1). Если f 6= m, то ввиду леммы 1 получаем противоречие.

Значит, f = m. Из системы (3) следует, что π(pf11 + 1) = π(pm1

1 + 1). Если f1 6= m1, то ввиду
леммы 1 получаем противоречие. Значит, f1 = m1. Из системы (3) следует, что pf = −1;
противоречие. Лемма доказана.

Пусть G = A1(q). Если G1 — классическая группа, то по [4, табл. 1, 2] имеем G1 ∈ {A1(q1),
A2(2),

2A3(3),
2A5(2)} и из лемм 6, 7 получаем заключение теоремы 1.

3. Доказательство теоремы 2

Для любой неединичной конечной группы G положим T (G) = {t(r,G) | r ∈ π(G)} и будем
рассматривать T (G) как строго убывающую последовательность (t(r1, G), t(r2, G), . . .), где ri —
некоторые числа из π(G).

Если G — группа лиева типа над полем порядка q, то иногда при q = 2 одно из чисел t(r,G)
для некоторого r ∈ π(G) исчезает; если при q 6= 2 оно есть, мы пишем (t(r,G)).

Лемма 8. Пусть G = Bn(q) или Cn(q), где 4 ≤ n ≤ 24, (n, q) 6= (4, 2), (5, 2), (6, 2), (7, 2)
или n = 27. Тогда выполняется одно из следующих утверждений: n = 4, T (G) = (4, 2);
n = 5, T (G) = (5, 4, 3, 2); n = 6, T (G) = (5, 3, 2); n = 7, T (G) = (6, 3, 2); n = 8, T (G) =
(7, 5, 4, 2); n = 9, T (G) = (8, 7, 5, 4, 3, 2); n = 10, T (G) = (8, 7, 4, 3, 2); n = 11, T (G) =
(9, 7, 5, 3, 2); n = 12, T (G) = (10, 8, 6, 5, 4, 2); n = 13, T (G) = (11, 10, 9, 6, 4, 3, 2); n = 14,
T (G) = (11, 10, 8, 6, 5, 3, 2); n = 15, T (G) = (12, 10, 8, 6, 5, 3, 2); n = 16, T (G) = (13, 11, 10, 7, 4, 2);
n = 17, T (G) = (14, 13, 12, 10, 8, 7, 5, 4, 3, 2); n = 18, T (G) = (14, 13, 11, 9, 7, 5, 3, 2); n = 19,
T (G) = (15, 13, 12, 9, 8, 7, 6, 3, 2); n = 20, T (G) = (16, 14, 13, 11, 9, 8, 6, 5, 4, 2); n = 21, T (G) =
(17, 16, 15, 13, 12, 11, 9, 6, 5, 4, 3, 2); n = 22, T (G) = (17, 16, 14, 13, 10, 9, 8, 6, 4, 3, 2); n = 23, T (G) =
(18, 16, 15, 13, 11, 9, 6, 5, 3, 2); n = 24, T (G) = (19, 17, 16, 14, 12, 10, 8, 7, 5, 4, 2); n = 27, T (G) =
(21, 19, 18, 16, 14, 12, 11, 10, 8, 7, 5, 3, 2).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть n = 5. Тогда t(G) = 5. Пусть k = 1. Найдем t(r1, G). Пусть
r, s ∈ π(Bn(q)) \ {2, p} такие, что e(r, q) = 1, l = e(s, q) и 1 ≤ η(l). По лемме 4 r, s несмежны
в GK(Bn(q)) тогда и только тогда, когда η(l) > 4 и l не является нечетным натуральным
числом. Отсюда l = 10 и t(r1, G) = 2.

Пусть k = 2. Найдем t(r2, G). Пусть r, s ∈ π(Bn(q)) \ {2, p} такие, что e(r, q) = 2, l = e(s, q)
и 1 ≤ η(l). По лемме 4 r, s несмежны в GK(Bn(q)) тогда и только тогда, когда η(l) > 4 и l/2
не является нечетным натуральным числом. Отсюда l = 5 и t(r2, G) = 2.
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Пусть k = 4. Найдем t(r4, G). Пусть r, s ∈ π(Bn(q)) \ {2, p} такие, что e(r, q) = 4, l = e(s, q)
и 2 ≤ η(l). По лемме 4 r, s несмежны в GK(Bn(q)) тогда и только тогда, когда η(l) > 3 и l/4
не является нечетным натуральным числом. Отсюда l ∈ {5, 8, 10} и t(r4, G) = 4.

По табл. 1 и 2 {r3, r5, r6, r8, r10} — коклика максимального размера в графе GK(G), поэтому
t(rk, G) = 5, где k ∈ {3, 5, 6, 8, 10}. По [7, табл. 4, 6] t(p,G) = 3. Таким образом, T (G) =
(5, 4, 3, 2). Остальные случаи рассматриваются аналогично. Лемма доказана.

Лемма 9. Пусть G = Dn(q), где 5 ≤ n ≤ 22 и (n, q) 6= (5, 2), (6, 2). Тогда выполняется

одно из следующих утверждений: n = 5, T (G) = (4, 3, 2); n = 6, T (G) = (4, 3, 2); n = 7,
T (G) = (6, (5), 3, 2); n = 8, T (G) = (6, (5), 3, 2); n = 9, T (G) = (7, 5, 4, 3, 2); n = 10, T (G) =
(7, 6, 4, 3, 2); n = 11, T (G) = (9, 8, 7, 5, (4), 3, 2); n = 12, T (G) = (9, 8, 6, 5, 3, 2); n = 13, T (G) =
(10, 9, 8, 6, (5), 4, 3, 2); n = 14, T (G) = (10, 9, 8, 5, 3, 2); n = 15, T (G) = (12, 11, 10, 8, 6, 5, 3, 2);
n = 16, T (G) = (12, 11, 9, 7, 6, 4, 3, 2); n = 17, T (G) = (13, 12, 11, 10, 8, 7, 5, 4, 3, 2); n = 18,
T (G) = (13, 12, 11, 9, 7, 6, 5, 3, 2); n = 19, T (G) = (15, 14, 13, 12, 11, 9, 8, 7, 6, (5), 3, 2); n = 20,
T (G) = (15, 14, 12, 11, 8, 6, 5, 3, 2); n = 21, T (G) = (16, 15, 14, 13, 11, 9, 8, 6, 5, 4, 3, 2); n = 22,
T (G) = (16, 15, 14, 12, 10, 8, 5, 4, 3, 2).

Д о к а з а т е л ь с т в о использует [7, табл. 4, 6] и лемму 5 и аналогично доказательству
леммы 8. Лемма доказана.

Лемма 10. Пусть G = 2Dn(q), где 4 ≤ n ≤ 22, (n, q) 6= (4, 2), (5, 2), (5, 3), (6, 2), (7, 2) или

n ∈ {24, 26, 28, 30}. Тогда выполняется одно из следующих утверждений: n = 4, T (G) = (4, 2);
n = 5, T (G) = (4, 3, 2); n = 6, T (G) = (5, 4, 2); n = 7, q 6= 3, T (G) = (6, 5, 3, 2); n = 7,
q = 3, T (G) = (6, 5, 3); n = 8, T (G) = (7, 6, 4, 2); n = 9, q 6= 3, T (G) = (7, 5, 4, 3, 2); n = 9,
q = 3, T (G) = (7, 5, 4, 3); n = 10, T (G) = (8, 5, 4, 2); n = 11, q 6= 3, T (G) = (9, 8, 7, (5), 4, 3, 2);
n = 11, q = 3, T (G) = (9, 8, 7, 5, 4, 3); n = 12, T (G) = (10, 9, 7, 5, 4, 2); n = 13, q 6= 3, T (G) =
(10, 9, 8, 6, 5, 4, 3, 2); n = 13, q = 3, T (G) = (10, 9, 8, 6, 5, 4, 3); n = 14, T (G) = (11, 9, 7, 6, 4, 2);
n = 15, q 6= 3, T (G) = (12, 11, 10, 8, 6, 5, 3, 2); n = 15, q = 3, T (G) = (12, 11, 10, 8, 6, 5, 3); n = 16,
T (G) = (13, 12, 11, 8, 7, 5, 4, 2); n = 17, q 6= 3, T (G) = (13, 12, 11, 10, 8, 7, (5), 4, 3, 2); n = 17, q =
3, T (G) = (13, 12, 11, 10, 8, 7, 5, 4, 3); n = 18, T (G) = (14, 12, 10, 8, 5, 4, 2); n = 19, q 6= 3, T (G) =
(15, 14, 13, 12, 11, 9, 8, 7, (6), 5, 3, 2); n = 19, q = 3, T (G) = (15, 14, 13, 12, 11, 9, 8, 7, 6, 5, 3); n = 20,
T (G) = (16, 15, 14, 12, 10, 8, 7, 6, 4, 2); n = 21, q 6= 3, T (G) = (16, 15, 14, 13, 11, 9, 8, 6, 5, 4, 3, 2);
n = 21, q = 3, T (G) = (16, 15, 14, 13, 11, 9, 8, 6, 5, 4, 3); n = 22, T (G) = (17, 15, 14, 11, 10, 9, 7, 5,
4, 2); n = 24, T (G) = (19, 18, 17, 15, 13, 11, 10, 9, 7, 5, 4, 2); n = 26, T (G) = (20, 18, 17, 15, 13, 11, 8,
6, 4, 2); n = 28, T (G) = (22, 21, 20, 18, 17, 14, 13, 11, 8, 7, 5, 4, 2); n = 30, T (G) = (23, 21, 20, 18, 16,
14, 13, 12, 10, 8, 7, 5, 4, 2).

Д о к а з а т е л ь с т в о использует [7, табл. 4, 6] и лемму 5 и аналогично доказательству
леммы 8. Лемма доказана.

Лемма 11. Пусть G = Aε
n−1(q), где n ≥ 7 при (ε, q) 6= (+, 2) и n ≥ 13 при (ε, q) = (+, 2).

Тогда выполняется одно из следующих утверждений: (1) n нечетно, (n, ε, q) /∈ {(13,+, 2),
(15,+, 2), (17,+, 2), (19,+, 2)}, T (G) = ((n+1)/2, (n− 1)/2, (n− 3)/2, (n− 5)/2, (n− 7)/2, . . . , 2);
(2) (n, ε, q) = (13,+, 2), T (G) = (7, 5, 4, 3, 2); (3) (n, ε, q) = (15,+, 2), T (G) = (8, 7, 5, 4, 3, 2);
(4) (n, ε, q) = (17,+, 2), T (G) = (9, 8, 7, 5, 4, 3, 2); (5) (n, ε, q) = (19,+, 2), T (G) = (10, 9, 8, 7, 5, 4,
3, 2); (6) n четно, (n, ε, q) /∈ {(8,−, 2), (10,−, 2), (12,−, 2), (14,+, 2), (16,+, 2), (18,+, 2), (20,+,
2)}, n3 6= 3 при (ε, q) = (−, 2), n2 6= 4 при (ε, q) = (−, 3), T (G) = (n/2, n/2 − 1, n/2 −
2, n/2 − 3, n/2 − 4, . . . , 2); (7) n3 = 3 при (ε, q) = (−, 2), n2 = 4 при (ε, q) = (−, 3), T (G) =
(n/2, n/2 − 1, n/2 − 2, n/2 − 3, n/2 − 4, . . . , 3); (8) (n, ε, q) = (14,+, 2), T (G) = (7, 5, 4, 3, 2); (9)
(n, ε, q) = (16,+, 2), T (G) = (8, 7, 5, 4, 3, 2); (10) (n, ε, q) = (18,+, 2), T (G) = (9, 8, 7, 5, 4, 3, 2);
(11) (n, ε, q) = (20,+, 2), T (G) = (10, 9, 8, 7, 5, 4, 3, 2). Более того, если (ε, q) = (+, 2) и 13 ≤
n ≤ 20, то GK(G) 6= GK(G1).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть n нечетно. Тогда t(G) = (n+1)/2. Пусть k — натуральное
число такое, что νε(k) = (n− 1)/2, и r — простое число такое, что k = e(r, q). Найдем t(rk, G).
По [7, предложение 3.1] r и p смежны. Пусть s ∈ π(Aε

n−1(q)) \ {p}, l = e(s, q) и νε(l) = 1.
По [7, предложения 4.1,4.2] r и s смежны. Пусть s ∈ π(Aε

n−1(q)) \ {2, p}, l = e(s, q) и 2 ≤
νε(k) ≤ νε(l). По [7, предложения 2.1,2.2] r, s несмежны в GK(Aε

n−1(q)) тогда и только тогда,
когда νε(k) + νε(l) > n и νε(k) не делит νε(l). Отсюда νε(l) ∈ {(n+ 3)/2, (n + 5)/2, . . . n− 2, n}.
Следовательно, t(rk, G) = (n − 1)/2. Рассматривая натуральные числа k такие, что νε(k) ∈
{(n − 3)/2, (n − 5)/2, . . .}, и простые числа r такие, что k = e(r, q), получаем утверждение
леммы. Случай четного n рассматривается аналогично. Выполнен один из пп. (1)–(11).

Пусть G ∈ {A12(2), A13(2)}. По леммам 8–10 и доказанному в предыдущем абзаце име-
ем G1 ∈ {D9(q1),

2D9(q1)}. Ввиду [5; 6] 2 = s(G) 6= s(G1) = 1, поэтому GK(G) 6= GK(G1).
Пусть G ∈ {A14(2), A15(2)}. По леммам 8–10 и доказанному в предыдущем абзаце имеем
G1 ∈ {B9(q1), C9(q1)}. Ввиду [7, табл. 4, 6] имеем 3 = t(2, G) 6= t(2, G1) = 2, поэтому GK(G) 6=
GK(G1). Если G ∈ {A18(2), A19(2)}, то по леммам 8–10 и доказанному в предыдущем абзаце
имеем GK(G) 6= GK(G1).

Пусть G ∈ {A16(2), A17(2)}. По леммам 8–10 и и доказанному в первом абзаце имеем G1 ∈
{D11(q1),

2D11(q1)}. По [5; 6] s(G) = 2, s(D11(q1)) = 2 при q1 ∈ {3, 5} и s(2D11(q1)) = 2 при
q1 = 3. Ввиду [7, табл. 4, 6] 3 = t(2, G) 6= t(2,D11(3)) = 2, поэтому G1 ∈ {D11(5),

2D11(3)}. Так
как 23 ∈ π1(A16(2))\(π1(D11(5))∪π1(

2D11(3))), 23 ∈ π1(A17(2))\(π1(D11(5))∪π1(
2D11(3))), 29 ∈

π1(D11(5)) \ (π1(A16(2))∪π1(A17(2))∪π1(
2D11(3))), 37 ∈ π1(

2D11(3)) \ (π1(A16(2))∪π1(A17(2))∪
π1(D11(5))), то GK(G) 6= GK(G1). Лемма доказана.

Лемма 12. Пусть G = Bn(q) или Cn(q), где n ≥ 25 и n 6= 27. Тогда выполняется одно из

следующих утверждений:
(1) n ≡ 0 (mod 4), T (G) = (3n/4 + 1, 3n/4 − 1, 3n/4 − 2, 3n/4 − 4, 3n/4 − 5, . . .);

(2) n ≡ 1 (mod 4), T (G) = (3n/4+5/4, 3n/4+1/4, 3n/4− 3/4, 3n/4− 11/4, 3n/4− 15/4, . . .);
(3) n ≡ 2 (mod 4), T (G) = (3n/4 + 1/2, 3n/4 − 1/2, 3n/4 − 5/2, 3n/4 − 7/2, 3n/4− 11/2, . . .);

(4) n ≡ 3 (mod 4), T (G) = (3n/4+3/4, 3n/4− 5/4, 3n/4− 9/4, 3n/4− 17/4, 3n/4− 21/4, . . .).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть n ≡ 0 (mod 4). Ввиду [8, табл. 3] имеем t(G) = 3n/4+1, и
{ri | n/2 ≤ η(i) ≤ n} — коклика максимального размера в GK(G). По [12] |G| = qn

2 ∏n
i=1(q

2i −
1)/d, где d = (2, q − 1).

Пусть k = n/2 − 1. Найдем t(rk, G). Пусть r, s ∈ π(Bn(q)) \ {2, p} такие, что k = e(r, q),
l = e(s, q) и 1 ≤ η(k) ≤ η(l). По лемме 4 r, s несмежны в GK(Bn(q)) тогда и только тогда, когда
η(k)+η(l) > n и l/k не является нечетным натуральным числом. Таким образом, η(l) > n/2+1,
т. е. η(l) ∈ {n/2 + 2, . . . , n}. Значит, l ∈ {n/2 + 3, n/2 + 5, . . . , n − 1, 2(n/2 + 2), . . . , 2n}. Так
как 3(n/2 − 1) > n − 1, то l/k не является нечетным натуральным числом для любого l.
Рассматривая простые числа s такие, что l = e(s, q) ∈ {n/2 + 3, . . . , 2n}, получаем 3n/4 − 2
попарно несмежных вершин графа GK(G). Следовательно, t(rn/2−1, G) = 3n/4− 1.

Пусть k = n/2− 3. Как в предыдущем абзаце, получаем, что t(rn/2−3, G) = 3n/4− 4.

Пусть k ≤ n/2− 5 и k нечетно. Оценим сверху число t(rk, G). Пусть r, s ∈ π(Bn(q)) \ {2, p}
такие, что k = e(r, q), l = e(s, q) и 1 ≤ η(k) ≤ η(l). По лемме 4 r, s несмежны в GK(Bn(q)) тогда
и только тогда, когда η(k)+ η(l) > n и l/k не является нечетным натуральным числом. Таким
образом, η(l) > n−k, т. е. η(l) ∈ {n−k+1, . . . , n}. Значит, l ∈ {n−k+2, n−k+4, . . . , n−1, 2(n−k+
1), . . . , 2n}. Рассматривая простые числа s такие, что l = e(s, q) ∈ {n−k+2, . . . , 2n}, получаем
не более 3k/2 − 1/2 попарно несмежных вершин графа GK(G). Следовательно, t(rk, G) ≤
3k/2 + 1/2 ≤ 3n/4− 7.

Пусть k = n − 2. Как и ранее, находим, что t(rn−2, G) = 3n/4 − 1. Если k = n − 4, то
t(rn−4, G) = 3n/4− 2. Если k = n− 6, то t(rn−6, G) = 3n/4− 4. Если k = n− 8, то t(rn−8, G) =
3n/4− 5.

Пусть k ≤ n − 10 и k четно. Оценим сверху число t(rk, G). Пусть r, s ∈ π(Bn(q)) \ {2, p}
такие, что k = e(r, q), l = e(s, q) и 1 ≤ η(k) ≤ η(l). По лемме 4 r, s несмежны в GK(Bn(q))
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тогда и только тогда, когда η(k) + η(l) > n и l/k не является нечетным натуральным числом.
Таким образом, η(l) > n− k/2, т. е. η(l) ∈ {n− k/2 + 1, . . . , n}.

Предположим, что k/2 четно. Тогда k ≤ n− 12. Таким образом, l ∈ {n− k/2 + 1, n− k/2 +
3, . . . , n − 1, 2(n − k/2 + 1), 2(n − k/2 + 2), . . . , 2n}. Рассматривая простые числа s такие, что
l = e(s, q) ∈ {n − k/2 + 1, . . . , 2n}, получаем не более 3k/4 попарно несмежных вершин графа
GK(G). Следовательно, t(rk, G) ≤ 3k/4 + 1 ≤ 3/4(n − 12) + 1 = 3n/4− 8.

Предположим, что k/2 нечетно. Тогда k ≤ n−10. Таким образом, l ∈ {n−k/2+2, n−k/2+
4, . . . , n − 1, 2(n − k/2 + 1), 2(n − k/2 + 2), . . . , 2n}. Рассматривая простые числа s такие, что
l = e(s, q) ∈ {n − k/2 + 2, . . . , 2n}, получаем не более 3k/4 − 1/2 попарно несмежных вершин
графа GK(G). Следовательно, t(rk, G) ≤ 3k/4 + 1/2 ≤ 3/4(n − 10) + 1/2 = 3n/4− 7.

Таким образом, T (G) = (3n/4 + 1, 3n/4 − 1, 3n/4 − 2, 3n/4 − 4, 3n/4 − 5, . . .). Остальные
случаи рассматриваются аналогично. Лемма доказана.

Лемма 13. Пусть G = Dn(q), где n ≥ 23. Тогда выполняется одно из следующих утвер-

ждений:

(1) n ≡ 0 (mod 4), T (G) = (3n/4, 3n/4 − 1, 3n/4 − 3, 3n/4 − 4, 3n/4 − 6, . . .);

(2) n ≡ 1 (mod 4), T (G) = (3n/4+1/4, 3n/4−3/4, 3n/4−7/4, 3n/4−11/4, 3n/4−15/4, 3n/4−
19/4, . . .);

(3) n ≡ 2 (mod 4), T (G) = (3n/4− 1/2, 3n/4 − 3/2, 3n/4 − 5/2, 3n/4 − 9/2, 3n/4− 11/2, . . .);

(4) n ≡ 3 (mod 4), T (G) = (3n/4+3/4, 3n/4−1/4, 3n/4−5/4, 3n/4−9/4, 3n/4−13/4, 3n/4−
17/4, . . .).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть n ≡ 0 (mod 4). Ввиду [8, табл. 3] имеем t(G) = 3n/4,
и {ri | n/2 ≤ η(i) ≤ n, i 6= 2n} — коклика максимального размера в GK(G). По [12] |G| =
qn(n−1)(qn − 1)

∏n−1
i=1 (q

2i − 1)/d, где d = (4, qn − 1).

Пусть k = n/2 − 1. Найдем t(rk, G). Пусть r, s ∈ π(Dn(q)) \ {2, p} такие, что k = e(r, q),
l = e(s, q) и 1 ≤ η(k) ≤ η(l). По лемме 5 r, s несмежны в GK(Dn(q)) тогда и только тогда, когда
2η(k) + 2η(l) > 2n − (1 − (−1)k+l) и l/k не является нечетным натуральным числом. Пусть l
четно. Тогда l > n, т. е. l ∈ {n+2, n+4, . . . , 2(n−1)}. Рассматривая простые числа s такие, что
l = e(s, q) ∈ {n+2, . . . , 2(n− 1)}, получаем n/2− 1 попарно несмежных вершин графа GK(G).
Пусть l нечетно. Тогда l > n/2+1, т. е. l ∈ {n/2+3, n/2+5, . . . , n−1}. Так как 3(n/2−1) > n−1,
то l/k не является нечетным натуральным числом для любого l. Рассматривая простые числа
s такие, что l = e(s, q) ∈ {n/2 + 3, . . . , n − 1}, получаем n/4 − 1 попарно несмежных вершин
графа GK(G). Следовательно, t(rn/2−1, G) = 3n/4− 1.

Пусть k = n/2− 3. Как в предыдущем абзаце, получаем, что t(rn/2−3, G) = 3n/4− 4.

Пусть k ≤ n/2− 5 и k нечетно. Оценим сверху число t(rk, G). Пусть r, s ∈ π(Dn(q)) \ {2, p}
такие, что k = e(r, q), l = e(s, q) и 1 ≤ η(k) ≤ η(l). По лемме 5 r, s несмежны в GK(Dn(q))
тогда и только тогда, когда 2η(k) + 2η(l) > 2n − (1 − (−1)k+l) и l/k не является нечетным
натуральным числом. Пусть l четно. Тогда l > 2n − 2k − 2, т. е. l ∈ {2n − 2k, 2n − 2k +
2, . . . , 2(n − 1)}. Рассматривая простые числа s такие, что l = e(s, q) ∈ {2n − 2k, . . . , 2(n − 1)},
получаем k попарно несмежных вершин графа GK(G). Пусть l нечетно. Тогда l > n− k, т. е.
l ∈ {n − k + 2, n − k + 4, . . . , n − 1}. Рассматривая простые числа s такие, что l = e(s, q) ∈
{n− k+2, . . . , n− 1}, получаем не более k/2− 1/2 попарно несмежных вершин графа GK(G).
Следовательно, t(rk, G) ≤ 3k/2 + 1/2 ≤ 3n/4 − 7.

Пусть k = n − 2. Как и ранее, находим, что t(rn−2, G) = 3n/4 − 1. Если k = n − 4, то
t(rn−4, G) = 3n/4− 3. Если k = n− 6, то t(rn−6, G) = 3n/4− 4. Если k = n− 8, то t(rn−8, G) =
3n/4− 6.

Пусть k ≤ n − 10 и k четно. Оценим сверху число t(rk, G). Пусть r, s ∈ π(Dn(q)) \ {2, p}
такие, что k = e(r, q), l = e(s, q) и 1 ≤ η(k) ≤ η(l). По лемме 5 r, s несмежны в GK(Dn(q)) тогда
и только тогда, когда 2η(k)+2η(l) > 2n−(1−(−1)k+l) и l/k не является нечетным натуральным
числом. Пусть l четно. Тогда l > 2n−k, т. е. l ∈ {2n−k+2, 2n−k+4, . . . , 2(n−1)}. Рассматривая
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простые числа s такие, что l = e(s, q) ∈ {2n − k + 2, . . . , 2(n − 1)}, получаем не более k/2 − 1
попарно несмежных вершин графа GK(G). Пусть l нечетно. Тогда l > n− k/2− 1.

Предположим, что k/2 четно. Тогда k ≤ n− 12. Таким образом, l ∈ {n− k/2 + 1, n− k/2 +
3, . . . , n − 1}. Рассматривая простые числа s такие, что l = e(s, q) ∈ {n − k/2 + 1, . . . , n − 1},
получаем k/4 попарно несмежных вершин графа GK(G). Следовательно, t(rk, G) ≤ 3k/4 ≤
3/4(n − 12) = 3n/4− 9.

Предположим, что k/2 нечетно. Тогда k ≤ n−10. Таким образом, l ∈ {n−k/2+2, n−k/2+
4, . . . , n − 1}. Рассматривая простые числа s такие, что l = e(s, q) ∈ {n − k/2 + 2, . . . , n − 1},
получаем k/4 + 1/2 попарно несмежных вершин графа GK(G). Следовательно, t(rk, G) ≤
3k/4 + 1/2 ≤ 3/4(n − 10) + 1/2 = 3n/4− 7.

Таким образом, T (G) = (3n/4, 3n/4− 1, 3n/4− 3, 3n/4− 4, 3n/4− 6, . . .). Остальные случаи
рассматриваются аналогично. Лемма доказана.

Лемма 14. Пусть G = 2Dn(q), где n ≥ 23 и n 6= 24, 26, 28, 30. Тогда выполняется одно из

следующих утверждений:

(1) n ≡ 0 (mod 4), T (G) = (3n/4 + 1, 3n/4, 3n/4 − 1, 3n/4 − 3, 3n/4 − 4, 3n/4 − 6, . . .);

(2) n ≡ 1 (mod 4), T (G) = (3n/4+1/4, 3n/4−3/4, 3n/4−7/4, 3n/4−11/4, 3n/4−15/4, 3n/4−
19/4, . . .);

(3) n ≡ 2 (mod 4), T (G) = (3n/4 + 1/2, 3n/4 − 3/2, 3n/4 − 5/2, 3n/4 − 9/2, 3n/4− 11/2, . . .);

(4) n ≡ 3 (mod 4), T (G) = (3n/4+3/4, 3n/4−1/4, 3n/4−5/4, 3n/4−9/4, 3n/4−13/4, 3n/4−
17/4, . . .).

Д о к а з а т е л ь с т в о аналогично доказательству леммы 13.

Лемма 15. Пусть {G,G1} — одна из пар {Aε
8(q), B5(q1)}, {A

ε
8(q), C5(q1)}, {A

ε
9(q), B5(q1)},

{Aε
9(q), C5(q1)}, {A

ε
6(q),D

ε1
5 (q1)}, {A

ε
6(q),D6(q1)}, {A

ε
7(q),D

ε1
5 (q1)}, {A

ε
7(q),D6(q1)}, {D

ε
5(q),

D6(q1)}, {D
ε
7(q),D8(q1)}, где ε, ε1 ∈ {+,−}. Тогда графы GK(G) и GK(G1) не совпадают.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что GK(G) = GK(G1).

Пусть {G,G1} равно {A9(q), B5(q1)} или {A9(q), C5(q1)}. Так как t(2, G) = t(2, G1), то по
[7, табл. 4, 6] q и q1 нечетны. Рассмотрим все максимальные по включению коклики порядков 2
и 3 в GK(G) и в GK(G1). В GK(G) это {2, r9(q)} при (q − 1)2 = 2; {2, r10(q)} при (q − 1)2 > 2;
{r2(q), r9(q)}; {5, r10(q)} при (q−1)5 > 5, 5 | (q−1); {r1(q), r10(q)}, где r1(q) 6= 5; {5, r9(q), r10(q)}
при (q−1)5 = 5; {p, r9(q), r10(q)}; {r3(q), r8(q), r10(q)}. B GK(G1) это {2, r5(q1)} при (q1−1)2 = 2;
{2, r10(q1)} при (q1 − 1)2 > 2; {r1(q1), r10(q1)}, где r1(q1) 6= 2; {r2(q1), r5(q1)}, где r2(q1) 6= 2;
{p1, r5(q1), r10(q1)}.

Пусть (q − 1)2 = 2 и (q1 − 1)2 = 2. Если {2, r9(q)} — некоторая коклика, содержащая 2 в
GK(A9(q)), то {2, r9(q)} = {2, r5(q1)} для некоторого r5(q1) ∈ R5(q1), поэтому R9(q) ⊆ R5(q1).
Обратное включение тоже верно. Значит, R9(q) = R5(q1). Максимальные коклики одного по-
рядка в графах GK(G) и GK(G1) одинаковы. Но множество троек вида {r3(q), r8(q), r10(q)}
не совпадает с множеством троек вида {p1, r5(q1), r10(q1)}; противоречие. В случае, когда
(q − 1)2 = 2 и (q1 − 1)2 > 2, аналогично получаем противоречие.

Пусть (q−1)2 > 2 и (q1−1)2 = 2. Как в предыдущем абзаце, получаем, что R10(q) = R5(q1).
Заметим, что множество троек вида {r3(q), r8(q), r10(q)} совпадает с множеством троек вида
{p1, r5(q1), r10(q1)}, поэтому p1 ∈ R3(q)∪R8(q). Так как множество троек вида {p, r9(q), r10(q)}
совпадает с множеством троек вида {p1, r5(q1), r10(q1)}, то p1 ∈ R9(q); противоречие. В случае
(q − 1)2 > 2 и (q1 − 1)2 > 2 аналогично получаем противоречие.

Случаи, когда {G,G1} — одна из пар {Aε
8(q), B5(q1)}, {A

ε
8(q), C5(q1)}, {

2A9(q), B5(q1)} или
{2A9(q), C5(q1)} рассматриваются аналогично. Во всех случаях получаем противоречие.

Пусть {G,G1} = {Aε
6(q),D5(q1)}. Так как по [5;6] имеем s(Aε

6(q)) = 2, то s(D5(q1)) = 2 и q1 ∈
{2, 3, 5}. По лемме 6 GK(G1) 6= GK(G); противоречие. Аналогично получаем противоречие в
случаях {G,G1} = {Aε

6(q),
2D5(q1)} и {G,G1} = {Aε

6(q),D6(q1)}.
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Пусть {G,G1} = {A7(q),D5(q1)}. Как и в случае {G,G1} = {A9(q), B5(q1)}, вычисляя мак-
симальные по включению коклики порядков 2, 3 и 4, получаем, что максимальные коклики ви-
да {r4(q), r5(q), r6(q), r7(q)} из GK(G) не совпадают с максимальными кокликами из GK(G1);
противоречие.

Случаи, когда {G,G1} — одна из пар {2A7(q),D5(q1)}, {A
ε
7(q),

2D5(q1)} или {Aε
7(q),D6(q1)},

рассматриваются аналогично. Во всех случаях получаем противоречие.

Пусть {G,G1} = {D5(q),D6(q1)}. Так как t(2, G) = t(2, G1), то по [7, табл. 4, 6] q нечетно
и если q1 четно, то q ≡ 5 (mod 8). Рассмотрим все максимальные по включению коклики
порядков 2 и 3 в GK(G) и в GK(G1). В GK(G) это {2, r5(q)} при q ≡ 3 (mod 4); {2, r8(q)} при
q ≡ 1 (mod 8); {r1(q), r8(q)}, где r1(q) 6= 2; {r2(q), r5(q)}, где r2(q) 6= 2; {2, r5(q), r8(q)} при q ≡ 5
(mod 8); {p, r5(q), r8(q)}. В GK(G1) это {2, r5(q1)} при q1 ≡ 3 (mod 4); {2, r10(q1)} при q1 ≡ 1
(mod 4); {r1(q1), r10(q1)}, где r1(q1) 6= 2; {r2(q1), r5(q1)}, где r2(q1) 6= 2; {p1, r5(q1), r10(q1)};
{r4(q1), r5(q1), r10(q1)}.

Предположим сначала, что q1 четно и q ≡ 5 (mod 8). Сравнивая максимальные коклики,
содержащие 2, в графах GK(G) и в GK(G1), получаем, что любая тройка вида {2, r5(q1),
r10(q1)} совпадает с тройкой {2, r5(q), r8(q)}. Отсюда {r5(q1), r10(q1)} = {r5(q), r8(q)}. Мно-
жество троек вида {r4(q1), r5(q1), r10(q1)} совпадает с множеством троек вида {p, r5(q), r8(q)}.
Значит, R4(q1) = {p}. Получаем уравнение q21 +1 = pt для некоторого натурального t. По лем-
ме 2 имеем t = 1 и q1 = 22

n−1

. Если n = 1, то G1 = D6(2), откуда по лемме 6 GK(G1) 6= GK(G);
противоречие. Если n ≥ 2, то q ≡ 1 (mod 8); противоречие с предположением.

Предположим теперь, что q1 нечетно. Если q ≡ 5 (mod 8), то коклика вида {2, r5(q), r8(q)}
в GK(D5(q)) не совпадает с кокликами вида {p1, r5(q1), r10(q1)} и {r4(q1), r5(q1), r10(q1)} в
GK(D6(q1)); противоречие.

Пусть q ≡ 3 (mod 4) и q1 ≡ 3 (mod 4). Как и ранее, имеем R5(q) = R5(q1). Так как
{r1(q), r8(q)} = {r1(q1), r10(q1)}, то R8(q) ⊆ R1(q1) ∪ R10(q1). Значит, множество троек ви-
да {p, r5(q), r8(q)} совпадает с множеством троек вида {r4(q1), r5(q1), r10(q1)} в GK(D6(q1)), а
коклик вида {p1, r5(q1), r10(q1)} нет в GK(D5(q)); противоречие. Аналогично получаем проти-
воречие в случаях q ≡ 1 (mod 8) и q1 ≡ 3 (mod 4); q ≡ 3 (mod 4) и q1 ≡ 1 (mod 4); q ≡ 1
(mod 8) и q1 ≡ 1 (mod 4).

Случаи, когда {G,G1} равно {2D5(q),D6(q1)} или {Dε
7(q),D8(q1)}, рассматриваются ана-

логично. Во всех случаях получаем противоречие. Лемма доказана.

Лемма 16. Пусть {G,G1} — одна из пар {Bn(q), Bn(q1)}, {Bn(q), Cn(q1)}, {Cn(q), Cn(q1)},
где n ≡ 1 (mod 4) или n ≡ 3 (mod 4) и qq1 четно, {Dε

n(q),D
ε1
n (q1)}, где n нечетно, ε, ε1 ∈

{+,−}, {Aε
n−1(q),D

ε1
n1
(q1)}, где n1 нечетно, ε, ε1 ∈ {+,−}, {Dn(q),

2Dn−2(q1)}, где n ≡ 2
(mod 4). Тогда графы GK(G) и GK(G1) не совпадают.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что GK(G) = GK(G1).
Пусть {G,G1} = {Dn(q),

2Dn−2(q1)}, где n ≡ 2 (mod 4). Заметим, что по [7, табл. 4]
t(p,Dn(q)) = 3. Так как p 6= p1, то p = ri(q1) для некоторого числа i. Проверим, что для любого
ri(q1) ∈ π(2Dn−2(q1)) имеем t(ri(q1),

2Dn−2(q1)) 6= 3. По [7, табл. 4, 6] t(2, 2Dn−2(q1)) ∈ {2, 4}.
Используя лемму 5, получаем, что {r1(q1), r2n−4(q1)} и {r2(q1), r2n−4(q1)} — максимальные ко-
клики порядка 2 в графе GK(G1).

Пусть k ≥ 3 и k нечетно. Оценим снизу число t(rk,
2Dn−2(q1)). Пусть r, s ∈ π(2Dn−2(q1)) \

{2, p1} такие, что k = e(r, q1), l = e(s, q1) и 1 ≤ η(k) ≤ η(l). По лемме 5 r, s несмежны в
GK(2Dn−2(q1)) тогда и только тогда, когда 2η(k)+2η(l) > 2(n−2)−(1−(−1)l) и l/k не является
нечетным натуральным числом. Пусть l четно. Тогда l > 2n− 2k− 4, т. е. l ∈ {2n− 2k− 2, 2n−
2k, . . . , 2(n−2)}. Рассматривая простые числа s такие, что l = e(s, q) ∈ {2n−2k−2, . . . , 2(n−2)},
получаем k попарно несмежных вершин графа GK(G1). Пусть l нечетно. Тогда l > n− k − 3,
т. е. l ∈ {n − k − 2, n − k, . . . , n − 3}. Рассматривая простые числа s такие, что l = e(s, q) ∈
{n−k−2, . . . , n−3}, получаем не менее k/2−1/2 попарно несмежных вершин графа GK(G1).
Следовательно, t(rk, G) ≥ 3k/2 + 1/2 ≥ 5.
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Пусть k ≥ 4 и k четно. Оценим снизу число t(rk,
2Dn−2(q1)). Пусть r, s ∈ π(2Dn−2(q1)) \

{2, p1} такие, что k = e(r, q1), l = e(s, q1) и 1 ≤ η(k) ≤ η(l). По лемме 5 r, s несмежны в
GK(2Dn−2(q1)) тогда и только тогда, когда 2η(k)+2η(l) > 2(n−2)−(1+(−1)l) и l/k не является
нечетным натуральным числом. Пусть l четно. Тогда l > 2n−k−6, т. е. l ∈ {2n−k−4, 2n−k−
2, . . . , 2(n−2)}. Рассматривая простые числа s такие, что l = e(s, q) ∈ {2n−k−4, . . . , 2(n−2)},
получаем не менее k/2 попарно несмежных вершин графа GK(G1). Пусть l нечетно. Тогда
l > n−k/2−2. Предположим, что k/2 четно. Тогда k ≥ 4 и l ∈ {n−k/2−1, n−k/2+1, . . . , n−3}.
Рассматривая простые числа s такие, что l = e(s, q) ∈ {n − k/2 − 1, . . . , n − 3}, получаем
k/4 попарно несмежных вершин графа GK(G1). Следовательно, t(rk, G) ≥ 3k/4 + 1 ≥ 4.
Предположим, что k/2 нечетно. Тогда k ≥ 6 и l ∈ {n−k/2, n−k/2+2, . . . , n−3}. Рассматривая
простые числа s такие, что l = e(s, q) ∈ {n − k/2, . . . , n − 3}, получаем k/4 − 1/2 попарно
несмежных вершин графа GK(G1). Следовательно, t(rk, G) ≥ 3k/4 + 1/2 ≥ 5.

Таким образом, t(ri(q1),
2Dn−2(q1)) 6= 3. Поэтому 3 6= t(p, 2Dn−2(q1)) = t(p,Dn(q)) = 3.

Следовательно, GK(G) 6= GK(G1); противоречие.

Если {G,G1} — одна из пар {Bn(q), Bn(q1)}, {Bn(q), Cn(q1)}, {Cn(q), Cn(q1)}, где n ≡ 1
(mod 4), то аналогично получаем противоречие.

Пусть {G,G1} — одна из пар {Bn(q), Bn(q1)}, {Bn(q), Cn(q1)}, {Cn(q), Cn(q1)}, где n ≡ 3
(mod 4) и qq1 четно. По [7, табл. 4, 6] либо 2 = t(2, G) 6= t(2, G1) = 3, либо 2 = t(2, G1) 6=
t(2, G) = 3; противоречие.

Пусть {G,G1} = {Dn(q),Dn(q1)}, где n ≡ 1 (mod 4). Рассмотрим все максимальные по
включению коклики порядка 3 в GK(G) и в GK(G1). В GK(G) это {p, rn(q), r2n−2(q)},
{2, rn(q), r2n−2(q)} при q ≡ 5 (mod 8)). В GK(G1) это {p1, rn(q1), r2n−2(q1)}; {2, rn(q1), r2n−2(q1)}
при q1 ≡ 5 (mod 8). Если q четно, то коклик вида {p1, r2n−2(q1), rn(q1)} нет в GK(G); проти-
воречие. Аналогично получаем противоречие, если q1 четно. Значит, q и q1 нечетны. Так как
t(p,G) = 3 и p = ri(q1) для некоторого числа i, то t(p,G1) = 3; противоречие.

Если {G,G1} — одна из пар {Dn(q),
2Dn(q1)}, {2Dn(q),

2Dn(q1)}, где n ≡ 1 (mod 4), то
аналогично получаем противоречие.

Пусть {G,G1} = {Dn(q),
2Dn(q1)}, где n ≡ 3 (mod 4). Рассмотрим все максимальные по

включению коклики порядков 2 и 3 в GK(G) и в GK(G1). В GK(G) это {2, rn(q)} при q ≡ 3
(mod 4), {2, r2n−2(q)} при q ≡ 1 (mod 8); {r1(q), r2n−2(q)}, где r1(q) 6= 2; {r2(q), rn(q)}, где
r2(q) 6= 2; {2, rn(q), r2n−2(q)} при q ≡ 5 (mod 8); {p, rn(q), r2n−2(q)}; {r4(q), rn−2(q), rn(q)}. В
GK(G1) это {2, r2n(q1)} при q1 ≡ 1 (mod 4); {2, r2n−2(q1)} при q1 ≡ 7 (mod 8); {r1(q1), r2n(q1)},
где r1(q1) 6= 2; {r2(q1), r2n−2(q1)}, где r2(q1) 6= 2; {2, r2n−2(q1), r2n(q1)} при q1 ≡ 3 (mod 8);
{p1, r2n−2(q1), r2n(q1)}; {r4(q1), r2n−4(q1), r2n(q1)}.

Предположим, что q четно. Так как t(2, G) = t(2, G1) = 3, то по [7, табл. 4, 6] q1 ≡ 3 (mod 8).
Сравнивая максимальные коклики, содержащие 2, в графах GK(G) и GK(G1), получаем
{2, r2n−2(q1), r2n(q1)} = {2, rn(q), r2n−2(q)}. Отсюда {r2n−2(q1), r2n(q1)} = {rn(q), r2n−2(q)}. Мак-
симальной коклики вида {p1, r2n−2(q1), r2n(q1)} нет в GK(G); противоречие.

Аналогично получаем противоречие в случае, когда q1 четно.

Предположим, что q и q1 нечетны. Пусть q ≡ 5 (mod 8). Так как t(2,Dn(q)) = 3 =
t(2, 2Dn(q1)), то q1 ≡ 3 (mod 8). Сравнивая максимальные коклики, содержащие 2, в графах
GK(G) и GK(G1), получаем {2, r2n−2(q1), r2n(q1)} = {2, rn(q), r2n−2(q)}. Тогда {r2n−2(q1),
r2n(q1)} = {rn(q), r2n−2(q)}. Заметим, что любая тройка вида {p, rn(q), r2n−2(q)} совпадает с
одной из троек вида {p1, r2n−2(q1), r2n(q1)} и p = p1; противоречие.

Пусть q ≡ 3 (mod 4) и q1 ≡ 1 (mod 4). Как и ранее, Rn(q) = R2n(q1). Заметим, что
{r1(q), r2n−2(q)} = {r2(q1), r2n−2(q1)}, поэтому R2n−2(q) ⊆ R2(q1) ∪ R2n−2(q1). Получаем, что
любая тройка вида {p, rn(q), r2n−2(q)} совпадает с одной из троек вида {p1, r2n−2(q1), r2n(q1)}
и p = p1; противоречие.

Аналогично получаем противоречие в случаях, когда q ≡ 3 (mod 4) и q1 ≡ 7 (mod 8); q ≡ 1
(mod 8) и q1 ≡ 1 (mod 4); q ≡ 1 (mod 8) и q1 ≡ 7 (mod 8).

Если {G,G1} — одна из пар {Dn(q),Dn(q1)}, {2Dn(q),
2Dn(q1)}, где n ≡ 3 (mod 4), то
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аналогично получаем противоречие.

Пусть {G,G1} = {An−1(q),Dn1
(q1)}, где n1 ≡ 3 (mod 4). Так как t(G) = t(G1) и n1 ≡ 3

(mod 4), то n ≡ 0 (mod 3) при n четном и n ≡ 2 (mod 3) при n нечетном.

Рассмотрим все максимальные по включению коклики порядков 2, 3 и 4 в GK(G) и в
GK(G1). В GK(G) – это {2, rn(q)}, где n2 < (q− 1)2; {2, rn−1(q)}, где n2 > (q− 1)2 и q нечетно;
{2, rn−1(q)}, где n2 = (q − 1)2 = 2; {2, rn−1(q), rn(q)}, где 2 < n2 = (q − 1)2; {r1(q), rn(q)}, где
nr1(q) < (q − 1)r1(q); {r1(q), rn−1(q)}, где nr1(q) > (q − 1)r1(q); {r1(q), rn−1(q), rn(q)}, где nr1(q) =
(q − 1)r1(q); {r2(q), rn−1(q)} при n четном; {r2(q), rn(q)} при n нечетном; {p, rn−1(q), rn(q)};
{r3(q), rn−2(q), rn−1(q)} при n ≡ 0 (mod 3); {r3(q), rn−1(q), rn(q)} при n ≡ 2 (mod 3); {r4(q),
rn−3(q), rn−2(q), rn−1(q)} при n ≡ 0 (mod 4); {r4(q), rn−3(q), rn−2(q), rn(q)} при n ≡ 1 (mod 4);
{r4(q), rn−3(q), rn−1(q), rn(q)} при n ≡ 2 (mod 4); {r4(q), rn−2(q), rn−1(q), rn(q)} при n ≡ 3
(mod 4). В GK(G1) — это {2, rn1

(q1)} при q1 ≡ 3 (mod 4); {2, r2n1−2(q1)} при q1 ≡ 1 (mod 8);
{r1(q1), r2n1−2(q1)}, где r1(q1) 6= 2; {r2(q1), rn1

(q1)}, где r2(q1) 6= 2; {2, rn1
(q1), r2n1−2(q1)} при

q1 ≡ 5 (mod 8); {p1, rn1
(q1), r2n1−2(q1)}; {r4(q1), rn1−2(q1), rn1

(q1)}; {r6(q1), rn1−2(q1), rn1
(q1),

r2n1−2(q1)} при n1 ≡ 5 (mod 6).

Предположим, что q нечетно, q1 четно или q1 ≡ 5 (mod 8). Так как t(2, G1) = 3 = t(2, G),
то 2 < n2 = (q − 1)2. Сравнивая максимальные коклики, содержащие 2, в графах GK(G) и
GK(G1), получаем {2, rn1

(q1), r2n1−2(q1)} = {2, rn−1(q), rn(q)}, поэтому {rn1
(q1), r2n1−2(q1)} =

{rn−1(q), rn(q)}. Заметим, что любая тройка вида {p, rn−1(q1), rn(q1)} совпадает с одной из
троек вида {p1, rn1

(q1), r2n1−2(q1)} и p = p1; противоречие.

Предположим, что q нечетно, q1 ≡ 3 (mod 4) и n2 < (q − 1)2. Сравнивая максимальные
коклики, содержащие 2, в графах GK(G) и GK(G1), получаем {2, rn1

(q1)} = {2, rn(q)}. То-
гда Rn1

(q1) = Rn(q). Заметим, что любая пара {r1(q1), r2n1−2(q1)} совпадает либо с парой
{r1(q), rn−1(q)}, либо с парой {r2(q), rn−1(q)}, поэтому при q1 6= 3 имеем R2n1−2(q1) ⊆ R1(q) ∪
R2(q) ∪Rn−1(q). Если q1 = 3, то любая тройка вида {3, rn1

(3), r2n1−2(3)} совпадает с одной из
троек вида {r1(q), rn−1(q), rn(q)}, поэтому R2n1−2(3) ⊆ R1(q)∪Rn−1(q). Также заметим, что лю-
бая тройка вида {r4(q1), rn1−2(q1), rn1

(q1)} совпадает с одной из троек вида {p, rn−1(q), rn(q)},
{r1(q), rn−1(q), rn(q)} или {r3(q), rn−1(q), rn(q)} при n ≡ 2 (mod 3). Тогда Rn1−2(q1) ⊆ {p} ∪
R1(q)∪R3(q)∪Rn−1(q). Получаем, что любая четверка вида {r6(q1), rn1−2(q1), rn1

(q1), r2n1−2(q1)}
не совпадает с четверками вида {r4(q), rn−3(q), rn−2(q), rn−1(q)}, {r4(q), rn−3(q), rn−2(q), rn(q)},
{r4(q), rn−3(q), rn−1(q), rn(q)} или {r4(q), rn−2(q), rn−1(q), rn(q)}; противоречие.

Предположим, что q нечетно, q1 ≡ 3 (mod 4), n2 > (q−1)2 или n2 = (q−1)2 = 2. Сравнивая
максимальные коклики, содержащие 2, в графах GK(G) и GK(G1), получаем {2, rn1

(q1)} =
{2, rn−1(q)}. Тогда Rn1

(q1) = Rn−1(q). Заметим, что {r1(q1), r2n1−2(q1)} = {r1(q), rn(q)}, по-
этому при q1 6= 3 имеем R2n1−2(q1) ⊆ R1(q) ∪ Rn(q). Если q1 = 3, то любая тройка вида
{3, rn1

(3), r2n1−2(3)} совпадает с одной из троек вида {r1(q), rn−1(q), rn(q)}, поэтому R2n1−2(3) ⊆
R1(q) ∪ Rn(q). Также заметим, что любая тройка вида {r4(q1), rn1−2(q1), rn1

(q1)} совпадает
с одной из троек вида {p, rn−1(q), rn(q)}, {r1(q), rn−1(q), rn(q)}, {r3(q), rn−2(q), rn−1(q)} или
{r3(q), rn−1(q), rn(q)}. Тогда Rn1−2(q1) ⊆ {p} ∪R1(q) ∪R3(q) ∪Rn−2(q) ∪Rn(q).

При n ≡ 2 (mod 3) любая четверка вида {r6(q1), rn1−2(q1), rn1
(q1), r2n1−2(q1)} не совпадает с

четверками вида {r4(q), rn−3(q), rn−2(q), rn−1(q)}, {r4(q), rn−3(q), rn−2(q), rn(q)}, {r4(q), rn−3(q),
rn−1(q), rn(q)} или {r4(q), rn−2(q), rn−1(q), rn(q)}; противоречие.

При n ≡ 0 (mod 3) любая четверка вида {r6(q1), rn1−2(q1), rn1
(q1), r2n1−2(q1)} совпадает

с четверкой вида {r4(q), rn−2(q), rn−1(q), rn(q)}, поэтому n ≡ 3 (mod 4). Но тогда n нечетно,
поэтому n ≡ 2 (mod 3); противоречие.

Аналогично получаем противоречие в случае, когда при q нечетно и q1 ≡ 1 (mod 8).

Предположим, что q = 2f . Так как t(2, G) = 3 = t(2, G1), то q1 ≡ 5 (mod 8). Сравнивая мак-
симальные коклики, содержащие 2, в графах GK(G) и GK(G1), получаем {2, rn−1(q), rn(q)} =
{2, rn1

(q1), r2n1−2(q1)}. Тогда {rn−1(q), rn(q)} = {rn1
(q1), r2n1−2(q1)}.

При n ≡ 0 (mod 3) любая тройка вида {r4(q1), rn1−2(q1), rn1
(q1)} совпадает с тройкой

вида {r3(q), rn−2(q), rn−1(q)}, поэтому Rn1−2(q1) ⊆ R3(q) ∪ Rn−2(q). Любая четверка вида
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{r6(q1), rn1−2(q1), rn1
(q1), r2n1−2(q1)} совпадает с четверкой вида {r4(q), rn−2(q), rn−1(q), rn(q)},

поэтому n ≡ 3 (mod 4). Но тогда n нечетно, поэтому n ≡ 2 (mod 3); противоречие.

При n ≡ 2 (mod 3) любая тройка вида {r3(q), rn−1(q), rn(q)} совпадает с тройкой вида
{p1, rn1

(q1), r2n1−2(q1)}, поэтому R3(q) = {p1}. Таким образом, (23f−1)/((2f−1)(3, 2f−1)) = pα1 .
Пусть f четно, т. е. f = 2f1 для натурального числа f1. Если f1 = 1, то p1 = 7, но p1 ≡ 5
(mod 8); противоречие. Если f1 = 2, то pα1 = 91 и p1 непростое; противоречие. Если f1 ≥ 3,
то по лемме 1 существуют числа r = r6f1(2) 6= 3 и r1 = r3f1(2) 6= 3, причем r 6= r1. Тогда
pα непростое, а значит, и p1 непростое; противоречие. Значит, f нечетно и (3, 2f − 1) = 1 и
2f (2f + 1) + 1 = pα1 . Если q = 2, то p1 = 7, но p1 ≡ 5 (mod 8); противоречие. Если q = 4, то
pα1 = 21 и p1 непростое; противоречие. Если q ≥ 8, то q ≡ 0 (mod 8) и pα1 ≡ 1 (mod 8). Так как
p1 ≡ 5 (mod 8), то α четно. По лемме 3 получаем противоречие.

Если {G,G1} — одна из пар {Aε
n−1(q),D

ε1
n1
(q1)}, где n1 ≡ 1 (mod 4) и ε, ε1 ∈ {+,−}:

{An−1(q),
2Dn1

(q1)}, где n1 ≡ 3 (mod 4); {2An−1(q),D
ε
n1
(q1)}, где n1 ≡ 3 (mod 4) и ε ∈ {+,−},

то аналогично получаем противоречие.

Лемма доказана.

Лемма 17. Пусть G,G1 ∈ M. Если GK(G) = GK(G1), то выполнено одно из следующих

утверждений: (1) {G,G1} = {Aε
n−1(q), A

ε1
n1−1(q1)}, где n1 ∈ {n − 1, n, n + 1}, ε, ε1 ∈ {+,−};

(2) {G,G1} — одна из пар {Bn(q), Bn(q1)}, {Bn(q), Cn(q1)}, {Cn(q), Cn(q1)}, где либо n четно,

либо n ≡ 3 (mod 4) и qq1 нечетно; (3) {G,G1} = {Dε
n(q),D

ε
n(q1)}, где n четно, ε ∈ {+,−}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть GK(G) = GK(G1). Тогда T (G) = T (G1). Сравнивая
множества T (G) и T (G1), указанные в леммах 8–14, получаем, что либо выполняется за-
ключение леммы, либо {G,G1} — одна из пар {Aε

8(q), B5(q1)}, {A
ε
8(q), C5(q1)}, {A

ε
9(q), B5(q1)},

{Aε
9(q), C5(q1)}, {Aε

6(q),D
ε1
5 (q1)}, {Aε

6(q),D6(q1)}, {Aε
7(q),D

ε1
5 (q1)}, {Aε

7(q),D6(q1)}, {Dε
5(q),

D6(q1)}, {Dε
7(q),D8(q1)}, {Dε

n(q),D
ε1
n (q1)}, где n нечетно, {Aε

n−1(q),D
ε1
n1
(q1)}, где n1 нечет-

но, ε, ε1 ∈ {+,−}, {Dn(q),
2Dn−2(q1)}, где n ≡ 2 (mod 4), {Bn(q), Bn(q1)}, {Bn(q), Cn(q1)},

{Cn(q), Cn(q1)}, где n ≡ 1 (mod 4) или n ≡ 3 (mod 4) и qq1 четно. Из лемм 15 и 16 получаем,
что выполняется заключение леммы. Лемма доказана.

Лемма 18. Если G = E7(q), то T (G) = (8, 7, 5, 3).

Д о к а з а т е л ь с т в о использует [8, предложение 2.7] и аналогично доказательству
леммы 8.

Лемма 19. Пусть G ∈ M и графы GK(G) и GK(G1) совпадают. Тогда G1 ∈ M.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как G ∈ M, то t(G) ≥ 4 или G ∈ {A6(2), A7(2),
2D5(2)}.

Если G ∈ {A6(2), A7(2),
2D5(2)}, то по лемме 6 GK(G) 6= GK(G1); противоречие. Значит,

t(G1) = t(G) ≥ 4. Предположим, что G1 /∈ M. Заметим, что t(G) = t(G1) ∈ {4, 5, 8, 12}.

Пусть t(G) = t(G1) = 4. Тогда [4, табл. 1, 2] G — одна из групп A6(q), q 6= 2; 2A6(q);
A7(q), q 6= 2; 2A7(q); C5(2); D5(q); D6(q);

2D5(q), q 6= 2 и, в частности, s(G) ∈ {1, 2, 3}. По
[4, табл. 1, 2] заметим, что G1 — одна из групп F4(2);

2B2(2
2n+1), где n ≥ 1; A2(q1), где q1 6= 4,

(q1−1)3 = 3, q1+1 6= 2k; 2A2(q1), где (q1+1)3 = 3, q1−1 6= 2k; C4(q1), q1 6= 2; 2D4(q1), q1 6= 2 или
A2(4). Если G1 = F4(2), то по [11] G ∈ {A1(13

2), C2(13)}, поэтому G /∈ M; противоречие. Если
G1 = 2B2(2

2n+1), то s(G1) = 4, но s(G1) = s(G) ∈ {1, 2, 3}; противоречие. Если G1 = A2(4),
то по лемме 6 GK(G1) 6= GK(G); противоречие. Итак, G1 — одна из групп A2(q1), где q1 6= 4,
(q1 − 1)3 = 3, q1 + 1 6= 2k; 2A2(q1), где (q1 + 1)3 = 3, q1 − 1 6= 2k; C4(q1) или 2D4(q1), где q1 6= 2.
Так как s(G1) = 2, то s(G) = 2. Отсюда по [5; 6] G — одна из групп A6(q), q 6= 2; 2A6(q);
A7(q), q ∈ {3, 5, 9}; 2A7(q), q ∈ {3, 7}; C5(2); D5(q), q ∈ {2, 3, 5}; D6(2) или D6(3). Если G —
одна из групп A7(3), A7(5), A7(9),

2A7(3),
2A7(7), C5(2), D5(2), D5(3), D5(5), D6(2), D6(3), то

по лемме 6 GK(G1) 6= GK(G); противоречие. Значит, G — одна из групп A6(q), q 6= 2; 2A6(q).
Если G1 — одна из групп A2(q1), где q1 6= 4, (q1− 1)3 = 3, q1+1 6= 2k; 2A2(q1), где (q1+1)3 = 3,
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q1 − 1 6= 2k, то по [8, табл. 2] коклики максимального размера графа GK(G1) содержат 3, а
коклики максимального размера графа GK(G) нет; противоречие. Таким образом, G1 = C4(q1)
или 2D4(q1), где q1 6= 2. По лемме 6 G 6= 2A6(2). По леммам 8 и 10 T (G1) = (4, 2), а по лемме 11
T (G) = (4, 3, 2); противоречие.

Пусть t(G) = t(G1) = 5. Тогда по табл. 1 и 2 G — одна из групп A8(q), q 6= 2; 2A8(q); A9(q),
q 6= 2; 2A9(q); A10(2); B5(q), q 6= 2; C5(q), q 6= 2; C6(2); B6(q), q 6= 2; C6(q), q 6= 2; 2D6(q),
q 6= 2; 2D6(2) или 2D7(2). Если G ∈ {A10(2), B5(3), C5(2), C5(3),

2D6(2),
2D7(2)}, то по лемме 6

GK(G) 6= GK(G1); противоречие. Значит, G /∈ {A10(2), B5(3), C5(2), C5(3),
2D6(2),

2D7(2)}, по-
этому s(G) = 1. Заметим, что G1 — одна из групп F4(q1), q1 6= 2; E6(q1);

2E6(q1);
2G2(3

2n+1),
n ≥ 1; 2F4(2

2n+1), n ≥ 2, поэтому s(G1) ∈ {2, 3}; противоречие.
Пусть t(G) = t(G1) = 8. Тогда G1 = E7(q1). Так как t(2, G1) = t(2, G), s(G1) = s(G),

то по [7, табл. 4–9] G — одна из групп A14(q); A15(q);
2A14(q);

2A15(q); B9(q) или C9(q). По
лемме 11 имеем G /∈ {A14(2), A15(2)}, T (Aε

14(q)) и T (Aε
15(q)) равно либо (8, 7, 6, 5, 4, 3, 2), либо

(8, 7, 6, 5, 4, 3), а по лемме 8 T (B9(q)) = T (C9(q)) = (8, 7, 5, 4, 3, 2), по лемме 18 T (E7(q1)) =
(8, 7, 5, 3). Следовательно, GK(G) 6= GK(G1); противоречие.

Пусть t(G) = t(G1) = 12. Тогда G1 = E8(q1). Так как s(G1) = s(G), то по [5, 6, 8, табл. 4]
G = E8(q); противоречие. Лемма доказана.

Из лемм 6, 17 и 19 следует теорема 2.

Автор выражает благодарность рецензенту за ценные замечания, позволившие значитель-
но улучшить текст статьи.
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