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В работе продолжается исследование задачи об условиях существования соленоидальных решений

уравнения Эйлера в торе D относительно пары (V, p) векторного и скалярного полей, у которых линии

векторного поля V имели бы простейшую структуру, совпадая с параллелями или меридианами торои-

дальных поверхностей, концентрически вложенных в тор D. Здесь в отличие от предыдущих двух работ

мы правую часть уравнения Эйлера — векторное поле f в D не задаем специальным образом, а считаем

произвольно заданным.
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Введение

Работы [2–5] были посвящены развитию восходящего к И.С. Громеке [1] метода геомет-
рического преобразования векторных полей в пространстве R

3 или в его части и его прило-
жениям к некоторым уравнениям матфизики. Метод позволяет из простых полей, например,
тождественно постоянных, строить поля сложной, наперед заданной структуры. С его помо-
щью были построены и исследованы полные классы специальных решений уравнений Эйле-
ра, Стокса и Навье — Стокса во всем R

3, в цилиндре и цилиндрическом слое, обладающих
определенными геометрическими свойствами, когда ротор поля скоростей всюду параллелен
или ортогонален вектору скорости. В работе [3] удалось для областей довольно общего вида
найти нетривиальную постановку начальных и краевых задач для уравнения Навье — Сток-
са, решения которых гарантированно были бы из соответствующего класса векторных полей.
В случае цилиндрического слоя такая краевая задача решена полностью с использованием
гармонических всплесков. В настоящей работе завершаются исследования, начатые в рабо-
тах [6; 7] о соленоидальных векторных полях в торе, подчиненных уравнению Эйлера, и при
простейших дополнительных геометрических условиях на них. В дальнейшем планируется
применить к ним метод геометрических преобразований для построения решений уравнений
Навье — Стокса в торе или в тороидальном слое.

По настоянию первого из соавторов отметим сразу, что рассматриваемые здесь, как и
в [6; 7], задачи являются чисто математическими задачами поиска некоторых специальных
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решений известных уравнений механики, поскольку нам неясно, можно ли физически реа-
лизовать даже краевые условия из [3]. Но для образности нам удобно применять термины
механики: сплошная среда, ее плотность ρ, давление — скалярное поле p = p(X, t), скорость —
векторное поле V = V(X, t), внешние силы — векторное поле f = f(X, t), t — время. Здесь
и далее X — одновременно и точка в R

3 и ее радиус-вектор относительно начала декартовой
системы координат.

1. Случай меридиальных линий поля скоростей

Кратко напомним криволинейную систему координат из работы [6], удобную для пред-
ставления точек и полей, скалярных и векторных, в любом торе Drc с заданным радиусом rc
его осевой окружности Lc. Сначала выбираем декартову систему координат (Ox1x2x3) в R

3

с началом O в центре симметрии тора и осью Ox3, совпадающей с его осью симметрии. Со-
ответствующие осям Ox1, Ox2, Ox3 базисные орты e1, e2, e3 образуют фиксированную ортого-
нальную правую тройку. Криволинейные координаты (r, ϑ, ϕ) каждой точки M = X ∈ Drc

и ее радиус-вектора X(x1, x2, x3) = OM с декартовыми координатами (x1, x2, x3) определяем
следующим образом: считаем, что полуплоскость Πϕ, проходящая через ось Ox3 и точку X,
образует угол ϕ ∈ [0, 2π) с осью Ox1, Xc(ϕ) — точка пересечения Πϕ с осевой окружностью Lc

тора Drc , а радиус-вектор X − Xc(ϕ) точки X относительно Xc(ϕ) имеет длину r ∈ [0, rc) и
образует угол ϑ ∈ [0, 2π) с ортом e3. Угол отсчитываем против часовой стрелки, если смотреть
со стороны вектора eϕ = eϕ(X), перпендикулярного Πϕ и направленного в сторону возраста-
ния угла ϕ. Точки X(x1, x2, x3) будем обозначать в криволинейных координатах так же через
X(r, ϑ, ϕ), отличая их от декартовых только символьным изображением (непонятных точек
вида X(1, 2, 3) в работе не будет). Орты криволинейной системы координат определяются так:
er = er(ϑ,ϕ) = er(X(r, ϑ, ϕ)) = (X(r, ϑ, ϕ)−Xc(ϕ))/r, введенный выше орт eϕ по аналогии с er

будем обозначать также через eϕ(ϕ), и, наконец, eϑ = eϑ(X) = eϑ(ϑ,ϕ) — орт, который вместе
с er и eϕ образует правую ортогональную тройку er, eϑ, eϕ. Отметим, что нижние индексы у
этих базисных векторов не означают величины соответствующих расстояний и углов и связаны
только с их геометрической интерпретацией, а значения углов ϑ и ϕ отражены в их аргументах.
Таким образом, запись X(r, ϑ, ϕ) означает точку (и радиус-вектор) X = Xc(ϕ) + rer(ϑ,ϕ), где
Xc(ϕ) = (e1 cosϕ+e2 sinϕ)rc, а запись a(r, ϑ, ϕ) означает, что вектор a является элементом век-
торного поля a(X) (X ∈ Drc) и имеет вид a = a(X(r, ϑ, ϕ)) = arer(ϑ,ϕ)+aϑeϑ(ϑ,ϕ)+aϕeϕ(ϕ),
где ar = ar(r, ϑ, ϕ) = (a, er), aϑ = aϑ(r, ϑ, ϕ) = (a, eϑ), aϕ = aϕ(r, ϑ, ϕ) = (a, eϕ) (аргументы
ϑ,ϕ векторов er(X), eϑ(X) и eϕ(X) мы часто, как здесь, будем опускать).

Так как в точках осевой окружности Lc, т. е. при X = Xc(ϕ), угол ϑ(X) не определен, а
значит, не определены и орты er(X), eϑ(X), то, говоря о непрерывности (гладкости) в торе D
векторных и скалярных полей, имеем в виду, что непрерывные (непрерывно дифференцируе-
мые) поля в D\Lc при X(r, ϑ, ϕ) → Xc(ϕ) имеют конечные, не зависящие от (r, ϑ) пределы (и
пределы своих первых частных производных), непрерывные по ϕ ∈ [0, 2π).

Более детальное описание этих криволинейных координат дано в [6]. В частности, там
показано, что дифференциальный оператор Гамильтона ∇ =

∑3
i=1 ei∂/∂xi в этих координатах

имеет вид

∇ = er(ϑ,ϕ)
∂

∂r
+ eϑ(ϑ,ϕ)

1

r

∂

∂ϑ
+ eϕ(ϕ)æ

−1(r, ϑ)
∂

∂ϕ
,

где, как и всюду далее, æ = rc + r sinϑ > 0 (0 < r < r0).
В этом разделе будет обсуждаться вопрос о совместности следующей смешанной системы

функционально-дифференциальных уравнений относительно векторного V = V(r, ϑ, ϕ, t) и
скалярного σ = σ(r, ϑ, ϕ, t) полей, гладких по всем переменным, и непрерывного по t, гладкого
по пространственным переменным скалярного поля p = p(r, ϑ, ϕ, t):

{
V(X, t) = σ(r, ϑ, ϕ, t)eϑ(ϑ,ϕ); (∇,V) = 0;

∂V

∂t
+ (V,∇)V +

1

ρ
∇p(X, t) = f(X, t)

}
(1.1)
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при X = X(r, ϑ, ϕ) ∈ Drc,r0 и t ∈ R+ = [0,∞), где Drc,r0 есть тор Drc с радиусом r0 < rc его
меридиальных сечений, т. е.

Drc,r0 = {X(r, ϑ, ϕ) = Xc(ϕ) + rer(ϑ,ϕ) : 0 ≤ r < r0, 0 ≤ ϑ,ϕ < 2π}.

Первое уравнение этой системы требует, чтобы в любое время t в любой точке X = X(r, ϑ, ϕ) ∈
Drc,r0 вектор скорости V(X, t) был касательным к окружности Cr,ϕ = {X(r, ϑ̃, ϕ) : ϑ̃ ∈ [0, 2π)};
это равносильно тому, что каждая такая окружность Cr,ϕ (r ∈ (0, r0), ϕ ∈ [0, 2π)) должна быть
линией векторного поля V в Drc,r0 . Второе уравнение системы (1.1) означает, что векторное
поле V соленоидальное, т. е. divV (r, ϑ, ϕ, t) ≡ 0 в Drc,r0 . А третье уравнение системы (1.1) есть
уравнение Эйлера, которое в механике трактуется как уравнение для плотности p и скорости V

движения идеальной (несжимаемой и невязкой) сплошной среды в Эйлеровой системе отсчета
внутри тора Drc,r0 .

В работе [6] показано, что система (1.1) в торе D = Drc,r0 совместна, только если функция
σ зависит от своих аргументов специальным образом, как

σ(r, ϑ, ϕ, t) =
1

æ(r, ϑ)
Σ(r, ϕ, t) (1.2)

с гладкой в D по всем переменным r, ϕ, t функцией Σ(r, ϕ, t) = o(r) при r → 0, а вектор-
функция f(r, ϑ, ϕ, t) определена формулой

f(X(r, ϑ, ϕ), t) = −∇Φ−
1

ræ2(r, ϑ)
Σ2(r, ϕ, t)er(ϑ,ϕ)

+
( 1

æ(r, ϑ)

∂Σ(r, ϕ, t)

∂t
−

cos ϑ

æ3(r, ϑ)
Σ2(r, ϕ, t)

)
eϑ(ϑ,ϕ) (1.3)

через Σ(r, ϕ, t) и какую-либо гладкую в D функцию Φ(r, ϑ, ϕ, t), у которой предел lim
r→0

×

(1/r)(∂/∂ϑ)Φ конечен и не зависит от ϑ. При этом будет p(X, t) = −ρΦ(X, t).

Из-за большого произвола в выборе функций Σ и Φ кажется, что таких функций f мно-
го, однако дальнейший анализ показывает, что правило (1.3) накладывает довольно жесткие
ограничения на f .

Итак, далее считаем, что в системе уравнений (1.1) f — произвольно заданное в D4 =
Drc,r0 × R+ непрерывное векторное поле, и постараемся найти явные ограничения на f , га-
рантирующие существование решения системы. В силу изложенного результата работы [6]
для этого достаточно считать (1.3) функционально-дифференциальным уравнением (нели-
нейным) относительно Σ и Φ при заданном f и, определив условия его совместности, найти
решение (Σ,Φ).

Перепишем (1.3) в скалярной форме, разрешив относительно производных от ∇Φ. Полу-
чим систему

{∂Φ

∂r
= −

1

ræ2
Σ2 − fr;

∂Φ

∂ϑ
= −

r cos ϑ

æ3
Σ2 +

r

æ

∂Σ

∂t
− rfϑ;

∂Φ

∂ϕ
= −æfϕ

}
, (1.4)

где fr, fϑ, fϕ — ортогональные проекции в R
3 вектора f(X(r, ϑ, ϕ), t) на орты er(ϑ,ϕ), eϑ(ϑ,ϕ)

и eϕ(ϕ). Это изначально непрерывные в D4 функции.

Отметим, что совместность системы (1.4), высказанные выше ограничения на функции Σ
и Φ сразу накладывают некоторые ограничения на компоненты f . Так, они вместе с непре-
рывностью функций f , Σ и ∂Σ/∂t в Drc,r0 и вторым уравнением системы (1.4) позволяют
легко получить равенство lim

r→0
(1/r)(∂/∂ϑ)Φ(r, ϑ, ϕ, t) = fϑ(0, ϑ, ϕ, t) = fϑ(0, 0, ϕ, t), вычислить

предел lim
r→0

1/2π

∫ 2π

0
(1/r)(∂Φ/∂ϑ) dϑ непосредственно через правую часть того же уравнения
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и получить равенство 0 = 1/2π

∫ 2π

0
fϑ(0, ϑ, ϕ, t) dϑ = fϑ(0, 0, t). Отсюда и из третьего уравне-

ния системы (1.4) следует, что для совместности системы (1.1) необходимо, чтобы на осевой
окружности Lc тора были справедливы тождества

fϑ(0, ϑ, ϕ, t)
(
:= lim

r→0
fϑ(r, ϑ, ϕ, t)

)
≡ 0,

2π∫

0

fϕ(r, ϑ, ϕ, t) dϕ ≡ 0. (1.5)

Несколько упростим систему (1.4), заменив в первых двух ее уравнениях функцию
Φ(r, ϑ, ϕ, t) четырех переменных на функцию Φ̃(r, ϑ, t) = Φ(r, ϑ, 0, t) трех переменных. В силу
третьего уравнения системы (1.4) имеем

Φ(r, ϑ, ϕ, t) = Φ̃(r, ϑ, t) − æ(r, ϑ)

ϕ∫

0

fϕ(r, ϑ, ϕ̃, t) dϕ̃ = Φ̃− æFϕ, (1.6)

где для краткости через Fϕ(r, ϑ, ϕ, t) обозначена 2π-периодическая первообразная по пере-
менной ϕ функции fϕ, подчиненная условию (см. (1.5)) Fϕ(r, ϑ, 0, t) ≡ Fϕ(r, ϑ, 2π, t) ≡ 0 в
D4 = Drc,r0 ×R+. Учитывая еще, что Σ не зависит от ϑ, что (r cos ϑ)/æ3 = −1/2 ·∂/∂ϑ · (1/æ2),
и интегрируя второе уравнение по ϑ на периоде, получаем еще соотношение

f0
ϑ(r, ϕ, t) =:

1

2π

2π∫

0

fϑ(r, ϑ, ϕ, t) dϑ =
∂Σ(r, ϕ, t)

∂t

1

2π

2π∫

0

(æ−1(r, ϑ)) dϑ =
∂Σ

∂t
(æ−1)0,

откуда имеем
∂Σ(r, ϕ, t)

∂t
=

1

(æ−1)0
f0
ϑ. (1.7)

Здесь, как и далее в этом разд. 1, символом типа W0 обозначено среднее значение на периоде
2π-периодической по переменной ϑ функции W. Подстановка (1.6) и (1.7) в первое и второе
уравнения системы (1.4) заменяет ее на более простую систему

{∂Φ̃

∂r
=

∂(æFϕ)

∂r
−

1

ræ2
Σ2 − fr;

∂Φ̃

∂ϑ
=

∂(æFϕ)

∂ϑ
+

1

2

∂(æ−2)

∂ϑ
Σ2 +

rf0
ϑ

æ(æ−1)0
− rfϑ

}
, (1.8)

в результате чего вопрос о совместности системы (1.1) сводится к совместности этой линейной
по Σ2 и Φ̃ системы двух уравнений при любом значении параметра ϕ ∈ [0, 2π) и к требованию,
чтобы функция Φ из (1.6) и (1.8) удовлетворяла и третьему уравнению в (1.4). При этом
функции fϕ и fϑ должны подчиняться условию (1.5), а Σ — еще и условию (1.7).

Для упрощения формулировок и без того громоздких формул будем далее предполагать,
что функции в правых частях уравнений (1.8) непрерывно дифференцируемые (т. е. гладкие)
по всем переменным в D4. Тогда условие разрешимости системы (1.8) в классе гладких функ-
ций Φ̃(r, ϑ, t) сводится, как хорошо известно (см., например, [8, с. 99]), к требованию незави-
симости от порядка дифференцирования смешанных вторых частных производных по r и ϑ
будущего решения Φ̃(r, ϑ, t). Это ограничение, как легко проверить, вырождается в условие

r cos ϑ

æ3(r, ϑ)

∂Σ2(r, ϕ, t)

∂r
+

3rc cosϑ

æ4
Σ2(r, ϕ, t) =

∂fr
∂ϑ

−
∂

∂r

(
r
(
fϑ −

f0
ϑ

æ(æ−1)0

))
. (1.9)

Таким образом, совместность системы уравнений (1.8) (при априорных условиях гладкости f

и условиях (1.5)) сведено к вопросу о существования гладкого, не зависящего от ϑ решения
Σ(r, ϕ, t) уравнения (1.9), удовлетворяющего (1.7) и ограничению Σ(r, ϕ, t) = o(r) при r → 0.
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Обозначим правую часть (1.9) через F = F(r, ϑ, ϕ, t; f). В этих обозначениях общее решение
этого дифференциального уравнения при всех допустимых значениях параметров ϑ,ϕ, t имеет,
как легко проверить, вид

Σ2
общ(r, ϕ, t) =

(rc + r sinϑ)3

r3 cos ϑ

(
c(ϑ,ϕ, t) +

r∫

0

r̃2F(r̃, ϑ, ϕ, t; f) dr̃

)
.

Отсюда видно, что удовлетворить условию Σ2(r, ϕ, t) = o(r2) (r → 0) можно только за счет
условия c(ϑ,ϕ, t) ≡ 0 и ограничения

F(r, ϑ, ϕ, t; f) = o(r2) (r → 0) (1.10)

на компоненты fϑ и fr вектор-функции f , вытекающего из следующих соотношений эквива-
лентности при r → 0:

Σ2(r, ϕ, t) ∼
r3c
r3

r∫

0

r̃3F(r̃, ϑ, ϕ, t; f)

r3c
dr̃ ∼

r3F(r, ϑ, ϕ, t; f)

3r2
=

1

3
rF(r, ϑ, ϕ, t).

Кроме ограничений (1.10) из обоснованной выше формулы

Σ2(r, ϕ, t) =
(rc + r sinϑ)3

r3 cos ϑ

r∫

0

r̃2F(r̃, ϑ, ϕ, t; f) dr̃ (1.11)

вытекают требование независимости правой части (1.11) от ϑ и наряду с этим еще одно огра-
ничение на f ,

r∫

0

r̃2F(r̃, 0, ϕ, t; f) dr̃ ≥ 0 (1.12)

и формула

Σ(r, ϕ, t) =

(
r3c
r3

r∫

0

r̃2F(r̃, 0, ϕ, t; f) dr̃

)1/2

. (1.13)

Вместе с условием независимости правой части (1.11) от ϑ условие (1.12) гарантирует и неот-
рицательность всей правой части (1.11). Выписанные ограничения на поле f(X) и систему (1.8)
позволяют разрешить ее в явном виде. Подставив в нее Σ2 (1.11), видим, что система станет
удовлетворять условию совместности (1.9). Так что, применяя обычную процедуру и учитывая
независимость Φ̃ от ϕ и (1.11) от ϑ, можем представить Φ̃, например, в виде

Φ̃ = C(ϕ, t) + æ(r, ϑ)Fϕ(r, ϑ, ϕ, t) −

r∫

0

æ(r̃, ϑ)

r̃4 cos ϑ

r̃∫

0

˜̃
r2F(˜̃r, ϑ, ϕ, t) d˜̃r dr̃ −

r∫

0

fr(r̃, ϑ, ϕ, t) dr̃

= C(t) + æ(r, ϑ)Fϕ(r, ϑ, 0, t) −

r∫

0

r3c
r̃4æ2(r̃, ϑ)

r̃∫

0

˜̃
r2F(˜̃r, 0, 0, t) dr̃ −

r∫

0

fr(r̃, ϑ, 0, t) dr̃, (1.14)

откуда легко проконтролировать, что функция Φ = Φ̃−æFϕ (1.6) удовлетворяет системе (1.4).
А второе равенство в (1.14) представляет собой последнее ограничение на f для совместности
системы (1.1), так что совокупность всех ограничений на f определяет не только необходимые,
но и достаточные условия совместности системы (1.1).

Итак, доказана
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Теорема. Функционально-дифференциальная система (1.1) относительно неизвестных
функций V = σ(r, ϑ, ϕ, t)eϑ(ϑ,ϕ) и p = p(r, ϑ, ϕ, t) в торе Drc,r0 и t ∈ [0,∞) при заданном
гладком по пространственным переменным и непрерывном по t векторном поле f(r, ϑ, ϕ, t)
совместна тогда и только тогда, когда поле f(X, t) удовлетворяет при каждом t ∈ R+

следующим условиям:

a) компоненты fϑ = (f , eϑ) и fϕ = (f , eϕ) поля f должны подчиняться условиям (1.5);

б) функция F(r, ϑ, ϕ, t) = (fr)
′

ϑ − (r(fϑ − f0
ϑ/(æ(æ

−1)0)))′r должна удовлетворять услови-
ям (1.10) и (1.12);

в) вектор-функция f должна быть такой, чтобы функция в правой части (1.11) не зави-
села от ϑ;

г) функция (1.13) должна обладать гладкой в D4 = Drc,r0 ×R+ ветвью, удовлетворяющей
соотношению (1.7);

д) для функции f(r, ϑ, ϕ, t) должно выполняться второе равенство в (1.14).

В итоге в силу теоремы, сформулированной в конце работы [1], в случае любого глад-
кого в D4 поля f(X, t), используя формулы (1.13), (1.14) и (1.6), можно выписать решения
системы (1.1) в виде

V(X(r, ϑ, ϕ, t); f) =
Σ(r, ϕ, t; f)

æ(r, ϑ)
eϑ(ϑ,ϕ),

p(X(r, ϑ, ϕ, t); f) = −ρΦ(r, ϑ, ϕ, t; f) + P(t),

где P(t) — произвольная непрерывная на [0,∞) функция.

Отметим, что в отличие от [1] здесь в представление функции p(X, f) через Φ(X, f) во-
шла и функция Σ(r, ϕ, t; f), которая теперь, в силу однозначности правой части (1.7), вполне
определилась вектор-функцией f , удовлетворяющей указанным в теореме ограничениям.

2. Случай, когда линии поля скоростей — параллели

концентрических торов

Продолжим изучение задачи, рассмотренной в [7], когда линии векторного поля V(X, t)
есть окружности с центрами на оси Ox3 симметрии тора, лежащие в его сечениях плоско-
стями, перпендикулярными Ox3. Кратко опишем другую, используемую в [7], криволинейную
систему координат относительно той же, что в разд. 1, декартовой системы Ox1x2x3 и правой
тройки ортов e1, e2, e3. Повернув в экваториальной плоскости тора векторы e1, e2 на угол
ϕ (0 ≤ ϕ < 2π) в положительном направлении, получим при каждом ϕ правую тройку ортов
eR(ϕ), eϕ(ϕ), e3. Будем писать X = X(x1, x2, x3) = X(R,ϕ, x3), где (x1, x2, x3) — декартовы
координаты, а (R,ϕ, x3) — криволинейные параметры точки и радиус-вектора X, определяе-
мые по правилу X = Xc(ϕ) +ReR(ϕ) + x3e3 (R > −rc), где rc — радиус осевой окружности Lc

тора D, Xc(ϕ) = Oc(ϕ) = rceR(ϕ) ∈ Lc. Следовательно, X(R,ϕ, x3) = (rc + R)eR(ϕ) + x3e3,
Oc(ϕ)(rc, ϕ, 0). Введя в координатной поверхности ϕ ≡ const (в полуплоскости Πϕ) локальную
декартову систему координат Oc(ϕ), R, x3 с базисом {eR(ϕ), e3}, получаем, что X(R,ϕ, x3) ∈
Πϕ и в этой системе имеет координаты (R,x3). В этих координатах тор D = Drc,r0 можно
определить как D =

{
X(R,ϕ, x3) : R2 + x23 < r20, ϕ ∈ [0, 2π)

}
, и задача состоит в том, чтобы

определить, при каких условиях на заданную в D4 = Drc,r0 × (0,∞) вектор-функцию f(X, t)
совместна система двух дифференциальных и одного геометрического уравнения

{∂V

∂t
+ (V,∇)V +

1

ρ
∇p(X, t) = f̂(X, t); V(X, t) = σ(X, t)eϕ(ϕ), (∇,V) = 0

}
, (2.1)

и в случае совместности найти решение — пару (V(X, t), p(X, t)).

В [7] показано, что система (2.1) совместна тогда и только тогда, когда σ = σ(R,x3, t) —
гладкое по t, непрерывное по R и X3, не зависящее от ϕ скалярное поле, а поле f(X, t) задано
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в виде f = (∂σ/∂t)eϕ − (σ2/(rc +R))eR +∇Φ, где Φ(R,ϕ, x3, t) — непрерывное по t, гладкое по
R,ϕ, x3 в D4 скалярное поле. При этом пара (V = σ(R,x3, t)eϕ(ϕ), p = ρΦ) будет решением
системы (2.1). Здесь и в разд. 1 (σ,Φ) — символы разных пар функций.

Таким образом, в случае, когда поле f в D4 как-то задано, вопрос о разрешимости систе-
мы (2.1) сводится к существованию соответствующих скалярных полей σ(R,x3, t) и Φ(R,ϕ, x3, t),
т. е. к разрешимости относительно Φ и σ системы уравнений

{∂Φ

∂R
=

σ2

rc +R
+ fR;

∂Φ

∂x3
= f3;

1

rc +R

∂Φ

∂ϕ
= −

∂σ

∂t
+ fϕ

}
, (2.2)

где fR = (f , eR(ϕ)), fϕ = (f , eϕ(ϕ)) и f3 = (f , e3). Это нелинейная система трех дифференци-
альных уравнений относительно двух неизвестных функций, все функции Φ, fR, f3, fϕ зависят
от R,ϕ, x3, t и 2π-периодические по ϕ.

В этом разд. 2 для любой функции g(R,ϕ, x3, t) будем обозначать через g0 = g0(R,x3, t)

ее среднее значение по ϕ, g0 = 1/2π

∫ 2π

0
g(R,ϕ, x3, t) dϕ, а разность g − g0 — через g⊥ =

g⊥(R,ϕ, x3, t). Переходя в системе уравнений (2.2) к средним значениям по ϕ на [0, 2π] всех
входящих в нее функций, получим новую систему уравнений

{∂Φ0

∂R
=

σ2

rc +R
+ f0

R;
∂Φ0

∂x3
= f0

3 ;
∂σ

∂t
= f0

ϕ

}
, (2.3)

откуда и из (2.2) получаем еще одну систему

{∂Φ⊥

∂R
= f⊥

R ;
∂Φ⊥

∂x3
= f⊥

3 ;
∂Φ⊥

∂ϕ
= (rc +R)f⊥

ϕ

}
. (2.4)

Вместе системы уравнений (2.3), (2.4) эквивалентны системе (2.2), но каждая из них проще
исходной. Особенно система (2.4) — она линейная. Ее и разрешим вначале.

Для упрощения формулировок будем далее предполагать, что все компоненты вектор-
функции f

⊥(R,ϕ, x3, t) — гладкие функции. Тогда критерий совместности этих трех уравнений
состоит в справедливости следующих соотношений (см. [8, с. 99]):

{∂f⊥

R

∂x3
=

∂f⊥
3

∂R
;
∂f⊥

R

∂ϕ
=

∂

∂R
((rc +R)f⊥

ϕ );
∂f⊥

3

∂ϕ
= (rc +R)

∂f⊥
ϕ

∂x3

}
(x ∈ D, t ∈ R+). (2.5)

При выполнении этих условий решение Φ⊥(R,ϕ, x3; t) системы (2.4) можно представить, на-
пример, в виде

Φ⊥(R,ϕ, x3; t) = C(t) +

R∫

0

f⊥

R (R̃, 0, 0; t) dR̃ +

x3∫

0

f⊥

3 (R, 0, x̃3; t) dx̃3 + (rc +R)

ϕ∫

0

f⊥

ϕ (R, ϕ̃, x3; t) dϕ̃.

(2.6)

Таким образом, доказано следующее

Утверждение 1. Система уравнений (2.4) при априорном условии гладкости по R,ϕ, x3
вектор-функции f

⊥(R,ϕ, x3; t) совместна тогда и только тогда, когда компоненты функции
f
⊥ удовлетворяют в области D4 = D × R+ соотношениям (2.5). При этом общее решение

этой системы можно представить формулой (2.6), где C(t) — произвольная непрерывная
функция.

Обозначим через F 0
ϕ функцию 1/2π

∫ 2π

0

∫ t

0
fϕ(R, ϕ̃, x3, τ) dτ dϕ̃ =

∫ t

0
f0
ϕ(R,x3, τ) dτ , а через

G — функцию G(R,x3, t) = (∂f0
3 (R,x3, t)/∂R − ∂f0

R(R,x3, t)/∂x3)(rc +R).
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Условие, накладываемое на f
0 совместностью уравнений (2.3) заключается в том, что долж-

на существовать гладкая функция σ(R,x3) такая, что в D3
0 = {R,x3, t : R2 + x23 < r20, t ≥ 0}

{
σ(R,x3, t) = σ(R,x3) + F 0

ϕ;
∂

∂x3
(σ(R,x3) + F 0

ϕ)
2 = G(R,x3, t)

}
. (2.7)

Фактически это условие гарантирует представление функции Φ0, например, в виде

Φ0(R,x3, t) = Φ0(0, 0, t) +

R∫

0

1

rc + R̃

(
σ(R̃, 0) + F 0

ϕ

∣∣∣
x3=0

)2
dR̃+

R∫

0

f0
R

∣∣∣
x3=0

dR̃+

x3∫

0

f0
3 dx̃3. (2.8)

Условие (2.7) — жесткое ограничение на f
0, поскольку должно выполняться при всех t ∈ R+,

а σ(R,x3) не зависит от t. Пусть для σ(R,x3, t) выполняется (2.7). Тогда σ(R,x3) должна
удовлетворять продифференцированному по t равенству, которое преобразуется к виду

2
∂(σ(R,x3)f

0
ϕ(R,x3, t))

∂x3
=

∂

∂t

{
G(R,x3, t)−

∂

∂x3
(F 0

ϕ(R,x3, t))
2
}
, (2.9)

или, как легко видеть, к следующему условию на функцию σ(R,x3)f
0
ϕ(R,x3, t):

x3∫

0

2
∂(σ(R, x̃3)f

0
ϕ(R, x̃3, t))

∂x̃3
dx̃3 =

∂

∂t

{ x3∫

0

G(R, x̃3, t) dx̃3 −

x3∫

0

∂

∂x̃3
(F 0

ϕ(R, x̃3, t))
2 dx̃3

}
. (2.10)

Из условий (2.7), (2.9), (2.10), в частности, вытекает при f0
ϕ ≡ 0 формула

σ2(R,x3, t) ≡ σ2(R,x3) = σ2(R) +

x3∫

0

G(R, x̃3, t) dx̃3 (2.11)

и следующее

Утверждение 2. Система уравнений (2.1) описывает движение сплошной среды со ста-
ционарной скоростью V = V(R,ϕ, x3) в торе Drc,r0 только тогда, когда компоненты поля
сил f удовлетворяют утверждению 1 и таковы, что f0

ϕ ≡ 0 в D3
0, а функция G(R,x3, t) =

(rc+R)((f0
3 )

′

R−(f0
R)

′
x3
) не зависит от t (совпадая с G(R,x3, 0)) и при |x3| <

√
r20 −R2 отделена

от (−∞). При этом V(X, t) = σ(R,x3)eϕ(ϕ), где σ(R) в (2.11) — непрерывная на интервале
(−r0, r0) функция со значениями σ2(R) ≥ sup{−G(R,x3, 0) : |x3| <

√
r20 −R2}.

Например, если G(R,x3) ≥ 0 при R2 + x22 < r20, то в качестве σ(R) можно взять любую
непрерывную при |R| < r0 функцию.

Вернемся к общему случаю совместности системы (2.3) при априорных условиях достаточ-
ной гладкости в D4 вектор-функции f0(R,x3, t). Пусть (2.9) выполнено. Тогда разность между
правой частью второго уравнения в (2.7) и ∂σ2(R,x3)/∂x3 не зависит от t и, следовательно,
совпадает со своим значением при t = 0, т. е. (см. также (2.7) при t = 0) с

(rc +R)
(∂f0

3 (R,x3, 0)

∂R
−

∂f0
R(R,x3, 0)

∂x3

)
=

∂σ2(R,x3)

∂x3
. (2.12)

Таким образом, условия (2.9) и (2.12) вместе с первым уравнением из (2.7) необходимы и
достаточны для совместности системы (2.3). В силу (2.12) имеем

σ2(R,x3) = σ2(R, 0) +

x3∫

0

G(R, x̃3, 0) dx̃3, (2.13)
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где σ2(R, 0) — пока неопределенная функция. Это равенство формально совпадает с (2.11), но
получено без ограничения f0

ϕ = 0.
Введем обозначение G(R,x3, t) − (∂/∂x3)(F

0
ϕ(R,x3, t))

2 =: g(R,x3, t), представив (2.9) в
виде 2((f0

ϕ)
′
x3
σ(R,x3) + f0

ϕ∂σ(R,x3)/∂x3) = g′t. Умножив это равенство на σ(R,x3), получаем
при σ(R,x3) 6= 0 эквивалентное (2.9) условие 2(f0

ϕ)
′
x3
σ2(R,x3) + f0

ϕ(R,x3, t)(∂/∂x3)σ
2(R,x3) =

g′t(R,x3, t)σ(R,x3), которое вместе с (2.12) равносильно квадратному уравнению

2(f0
ϕ)

′

x3
σ2(R,x3)− g′t(R,x3, t)σ(R,x3) + f0

ϕ(R,x3, t)G(R,x3, 0) = 0. (2.14)

Отметим, что здесь случай f0
ϕ ≡ 0 в Drc,r0 соответствует утверждению 2.

В случае, когда
(g′t(R,x3, t))

2 + (∂f0
ϕ(R,x3, t)/∂x3)

2 6= 0, (2.15)

это уравнение для совместности системы уравнений (2.13) обязано иметь решение σ(R,x3),
не зависящее от t, для чего дискриминант уравнения должен быть неотрицательным (при
∂f0

ϕ(R,x3, t)/∂x3 = 0 достаточно, чтобы g′t(R,x3, t) 6= 0), после чего нужно потребовать (это
будет условие на f0

ϕ, а через g(R,x3, t) и на f0
R и f0

3 ) независимости явно выраженного реше-
ния σ(R,x3) от t. Чтобы это решение не зависело от t, оно должно совпадать с решением этого
уравнения в частном случае t = 0:

2((f0
ϕ)

′

x3
)
∣∣∣
t=0

σ2(R,x3)− g′t(R,x3, 0)σ(R,x3) + f0
ϕ(R,x3, 0)g(R,x3, 0) = 0, (2.16)

где g′t(R,x3, 0) = (rc+R)
∂

∂t

(
(f0

3 )
′

R(R,x3, t)− (f0
R)

′

x3
(R,x3, t)

)∣∣∣
t=0

. Более того, учитывая форму-

лу (2.13), для определения σ(R,x3) достаточно выписать решение уравнения (2.16) при x3 = 0
с вполне определенной функцией σ(R, 0) = σ(R, 0; f):

σ(R, 0; f) =
g′t(R, 0, 0) ±

√
(g′t(R, 0, 0))2 − 4((f0

ϕ)
2)′x3

(R, 0, 0)g(R, 0, 0)

2(f0
ϕ)

′(R, 0, 0)
. (2.17)

Подставив (2.17) в (2.13), найдем представление σ2(R,x3) = σ2(R,x3; f) через σ(R, 0; f). Зная
σ(R,x3), по первой формуле (2.7) вполне определяем σ(R,x3, t) = σ(R,x3, t; f):

σ(R,x3, t) = σ(R,x3, t; f) = σ(R, 0; f) +

t∫

0

f0
ϕ(R,x3, τ) dτ. (2.18)

А затем по частному значению σ(R, 0, t; f) этой функции можно найти еще представление
σ2(R,x3, t) по формуле

σ2(R,x3, t; f) =

(
σ(R, 0; f) +

t∫

0

f0
ϕ(R, 0, τ) dτ

)2

+

x3∫

0

G(R, x̃3, t; f) dx̃3, (2.19)

удовлетворяющее второму уравнению из (2.7).
Все это накладывает следующие ограничения на f

0 (не на пару (σ, f0
ϕ), как было выше, а

на саму функцию f
0), которые для простоты далее формулируются не в виде аналога теоремы

из разд. 1, а как следующий алгоритм проверки совместности системы уравнений (2.1):

а) при (f0
ϕ)

′
x3
(R,x3, t) 6= 0 должно быть (g′t(R,x3, t))

2 − 8f0
ϕ(R,x3, t)G(R,x3, 0) ≥ 0;

б) правые части в получаемых представлениях (2.13) и (2.19) функций σ2(R,x3; f) и
σ2(R,x3, t; f) должны быть неотрицательными;

в) функции σ2(R,x3, t; f), получаемые из (2.18) и (2.19), должны совпадать, что определяет
функциональное уравнение для компонент функции f(X, t);
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г) в случае (f0
ϕ)

′
x3
(R,x3, 0) = 0 и g′t(R,x3, 0) 6= 0 из (2.16) сразу находим σ(R,x3) =

f0
ϕg/g

′
t

∣∣∣
t=0

. Аналогично при g′t(R,x3, t) = 0 и (fϕ0)′x3

∣∣∣
t=0

6= 0 сразу имеем σ2(R,x3, t; f) =

(1/2)g(R,x3 , 0) (= (1/2)G(R,x3 , 0)). В обоих случаях должны выполняться требования п.п. б)
и в).

Выписанные условия на f
0 необходимы и достаточны для совместности системы (2.3), если

они выполняются для всех допустимых значений переменных R, x3, t. В общем случае эти
условия вместе с ограничениями в утверждении 1 на функцию f

⊥ определяют широкий класс
достаточных условий на f для совместности системы (2.1), а при их выполнении формулы V =
σ(R,x3, t; f)eϕ(ϕ) и p(R,x3, t) = ρ(Φ⊥(R,ϕ3, x3, t) + Φ0(R,x3, t)) через (2.6) и (2.8) определяют
ее решения.

В случае, когда все коэффициенты уравнения (2.16) обращаются в нуль, условия (2.7)
совместности системы (2.3) значительно упрощаются, и их анализ мы здесь не приводим.
Отметим еще, что если выписанные ограничения на f

0 разбивают область D4 на части, то
придется еще наложить условия на f для обеспечения гладкой склейки решений σ(R,x3, t) на
границе между этими частями. Это лучше делать в каждом конкретном случае, так как в
общем случае все становится слишком многообразно.
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