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Задача деконволюции, которая возникает при описании процессов в скважине в ходе проведении те-
стов, формулируется в виде уравнения Вольтерра первого рода с разрывными входными данными (яд-
ро — скорость потока, правая часть — изменение давления), которые характеризуются наличием больших
ошибок измерения. Кроме того, решение этого уравнения имеет разномасштабный характер поведения
на области определения. В этих условиях традиционные алгоритмы решения уравнения Вольтерра, как
правило, не приводят к удовлетворительным результатам. Чтобы решить задачу, мы привлекаем вари-
ационные методы регуляризации и строим функциональный базис (систему экспонент), позволяющий
учесть в алгоритме все априорные ограничения, известные для искомого решения. Благодаря этому уда-
лось сформировать семейство приближенных решений, удовлетворяющее условиям гладкости и точности,
требуемым для интерпретации скважинных тестов. Формулируются теоремы сходимости приближенных
решений и описываются детали численной реализации построенных регуляризующих алгоритмов.
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1. Введение

С математической точки зрения задача деконволюции — решение уравнения Вольтерра
первого рода [1]

Ag ≡

t
∫

0

q(t− τ)g(τ) dτ = ∆p(t), 0 ≤ t ≤ T, (1.1)

которое возникает при описании процессов, происходящих в скважине при проведении те-
стов. Уравнение вытекает из принципа Дюамеля, который гласит, что измеряемое изменение
давления ∆p(t) = p0 − p(t) есть свертка измеряемой скорости потока q(t) жидкости с им-
пульсной функцией g(t) отклика резервуара. Здесь p0 — начальное давление резервуара (в
невозмущенном состоянии), p(t) — давление, измеряемое, например, на поверхности ствола
скважины. Искомая функция g(t) подлежит определению из уравнения (1.1) по измеренным
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с ошибками функциям p(t) и q(t). Известно, что полученные в результате решения уравне-

ния (1.1) функции v(t) = tg(t), w(t) =

∫ t

0
g(τ) dτ в логарифмической шкале широко исполь-

зуются инженерами-исследователями при идентификации системы скважина — резервуар на
основе интерпретации скважинных тестов [2–5].

Уравнение (1.1) применительно к скважинным тестам имеет существенную специфику,
которая заключается в следующем:

1. Реальные экпериментальные данные q(t), p(t), p0 содержат большие погрешности (от 5%
до 15%).

2. Исходные данные q(t), p(t) и особенно решение g(t) могут иметь значительные вариации
на малых временных участках (разномасштабность).

3. Функции q(t), p(t) ограничены, но, как правило, разрывны.

В этих условиях традиционные алгоритмы не позволяют построить устойчивое приближен-
ное решение некорректно поставленного уравнения (1.1), пригодного для адекватной интерпре-
тации скважинных тестов, о чем свидетельствуют многочисленные публикации, посвященные
этой проблеме (см. подробные обзоры в [5; 6]).

Одна из возможностей повышения устойчивости метода и улучшения качества решения
заключается в использовании в алгоритме дополнительной априорной информации о решении.
Эта информация, обычно записываемая в виде некоторых ограничений (равенств, неравенств,
включений), позволяет локализовать приближенное решение и повысить ее аппроксимативные
свойства. При определенных допущениях на систему скважина — резервуар искомая функция
отклика резервуара g(t) удовлетворяет следующей бесконечной системе неравенств [3–5]:

(−1)kdkg(t)/dtk ≥ 0, k = 0, 1, 2, . . . , t ≥ 0. (1.2)

Необходимо отметить, что во всех работах (см., например, [2–7] и ссылки в них), посвящен-
ных задаче деконволюции (1.1), привлекались в различных сочетаниях не более трех первых
неравенств из (1.2):

g(t) ≥ 0, dg(t)/dt ≤ 0, d2g(t)/dt2 ≥ 0, (1.3)

выражающих важные свойства решения: неотрицательность, монотонность и выпуклость. Так,
например, разностные аппроксимации неравенств (1.3) использовались в [4] при построении
алгоритма, основанного на сведении исходной постановки к задаче линейного программирова-
ния. Наиболее часто в алгоритмах учитывалось свойство неотрицательности решения. В этой
связи следует отметить интересную работу [7], в которой тихоновская регуляризация исполь-
зовалась не к уравнению (1.1), а к нелинейному уравнению

Ā(z) =

ln t
∫

∞

q(t− eσ)ez(σ) dσ = ∆p(t),

полученному из (1.1) с помощью замены σ = ln τ , z(σ) = ln(τg(τ)). Этот подход позволя-
ет не только автоматически учитывать свойство неотрицательности решения, но и несколько
нивелировать его разномасштабность. Так же в работе [6] неравенства (1.3) учитывались при
построении алгоритмов на основе вариационных методов, но здесь учет ограничений осуществ-
лялся с помощью разложения решения по системе кусочно-линейных функций, удовлетворяю-
щих конечно-разностным аналогам неравенств (1.3). Эти методы в численных расчетах дают
вполне удовлетворительные результаты, но вследствие кусочно-линейности базисных функ-
ций приближенные решения не обладают достаточной гладкостью, что несколько снижает
эффективность алгоритмов.

Этот недостаток преодолен в работе [8], где для тех же методов регуляризации искомое
решение строилось в виде разложения по системе степенных функций {e−λit, λi ≥ 0, λi 6=
λj , i 6= j}. Это позволило построить бесконечно дифференцируемые приближенные решения,
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удовлетворяющие всем ограничениям (1.2). При этом основные результаты (теоремы сходи-
мости регуляризованных решений) были получены в предположении, что искомое решение
уравнения (1.1) представимо в форме конечной суммы

ĝ(t) =
n
∑

i=1

ĉie
−λit, (1.4)

где каждая функция hi(t) = e−λit, очевидно, удовлетворяет ограничениям (1.2). Было пока-
зано, что в этом случае для построения приближенного решения уравнения (1.1) достаточно
ограничиться в разложении (1.4) по системе hi с неотрицательными коэффициентами ĉi, что
автоматически влечет выполнение всей совокупности неравенств (1.2) для приближенного ре-
шения.

В данной работе не предполагается, что искомое решение стеснено условием (1.4), т. е. до-
пускается представление решения в виде бесконечной суммы. Статья организована следующим
образом. В разд. 2 приводятся некоторые факты, касающиеся экспоненциальной системы, и
доказывается важная лемма 2.2 об аппроксимации по этой системе функции, удовлетворяю-
щей априорным ограничениям (1.2). Исследованию сходимости вариационных методов регу-
ляризации с ограничениями в виде бесконечной системы линейных неравенств (1.2) посвящен
разд. 3. В разд. 4 дается обоснование сходимости конечномерных аппроксимаций. В разд. 5
излагаются численные алгоритмы минимизации при построении регуляризованного семейства
приближенных решений.

2. Свойства системы экспонент

В теории приближения функций хорошо известна теорема Мюнтца [9] об аппроксимации
функции полиномами.

Теорема 2.1 [9]. Пусть 0 < λ1 < λ2 < . . ., λi → ∞, 0 < a < b. Для того чтобы для любой

функции f ∈ C[a, b] и любого ε > 0 нашлась линейная комбинация Pn(x) =
∑n

i=1 cix
λi такая,

что ‖f − Pn‖C[a,b] < ε, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие

∞
∑

i=1

1/λi = ∞. (2.1)

В случае отрезка [0, b] условия (2.1) необходимо и достаточно для замкнутости системы

1 ∪ {xλit}, −1/p < λ1 < λ2 < . . . на [0, b] в метрике пространства Lp[0, b], p ≥ 1.

Непосредственным следствием теоремы 2.1 является следующая лемма.

Лемма 2.1. Пусть для функций {hi(t)}
∞
i=0, h0(t) = 1, hi(t) = e−λit, 0 < λ1 < λ2 < . . .,

λi → ∞, выполнено условие (2.1). Тогда система функций {hi(t)}
∞
i=0, замкнута в простран-

стве C[0, T ].
Пусть −1/p < λ1 < λ2 < . . . и выполнено условие (2.1). Тогда система функций 1∪{e−λit},

i = 1, 2, . . ., t ∈ [0, T ], замкнута в пространстве Lp[0, T ].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Используя замену x = e−t, приходим к системе {e−λit} и утвер-
ждению, сформулированному в лемме. �

Из леммы 2.1 непосредственно следует, что решение уравнения (1.1) может быть приближе-
но с любой точностью отрезками ряда по системе экспонент {e−λit}∞i=0 в пространствах Lp[0, T ],
C[0, T ].

Предположим, что решение уравнения (1.1) представимо в виде ряда по системе {e−λit}∞i=0

ĝ(t) =
∞
∑

i=0

ĉie
−λit, t ∈ [0, T ]. (2.2)
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Если ряд (2.2) допускает почленное дифференцирование, т. е.

ĝ(k)(t) = (−1)k
∞
∑

i=0

ĉiλ
k
i e

−λit,

то при ĉi ≥ 0 функция ĝ(t) удовлетворяет всем априорным ограничениям (1.2). Как показы-
вается в следующей лемме, из абсолютной сходимости ряда

∞
∑

i=0

ĉi < ∞

и выполнимости априорных ограничений (1.2) вытекает, что все коэффициенты ĉi неотрица-
тельны, и это позволяет аппроксимировать решение конечными суммами ряда (2.2) с ĉi ≥ 0.

Лемма 2.2. Пусть функция g(t) имеет представление

g(t) =
∞
∑

i=0

cie
−λit, (2.3)

где λi ≥ 0, λi 6= λj при i 6= j, ряд
∑∞

i=0 ci абсолютно сходящийся и g(t) удовлетворяет

бесконечной системе априорных неравенств (1.2).
Тогда все коэффициенты ci ≥ 0, i = 1, 2, . . . .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим противное, что существует коэффициент ck < 0.
Если λk — предельная точка, тогда из абсолютной сходимости ряда следует существование
такого ε > 0, что

∑

i : 0<|λi−λk|<ε

|ci| <
|ck|

2
. (2.4)

В случае, когда λk не является предельной точкой последовательности {λi}
∞
0 , существует

ε > 0, для которого i 6= k, |λi − λk| > ε для всех i 6= k и условие (2.4) также выполнено.

Пусть λk = 0, тогда для t̄ =
1

ε
ln

4
∑∞

i=0 |ci|

|ck|
имеем

g(t̄) = ck +
∑

i : 0<λi<ε

cie
−λi t̄ +

∑

i : λi≥ε

cie
−λi t̄ ≤ ck +

∑

i : 0<λi<ε

|ci|+
∑

i : λi≥ε

|ci|e
−λi t̄

≤ ck +
|ck|

2
+

∑

i : λi≥ε

|ci|e
−εt̄ ≤

ck
2

+ e−εt̄
∞
∑

i=0

|ci|

=
ck
2

+
|ck|

4
∑∞

i=0 |ci|

∞
∑

i=0

|ci| =
ck
2

+
|ck|

4
=

ck
4

< 0,

что противоречит условию (1.2).

Пусть теперь λk > 0, тогда для tm =
m

λk
и последовательности

{

(−1)mg(m)(tm)
em

λm
k

}

, m =

0, 1, 2, . . . , где g(m)(t) =
dm

dtm
g(t), имеем следующие соотношения:

(−1)mg(m)(tm)
em

λm
k

= (−1)m
em

λm
k

n
∑

i=0

ci(−λi)
me−λitm =

n
∑

i=0

ci

( λi

λk

)m
e

(

1−
λi
λk

)

m
=

n
∑

i=0

ci
(

zie
1−zi

)m
.

Здесь zi = λi/λk. Функция φ(z) = ze1−z имеет максимум при z = 1. Следовательно, существует
0 < b < 1 такое, что для всех номеров i, для которых |λi−λk| ≥ ε или |1−zi| ≥ ε/λk, выполнено
неравенство 0 < zie

1−zi < b < 1. Если i = k, тогда zk = 1 и zke
1−zk = 1. Поэтому

(−1)mg(m)(tm)
em

λm
k

≤ ck +
∑

i : 0<|λi−λk|<ε

|ci|+
∑

i : |λi−λk|≥ε

|ci|b
m ≤

ck
2

+
∑

i : |λi−λk |≥ε

|ci|b
m m→∞

−−−−→
ck
2

< 0.



Решение задачи деконволюции в общей постановке 83

Следовательно, существует такое число m̄, что (−1)mg(m)(tm) < 0 для m ≥ m̄, а это противо-
речит (1.2). �

Таким образом, согласно лемме 2.2 приближенное решение для уравнения (1.1) можно
строить в виде конечных сумм ряда (2.3) с неотрицательными коэффициентами, что автома-
тически гарантирует выполнение априорных ограничений (1.2) и упрощает численную реали-
зацию алгоритмов.

З а м е ч а н и е 2.1. В отличие от теоремы Мюнтца в лемме 2.2 не предполагается вы-
полнение условий

λ1 < λ2 < . . . , λi → ∞,
∞
∑

i=0

1

λi
= ∞.

З а м е ч а н и е 2.2. Если t ∈ [ε, T ], ε > 0 и
∑∞

i=0 |ci| < ∞, то возможно почленное
дифференцирование ряда g(t) =

∑∞
i=0 cie

−λit, т. е. g(k)(t) = (−1)k
∑∞

i=0 ciλ
k
i e

−λit. Это вытекает
из того, что

(−1)k
∞
∑

i=0

ciλ
k
i e

−λit ≤ ek(ln(k/ε)−1)
∞
∑

i=0

|ci|, (2.5)

т. е. ряд из производных равномерно сходится.

3. Методы, учитывающие априорные ограничения

3.1. Метод квазирешений

Предположим, что оператор A, определяемый интегральным соотношением (1.1), действу-
ет из пространства Lp[0, T ] в пространство L2[0, T ]. Оператор A : Lp → L2 — компактный
на данной паре пространств, следовательно, обратный оператор A−1 разрывен, что означа-
ет некорректность задачи (1.1). Реальные данные о скорости потока и изменении давления
содержат ошибки измерения, поэтому предполагается, что вместо точных q(t), ∆p(t) заданы
некоторые их приближения qν(t), ∆pδ(t), удовлетворяющие условиям аппроксимации

‖q − qν‖ ≤ ν, ‖∆p −∆pδ‖ ≤ δ. (3.1)

Обозначим через Aν оператор, определяемый соотношением (1.1), в котором функция q(t)
заменена на qν(t).

Рассмотрим метод квазирешений [10;11] в следующей форме:

min
{

‖Aνg −∆pδ‖
2
L2

: 0 ≤ (−1)mg(m)(t) ≤ dm < ∞, m = 0, 1, 2, . . .
}

= Φ∗, (3.2)

причем для точного решения ĝ(t) уравнения (1.1) выполнено соотношение 0 ≤ (−1)mĝ(m)(t) ≤
dm, т. е. ĝ(t) принадлежит допустимому множеству.

Теорема 3.1. Пусть A,Aε : Lp[0, T ] → L2[0, T ] — взаимнооднозначные операторы и вы-

полнены условия аппроксимации (3.1). Тогда существует единственное решение gν,δ(t) зада-

чи (3.2) и имеет место сходимость

lim
ν,δ→0

‖gν,δ − ĝ‖
W

(m)
p

= 0, m = 0, 1, 2, . . . ,

где ĝ(t) — точное решение уравнения (1.1), W
(m)
p [0, T ] — пространство Соболева при p ≥ 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим через Φ(g) целевой функционал в задаче миними-
зации (3.2). Пусть gn — минимизирующая последовательность, т. е. Φ(gn) → Φ∗ при n → 0.
Поскольку

sup
n,t

gn(t) = sup
n,t

|gn(t)| ≤ d0 (3.3)
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и, кроме того,

V T
0 [gn] =

T
∫

0

|g(1)n (t)| dt ≤ Td1,

то по теореме Хелли существует поточечно сходящаяся подпоследовательность, которую мож-
но считать совпадающей с gn:

gn(t) → ḡ0(t), t ∈ [0, T ]. (3.4)

На основании теоремы Лебега о предельном переходе под знаком интеграла (3.4) вместе с (3.3)
влекут сходимость в Lp[0, T ], p ≥ 1,

lim
n→∞

T
∫

0

|gn(t)− ḡ0(t)|
p dt = 0. (3.5)

В силу тех же причин из соотношений

sup
n,t

|g(1)n | ≤ d1, V T
0 [g(1)n ] =

T
∫

0

|g(2)n (t)| dt ≤ Td2

вытекает существование подпоследовательности g
(1)
n1 , сходящейся в Lp[0, T ]:

lim
n1→∞

T
∫

0

|g(1)n1
(t)− ḡ1(t)|

p dt = 0, (3.6)

где {n1} ⊆ {n}. Из полноты пространства W
(1)
p [0, T ] и соотношений (3.5) и (3.6) следует ра-

венство ḡ1(t) = ḡ
(1)
0 , и имеет место сходимость в W

(1)
p

lim
n1→∞

T
∫

0

[

|gn1(t)− g0(t)|
p + |g(1)n1

(t)− g
(1)
0 |p

]

dt = 0.

Аналогичные рассуждения приводят к тому, что для произвольного натурального m > 1 также
существует подпоследовательность gnm(t), nm ⊆ nm−1, такая, что

lim ||gnm − ḡ0||W (m)
p

= 0, nm ⊆ nm−1, m = 0, 1, 2, . . . . (3.7)

Ввиду теорем вложения соотношение (3.7) влечет равномерную сходимость производных
любого порядка

lim
nm→∞

max |g(m)
nm

− ḡ
(m)
0 (t)| = 0, m = 0, 1, 2, . . . ,

откуда следует выполнимость соотношений

(−1)mḡ
(m)
0 (t) = lim

nm→∞
(−1)(m)g(m)

nm
(t) ≥ 0,

(−1)mḡ
(m)
0 (t) = lim

nm→∞
(−1)(m)g(m)

nm
(t) ≤ dm, m = 0, 1, 2, . . . ,

т. е. ḡ0(t) удовлетворяет ограничениям задачи минимизации (3.2).

Из (3.5) и очевидных соотношений

Φ∗ ≤ Φ(ḡ0) = lim
n→∞

||Aν,δgn −∆pδ|| = Φ∗
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вытекает, что ḡ0 реализует минимум целевого функционала в (3.2). В силу строгой выпуклости
функционала Φ(g) такая функция единственная.

Переобозначим ḡ0(t) через gν,δ(t). Очевидно, что для gν,δ(t) справедливы рассуждения,
проведенные для минимизирующей последовательности. Поэтому вместо ḡ0 для некоторой
функции ḡ(t) и для любого m ≥ 0 найдутся подпоследовательности gνm,δm , для которых вы-
полнены соотношения, аналогичные (3.7). Тогда, в частности, для некоторых νn0 → 0, δn0 → 0

при n0 → ∞ имеет место сходимость в Lp = W
(0)
p

gνn0 ,δn0
(t) → ḡ(t). (3.8)

Ввиду того, что точное решение ĝ(t) удовлетворяет ограничениям задачи (3.2) и оператор
A : Lp → L2 непрерывен, имеем соотношения

0 ≤ ‖Aḡ −∆p‖ = lim
n0→∞

‖Agνn0 ,δn0
−∆p‖ ≤ lim sup

n0→∞
‖Agνn0 ,δn0

−Aνn0
gνn0 ,δn0

‖

+ lim sup
n0→∞

‖Aνn0
gνn0 ,δn0

−∆pδn0
‖+ lim sup

i→∞
‖∆pδn0

−∆p‖

≤ lim sup
n0→∞

[

νn0T (‖gνn0 ,δn0
‖+ ||ĝ||) + 2δn0)

]

= 0,

т. е. ḡ(t) = ĝ(t) — единственное решение задачи (1.1). Поскольку все предельные функции по-
следовательности gν,δ(t) относительно сходимости в Lp совпадают с ĝ(t), то соотношение (3.8)
будет выполнено и для всей последовательности gν,δ(t) при ν, δ → 0. В силу тех же причин
также будут выполнены соотношения (3.7). �

3.2. Метод Тихонова

Рассмотрим метод регуляризации Тихонова [12; 13] в следующей форме:

min
{

‖Aνg −∆pδ‖
2
L2

+ αΩ[g] : 0 < κ ≤ g(t) ≤ d0, 0 ≤ (−1)mg(m)(t) ≤ dm, m = 1, 2, . . .
}

= Ψ∗,
(3.9)

где точное решение ĝ(t) удовлетворяет ограничениям в задаче (3.9) и стабилизирующий функ-
ционал Ω[g] имеет вид

Ω[g] =

T
∫

0

[

τg(2)(t)/g(t) + g(1)/g(t) − (τg(1)/g(τ))2
]2 dτ

τ
. (3.10)

Аргументацию по поводу того, почему именно в виде (3.10) целесообразно использовать функ-
ционал Ω[g], можно найти в работе [8]. Введение дополнительного ограничения 0 < κ ≤ g(t)
по сравнению с методом квазирешений связано с тем, что подынтегральное выражение в Ω[g]
содержит слагаемые, имеющие в знаменателе функцию g(t). Поэтому ограниченность снизу
для функции g(t) необходима, чтобы гарантировать непрерывность функционала Ω[g] относи-
тельно равномерной сходимости функций и их производных.

Теорема 3.2. Пусть выполнены предположения теоремы (3.1) и параметры ν, δ, α свя-

заны соотношениями

α(ν, δ) → 0, ν, δ → 0.

Тогда задача (3.9) имеет решение gα(t), возможно, неединственное, при этом имеет место

соотношение

lim
ν,δ→0

||gα(ν,δ) − ĝ||
W

(m)
p

= 0, m = 0, 1, 2, . . . , (3.11)

где ĝ(t) — решение уравнения (1.1).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Как и в случае метода квазирешений для минимизирующей

последовательности gn(t) существуют подпоследовательности, сходящиеся по норме W
(m)
p к

некоторой функции ḡ0 из допустимого множества задачи (3.9), т. е. выполнены соотноше-
ния (3.7), что влечет равномерную сходимость производных любого порядка и тот факт, что
функция ḡ0 удовлетворяет всем ограничениям задачи (3.9). Обозначим через Ψ(g) целевой
функционал, а через gα(ν,δ) — решение этой задачи. Учитывая непрерывность целевого функ-
ционала относительно нормы C2[0, T ] и переходя к пределу при n3 → ∞, имеем

Ψ∗ ≤ Ψ(ḡ0) = lim
n3→∞

Ψ(gn3) = Ψ∗,

т. е. ḡ0(t) = gα(ν,δ)(t) — некоторое решение задачи (3.9).
Поскольку gα(ν,δ)(t) удовлетворяет ограничениям в (3.9), то, как и в случае минимизиру-

ющей последовательности, можно выделить подпоследовательности

g
(m)
α(νnm,δnm

)(t) → ḡ(m)(t), nm ⊆ nm−1, m = 0, 1, 2, . . . , (3.12)

сходящиеся в Lp, где ḡ — некоторая функция из допустимого множества. Тогда из соотношений

0 ≤ ||Aḡ −∆p|| = lim
n3→∞

||Agα(νn3 ,δn3 )
−∆p||

≤ lim sup
n3→∞

||Agα(νn3 ,δn3 )
−Aνn3

gα(νn3 ,δn3 )
||+ lim sup

n3→∞
{||Aνn3

gα(νn3 ,δn3 )
−∆pδn3

||

+ α(νn3 , δn3)Ω(gα(νn3 ,δn3 )
}+ δn3 ≤ lim sup

n3→∞
||Agα(νn3 ,δn3 )

−Aνn3
gα(νn3 ,δn3 )

||

+ lim sup
n3→∞

{||Aνn3
ĝ −∆pδn3

||+ α(νn3 , δn3)Ω(ĝ)}+ δn3

≤ lim sup
n3→∞

[

νn3T (||gn3 ||+ ||ĝ||) + 2δn3 + α(νn3 , δn3)Ω[ḡ]
]

= 0

следует, что ḡ(t) — решение уравнения (1.1). По условию оператор A обратим, поэтому ḡ(t) =
ĝ(t) — единственное решение. Это означает, что в действительности вместо (3.12) при лю-
бых ν, δ → 0 имеет место сходимость производных, следовательно, выполнены соотноше-
ния (3.11). �

4. Конечномерная аппроксимация методов

4.1. Рассмотрим конечномерный вариант метода квазирешений в форме

min
{

||Aε
νg −∆pδ||

2 : g(t) =
n
∑

i=0

cni e
−λit, cni ≥ 0,

n
∑

i=0

cni ≤ d0

}

= Φ∗
n, (4.1)

т. е. приближенное решение в методе квазирешений строится в виде конечного отрезка ряда по
системе {e−λit}. Кроме того, в отличие от предыдущих разделов рассматривается интегральное
уравнение

Aε
νg ≡

T
∫

ε

qν(t− τ)g(τ) dτ = ∆pδ(t), (4.2)

где ε — сколь угодно малый параметр. Переход от отрезка интегрирования [0, T ] к отрез-
ку [ε, T ] связан с тем, что в разложении g(t) =

∑∞
i=0 cie

−λit на отрезке [0, T ] при численном
дифференцировании получаем ряд

g(m)(t) = (−1)m
∞
∑

i=0

ciλ
m
i e−λit, m = 0, 1, 2, . . . ,
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в котором из-за наличия точки t = 0 возникает необходимость предполагать весьма ограни-
чительное условие на убывание коэффициентов ввиду λm

i → ∞ при λi → ∞,m → ∞. Важно
отметить, что любая гладкая экстраполяция решения gε уравнения (4.2) на [0, T ] аппрокси-
мирует решение исходного уравнения (1.1) с точностью порядка ε, что позволяет избежать
потери точности. Более того, в численных процедурах, которые строятся на основе рассмат-
риваемых методов, используется полный промежуток [0, T ]. Таким образом, переход от (1.1)
к уравнению (4.2) осуществляется ради разумного упрощения исходной постановки при тео-
ретическом исследовании конечномерной аппроксимации предлагаемых методов решения и не
касается численных алгоритмов.

Теорема 4.1. Пусть выполнены предположения теоремы (3.1) и решение gν,δ(t) задачи

min
{

‖Aε
νg −∆pδ‖

2
L2

: 0 ≤ (−1)mg(m)(t) ≤ dm < ∞, m = 0, 1, 2, . . .
}

= Φ∗

представимо в виде

gν,δ(t) =

∞
∑

i=1

cν,δi e−λit, cν,δi ≥ 0. (4.3)

Тогда существует единственное решение ĝn(t) задачи (4.1) и имеет место сходимость

lim
n→∞

‖ĝn − gν,δ‖W (m)
p

= 0, m = 0, 1, 2, . . . . (4.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть gnk (t) — минимизирующая последовательность в (4.1),
т. е. Φ(gnk ) → Φ∗

n при k → ∞, для которой имеем (см. соотношение (2.5))

gnk (t) =

n
∑

i=0

cni,ke
−λit ≤

n
∑

i=0

cni,k ≤ d0, cni,k ≥ 0,

(−1)mg
(m)
k (t) =

n
∑

i=0

cni,kλ
m
i e−λit ≤ e−m(ln m

ε
−1)d0 = dm.

Таким образом, как и в задаче (3.2), для минимизирующей последовательности gnk выполнены

неравенства 0 ≤ (−1)mg
(m)
k (t) ≤ dm,m = 0, 1, 2, . . . . Поэтому существует подпоследователь-

ность gnk1 , k1 ⊆ k, такая, что при k1 → ∞ имеем сходимость в пространстве W 1
p

gnk1(t) =

n
∑

i=0

cni,k1e
−λit → ĝn(t) =

n
∑

i=0

ĉni e
−λit.

Так как 0 ≤ cni ≤ d0, то можно считать, что cni,k1 → c̄ni , 0 ≤ i ≤ n, при k1 → ∞. Это влечет
равенства c̄i = ĉi и сходимость в Lp

g
(m)
k1

(t) = (−1)m
n
∑

i=1

cni,k1λ
k
i e

−λit → (−1)m
n
∑

i=1

ĉni λ
k
i e

−λit = (ĝn(t))(m),

при этом справедливы оценки

n
∑

i=0

ĉni = lim
k1→∞

n
∑

i=0

cni,k1 ≤ d0, ĉni ≥ 0, (4.5)

(−1)m(ĝn(t))(m) = (−1)m
n
∑

i=0

ĉni λ
m
i e−λit = lim

k1→∞
(−1)m

n
∑

i=0

ĉni,k1λ
m
i e−λit ≤ dm. (4.6)

Из соотношения (4.5), непрерывности целевого функционала и определения минимизирующей
последовательности следует, что функция ĝn реализует минимум в задаче (4.1). Ввиду сильной
выпуклости целевого функционала такая функция единственная.



88 В.В.Васин, Г. Г.Скорик

Поскольку выполнены соотношения (4.5), (4.6), то, как и в теореме (3.1), найдутся подпо-

следовательности номеров nm, для которых при nm → ∞ имеет место сходимость в W
(m)
p ,m =

0, 1, 2, . . . ,

ĝnm(t) → ḡ(t), nm ⊆ nm−1. (4.7)

Более того, предельная функция ḡ(t) удовлетворяет ограничениям в задаче (3.2) для dm, опре-
деленным в (4.5), (4.6). Имеем цепочку неравенств

Φ∗ = Φ(gν,δ) ≤ Φ(ḡ) = lim
n1→∞

Φ(ĝn1) ≤ lim sup
n1→∞

Φ(Pn1gν,δ) = Φ∗,

где Pn1gν,δ =
∑n1

i=0 c
ν,δ
i e−λit, и gν,δ задана формулой (4.3). Это означает, что ḡ(t) — решение

задачи (3.2), а в силу единственности решения ḡ(t) = gν,δ(t). Поскольку предельная функция
в (4.7) единственная, то справедливы соотношения (4.4). �

4.2. В методе Тихонова поставим в соответствие задаче

min
{

‖Aε
νg −∆pδ‖

2
L2

+ αΩ[g] : 0 < κ ≤ g(t) ≤ d0, 0 ≤ (−1)mg(m)(t) ≤ dm, m = 1, 2, . . .
}

, (4.8)

последовательность конечномерных задач

min
{

‖Aε
νg −∆pδ‖

2
L2

+ αΩ[g] : 0 < κ ≤ g(t) =
n
∑

i=0

cni e
−λit, cni ≥ 0,

n
∑

i=0

cni ≤ d0

}

. (4.9)

Теорема 4.2. Пусть выполнены предположения теоремы (3.1), решение gα(t) зада-

чи (4.8) единственно и представимо в виде

gα(t) =

∞
∑

i=1

cαi e
−λit.

Тогда существует решение ĝn(t) задачи (4.9) и имеет место сходимость

lim
n→∞

‖ĝn − gα‖W (m)
p

= 0, m = 0, 1, 2, . . . .

Д о к а з а т е л ь с т в о. С учетом аргументации при доказательстве теоремы (3.2) схе-
ма рассуждений с несущественными изменениями вполне аналогична реализованной в теоре-
ме (4.1). �

5. Численные алгоритмы минимизации

А л г о р и т м 1. При численной реализации метода квазирешений оператор A зада-
чи (1.1) (аналогично оператор Aε задачи (4.2)) аппроксимируется матрицей, определяемой
формулой

(Amnc)i =

ti
∫

0

qkν(ti − τ)gn(τ) dτ =

n
∑

j=0

cj

ti
∫

0

qkν(ti − τ)e−λiτ dτ,

где i = 1, 2, . . . ,m, c = (c0, c1, . . . , cn), n = 100, qkν (t) — кусочно-линейная функция, которая
строится на сетке {τi}

k
i=1 со значениями {qν(τi)}

k
i=1. Параметры λi выбираются из условия

e−λi τ̄i = γ, i = 1, 2, . . . , k, λ0 = 0, γ = 0.01, где τ̄i — равномерная сетка в логарифмической
шкале:

ln τ̄i = ln τ̄1 +
i− 1

n− 1
(ln τ̄n − ln τ̄1), i = 1, 2, . . . , n.
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Теперь задача минимизации (4.1) сводится к задаче

min
{

||Amnc−∆pm||2Rm : ci ≥ 0,

n
∑

i=0

ci ≤ d0

}

. (5.1)

Обозначим целевую функцию в (5.1) через Φ(c). Допустимая область в (5.1) представляет
собой симплекс с n + 1 вершиной. Для нахождения вектора c = (c0, c1, . . . , cn−1)

T привлека-
ется метод условного градиента [14, гл. 5, § 4]. На каждой итерации алгоритма выполняются
следующие шаги:

1. В текущей точке ck вычисляется градиент ∆Φ(ck).
2. Выбирается вершина симплекса vk, для которой минимально скалярное произведение

min
v

〈v − ck,∆Φ(ck)〉.

3. Выполняется шаг одномерной минимизации tk = arg min
t=[0,1]

Φ((1− t)ck + tvk).

4. Для ck+1 = (1− tk)ck + tkvk выполняется следующий шаг алгоритма.

Остановка итерационного алгоритма выполняется по принципу обобщенной невязки [15].

А л г о р и т м 2. Дискретная аппроксимация метода Тихонова (4.9) проводится анало-
гично методу квазирешений. В качестве численного алгоритма минимизации нелинейной функ-
ции n + 1 переменных используется метод активных ограничений [16, гл. 16, разд. 5] с ите-
рационными шагами на основе регуляризованного метода Ньютона. Кратко опишем основные
его этапы.

Перед первым шагом алгоритма множество активных ограничений задается пустым S = ∅.
Также выбирается дополнительный параметр регуляризации β > 0 и параметр e > 0 для
условия останова.

Рассмотрим k-й шаг итерации алгоритма.
1. Для текущей точки ck вычисляются градиент fk и гессиан Hk минимизируемой функ-

ции Ψ в задаче (4.9). Имеем следующее приближение для функции Ψ:

Ψ(ck +∆c) ≈ Ψ(ck) + ∆cT f +∆cTHk∆c.

2. Для i ∈ S, т. е. для коэффициентов ci = 0 с активными ограничениями, устанавливаем
f̄k
i = 0, H̄k

ij = 0, H̄k
ji = 0. Для i, j 6∈ S f̄k

i = fk
i , H̄k

ij = Hk
ij.

3. Проверяем, является ли оператор H̄k + βI положительно определенным. Если нет, то
удваиваем β до тех пор, пока H̄k + βI не станет положительно определенным.

4. Находим ∆ck из условия минимума квадратичного функционала ∆cT f̄k + ∆cT (H̄k +
βI)∆c:

∆ck = −(H̄k + βI)−1f̄k.

5. Выполняем шаг одномерной минимизации с ограничениями

tk = argmin
t

{

Ψ(ck + t∆ck) : cki + t∆cki ≥ 0
}

,

ck+1 = ck + tk∆ck.

6. Если t > 0 и ‖fk‖ ≤ e, то удаляем одно из активных ограничений S = S \ {̄i}, где
ī = argmin

i∈S
{fk

i : f
k
i < 0}. Если для всех i ∈ S, fk

i ≥ 0, то алгоритм завершается и искомая

функция строится по найденным коэффициентам: g(t) =
∑n

i=0 c
k+1
i e−λit.

7. Если t = 0, тогда существует такой коэффициент ci, что cki = 0, ∆cki < 0. К множеству
активных ограничений добавляем еще одно S = S ∪ {̄i}, где ī = argmin

i
∆ck.

8. Повторяем шаг итерации для ck+1 и, возможно, нового набора активных ограничений.

Если функция q(t) известна с большой погрешностью ‖q − qν‖ ≤ ν, тогда приходится
выполнять коррекцию по q(t) для вычисления g(t) с приемлемой точностью. Как показали
численные эксперименты, достаточно 10–20 шагов коррекции q(t). Описание алгоритма кор-
рекции, а также результаты численных экспериментов можно найти в [6; 8].
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