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1. Введение. Постановка задачи

Рассматривается параболическое уравнение в гильбертовом пространстве (X, | · |X)

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) + f(t), t ∈ T = [0,+∞), x(0) = x0, (1.1)

где A — инфинитезимальный генератор сильно непрерывной полугруппы линейных ограни-
ченных операторов X (t) : X → X (t ∈ T ), f(·) ∈ L2(T ;X) — заданное возмущение, B —
линейный непрерывный оператор (B ∈ L(U ;X)), U — гильбертово пространство с нормой | · |U
и скалярным произведением (·, ·)U .

Слабым решением уравнения (1), отвечающим управлению u(·) ∈ L∞(T ;U) и начальному
состоянию x(0) = x0, называется непрерывная функция x(t) : T → X, определяемая равен-
ством

x(t) = X (t)x0 +

t
∫

0

X (t− τ){Bu(τ) + f(τ)} dτ. (1.2)

Как известно, для любых x0 ∈ X, u(·) ∈ L2(T ;U) существует единственное слабое решение
x(·; 0, x0, u(·)) ∈ C(T ;X) уравнения (1.1).

Рассматриваемая в работе задача может быть сформулирована следующим образом. Урав-
нение (1.1) подвержено влиянию некоторого управления u(t) ∈ P . Здесь P ⊂ U — ограниченное
замкнутое множество — некоторый “ресурс” управления. В дискретные достаточно частые мо-
менты времени τi ∈ T (i = 1, 2 . . .) измеряется с ошибкой состояние x(τi) уравнения (1.1).
Результаты этих измерений — элементы ξhi ∈ X — удовлетворяют неравенствам

|ξhi − x(τi)|X ≤ νhi , (1.3)
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где νhi ∈ (0, 1) — величина ошибки измерения в момент τi, число h ∈ (0, 1) характеризу-
ет точность измерения. Более подробно свойства величин νhi будут указаны ниже. Наряду с
уравнением (1.1) имеется еще одно уравнение того же вида

ẏ(t) = Ay(t) +Bv(t) + f(t), t ∈ T, y(0) = y0. (1.4)

Это уравнение назовем эталонным. Решение эталонного уравнения y(t) порождено некоторым
управлением v(·) ∈ P (·) = {v(·) ∈ L2(T ;U) : v(t) ∈ P при п.в. t ∈ T}. Управление v(·),
а также отвечающее ему решение y(·) = y(·; 0, y0, v(·)) уравнения (1.4) заранее не известны.
В дискретные моменты времени τi ∈ T (i = 1, 2 . . .) наряду с x(τi) измеряются состояния
y(τi) = y(τi; 0, y0, v(·)) уравнения (1.4). Состояния y(τi) измеряются с ошибкой. Результаты
измерений — элементы ψh

i ∈ X, i = 1, 2, . . ., — удовлетворяют неравенствам

|y(τi)− ψh
i |X ≤ νhi . (1.5)

Будем предполагать, что начальные состояния

|y0 − x0|X ≤ h. (1.6)

Требуется указать устойчивый к информационным помехам и погрешностям вычислений
алгоритм, который в режиме реального времени по результатам измерений ξhi и ψh

i формирует
управление u = uh(·), позволяющее отслеживать решение y(·) уравнения (1.4) решением x(·)
уравнения (1.1) так, что равномерное отклонение y(·) от x(·) на промежутке T сколь угодно
мало при достаточной малости измерительной погрешности h. В дальнейшем решение урав-
нения (1.1), порожденное управлением u = uh(·), обозначим символом xh(·) = x(·; 0, x0, u

h(·)).
В случае, когда промежуток T функционирования системы ограничен, рассматриваемая

задача может быть решена на основе конструкций работ [1–6]. Следует отметить, что предло-
женные в указанных выше работах алгоритмы ориентированы именно на конечный промежу-
ток времени. С возрастанием длины этого отрезка происходит накопление вычислительных и
измерительных ошибок. Алгоритмы, свободные от этого недостатка для систем, описываемых
обыкновенными дифференциальными уравнениями, были предложены в работах [7; 8], для
параболического уравнения — в работе [9]. При этом в [9] использовалось функционально-
аналитическое представление решения. В настоящей работе мы используем полугрупповое
представление решений.

Пусть для каждого h ∈ (0, 1) зафиксировано семейство ∆h разбиений полуоси [0,+∞)
контрольными моментами времени τh,i:

∆h = {τh,i}
∞
i=0, τh,0 = 0, τh,i+1 = τh,i + δi(h), δi(h) ∈ (0, 1), (1.7)

+∞
∑

i=0

δi(h) = +∞ ∀h ∈ (0, 1).

Символом Ξ(x(·), h) обозначим множество кусочно-постоянных функций ξh(·) : [0,+∞) 7→ X,
ξh(t) = ξhi при t ∈ [τh,i, τh,i+1), i ≥ 0, ξh0 = x0, удовлетворяющих неравенствам (1.3). В свою оче-
редь символом Ξ(y(·), h) обозначим множество кусочно-постоянных функций ψh(·) : [0,+∞) 7→
X, ψh(t) = ψh

i при t ∈ [τh,i, τh,i+1), i ≥ 0, ψh
0 = y0, удовлетворяющих неравенствам (1.5).

Пусть выполнено следующее

У с л о в и е 1. В пространстве X введена эквивалентная норме | · |X норма | · |2, в которой
полугруппа X (t) ω-диссипативна

|X (t)x|2 ≤ exp(ωt)|x|2 для любых x ∈ X, (1.8)

где ω — некоторая положительная постоянная величина. Норма | · |2 порождена некоторым
скалярным произведением (·, ·)2.
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В дальнейшем, как это часто принято, мы отождествляем пространство X с сопряженным
к нему пространством X∗.

Введем критерий отклонения xh(·) от y(·) на ограниченном отрезке времени [0, ϑ]:

W (xh(·), y(·)|ϑ) = max
0≤τi≤ϑ

exp(−2ωτi)
∣

∣

∣
y(τi; 0, y0, v(·)) − xh(τi; 0, x0, u

h(·))
∣

∣

∣

2

X
, τi = τh,i.

2. Алгоритм решения

Введем условия.

У с л о в и е 2. Семейство разбиений ∆h (1.7) и величины ошибок измерений νhi таковы,
что имеют место соотношения

νh0 ≤ c∗h (c∗ = const > 0), νhi ∈ (0, 1) при всех i = 0, 1, . . . и всех h ∈ (0, 1),

+∞
∑

i=0

δi(h)ν
h
i ≤ ϕ1(h) → 0 + при h→ 0 + .

У с л о в и е 3. Выполняется неравенство
∑+∞

i=0 δ
2
i (h) ≤ ϕ2(h) → 0 при h→ 0.

Условие 2 по существу означает, что на помехи, реализуемые в канале наблюдения, накла-
дываются ограничения “малости” их средних значений за весь промежуток времени функци-
онирования системы.

До начала работы алгоритма фиксируются величина h ∈ (0, 1) и разбиение ∆h (см. (1.7)).
Работа алгоритма разбивается на однотипные шаги. В течение i-го шага, осуществляемого на
промежутке времени [τi, τi+1], выполняются следующие операции. Сначала, в момент t = τi
измеряются фазовые состояния xh(τi) и y(τi), т. е. находятся элементы ξhi ∈ X и ψh

i ∈ X со
свойствами (1.3) и (1.5). Затем вычисляется измеримая (по Лебегу) функция uh(·)

exp(−2ωτi+1)(B
∗X ∗(τi+1 − τ)s̃i, u

h(τ))2 (2.1)

≤ inf
{

exp(−2ωτi+1)(B
∗X ∗(τi+1 − τ)s̃i, u)2 : u ∈ P

}

+ dνhi при п.в. τ ∈ [τi, τi+1),

где d = const > 0, B∗ — сопряженный оператор,

s̃i = X (τi+1 − τi)si, si = ξhi − ψh
i .

После этого управление uh(t) подается на вход уравнения (1.1) при t ∈ [τi, τi+1). Под дей-
ствием этого управления фазовая траектория (1.1) переходит из состояния xh(τi) в состояние
xh(τi+1) = x(τi+1; τi, x

h(τi), u
h(·)).

Справедлива

Теорема 1. Пусть выполнены условия 1–3. Тогда при всех ϑ ≥ 0

W (v(·), uh(·)|ϑ) ≤ ν(h), (2.2)

где ν(h) = b1(h
2 + ϕ1(h) + ϕ2(h)), b1 — постоянная, которая может быть выписана в явном

виде.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть ξh(·) ∈ Ξ(x(·), h), ψh(·) ∈ Ξ(y(·), h). Оценим изменение
функционала

εh(t) = exp(−2ωt)|xh(t)− y(t)|22. (2.3)
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При t ∈ δi имеют место соотношения (см. (1.2))

xh(t) = X (t− τi)x
h(τi) +

t
∫

τi

X (t− τ){Buh(τ) + f(τ)} dτ,

y(t) = X (t− τi)y(τi) +

t
∫

τi

X (t− τ){Bv(τ) + f(τ)} dτ.

Поэтому в силу (1.8) при всех i = 0, 1, . . . верна оценка

εh(τi+1) ≤ exp(−2ωτi+1)|X (τi+1 − τi)(x
h(τi)− y(τi))|

2
2 + λi + µi, (2.4)

где

λi = 2

(

Si,

τi+1
∫

τi

X (τi+1 − τ)B{uh(τ)− v(τ)} dτ

)

2

, (2.5)

µi = c1δi(h) exp(−2ωτi+1)

τi+1
∫

τi

|B{v(τ)− uh(τ)}|22 dτ, δi(h) = τi+1 − τi, τi = τh,i,

Si = exp(−2ωτi+1)X (τi+1 − τi)(x
h(τi)− y(τi)).

Здесь и всюду ниже символы ci означают постоянные, которые могут быть выписаны в явном
виде. Нетрудно видеть, что

µi ≤ c2δ
2
i (h), (2.6)

λi ≤ 2 exp(−2ωτi+1)

(

s̃i,

τi+1
∫

τi

X (τi+1 − τ)B{uh(τ)− v(τ)} dτ

)

2

+ c3ν
h
i δi(h). (2.7)

Объединяя (2.3)–(2.7) и учитывая правило определения управления uh(·) (см. (2.1)), будем
иметь

εh(τi+1) ≤ εh(τi) + c2δ
2
i (h) + c3ν

h
i δi(h) ≤ εh(τi) + c4δi(h)(ν

h
i + δi(h)), i = 0, 1, . . . .

Таким образом, при всех i = 1, 2, . . . верны неравенства

εh(τi) ≤ εh(0) + c4

∞
∑

i=0

δi(h)(ν
h
i + δi(h)), (2.8)

где в силу (1.6) εh(0) ≤ c5h
2. Из (2.8), учитывая условия 2, 3, получаем при всех i = 0, 1, . . .

εh(τi) ≤ b1(h
2 + ϕ1(h) + ϕ2(h)).

Отсюда следуют неравенства (2.2). Теорема доказана.

Пусть множество P имеет вид

P =
m
∑

j=1

ωjuj , ωj ∈ U, uj ∈ R,

где u = {u1, . . . , um) ∈ P1 ⊂ R
m, P1 — ограниченное и замкнутое множество, управление v(t) в

правой части уравнения (1.4) имеет следующую структуру: v(t) =
∑m

j=1 ωjvj(t). В этом случае

естественно выбирать управления uh(·) той же структуры. Именно, по правилу

uh(t) =
m
∑

j=1

uhjiωj при п. в. t ∈ [τi, τi+1).
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Здесь

uhi = {uh1i, . . . , u
h
mi},

m
∑

j=1

uhji
(

X ∗(δi)[ξ
h
i − ψh

i ], Bωj

)

2

≤ inf
{

m
∑

j=1

vj(X
∗(δi)[ξ

h
i − ψh

i ], Bωj)2 : v = {v1, . . . , vm} ∈ P1

}

+ dνhi , δi = δi(h).

Пусть решение уравнения (1.4) остается в ограниченной области, т. е. выполнено следующее

У с л о в и е 4. sup
{

|y(t; 0, y0, v(·))|X : t ∈ T
}

<∞.

Имеет место

Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1 и условие 4. Пусть также

ϕ3(h) =

∞
∑

i=0

δi(h)µ(δi(h)) → 0 при h→ +0,

где

µ(δ) = sup
t∈[0,δ]

∣

∣

∣
X (t)

m
∑

j=1

Bωj −
m
∑

j=1

Bωj

∣

∣

∣

X
.

Тогда справедливо утверждение теоремы 1. При этом

ν(h) = b2(h
2 + ϕ1(h) + ϕ2(h) + ϕ3(h)),

где b2 — постоянная, которая может быть выписана в явном виде.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Учитывая условие 4, заключаем, что верно неравенство

τi+1
∫

τi

(

X (τi+1 − τi)[ξ
h
i − ψh

i ],X (τi+1 − τ)Buh(τ)
)

2
dτ

−

τi+1
∫

τi

(

X (τi+1 − τi)[ξ
h
i − ψh

i ],X (τi+1 − τ)Bv(s)
)

2
dτ ≤

τi+1
∫

τi

(

X (τi+1 − τi)[ξ
h
i − ψh

i ], Bu
h(τ)

)

2
dτ

−

τi+1
∫

τi

(

X (τi+1 − τi)[ξ
h
i − ψh

i ], Bv(τ)
)

2
dτ +K(0)µ(δi)δi,

где δi = δi(h). Здесь и ниже K(i) = const > 0. Следовательно, вместо неравенства (2.7) будем
иметь

λi ≤ 2 exp(−2ωτi+1)

(

s̃i,

τi+1
∫

τi

B{uh(τ)− v(τ)} dτ

)

2

+K(1)(νhi + µ(δi))δi.

Поэтому вместо (2.8) получаем

εh(τi) ≤ εh(0) +K(2)
∞
∑

i=0

δi(h)(ν
h
i + δi(h) + µ(δi(h))), i = 0, 1, . . . .

Отсюда следует утверждение теоремы. Теорема доказана.

При некоторых дополнительных требованиях к полугруппе X (t) процедура вычисления
uh(τ), τ ∈ [τi, τi+1), может быть упрощена. Перейдем к описанию этих требований. Введем
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У с л о в и е 5. Полугруппа X (t) обладает свойством: каково бы ни было ограниченное
множество X∗ ⊂ X, найдутся такие числа δ∗ ∈ (0, 1) и k0 = k0(X∗) ∈ (0,+∞), при которых
равномерно по всем x ∈ X∗, δ ∈ (0, δ∗), δ1 ∈ [0, δ], v(δ1) ∈ P п. в. на [0, δ] выполняются
неравенства

|(X (δ)x,X (δ1)Bv(δ1))2 − (x,Bv(δ1))2| ≤ k0γ(δ),

где γ(·) : [0, δ∗) → R — непрерывная в нуле неотрицательная функция, γ(0) = 0.

Справедлива следующая

Теорема 3. Пусть выполнены условия 4, 5, а также условия теоремы 1. Пусть функция

uh(·) находится по правилу

uh(t) = uhi при п.в. t ∈ [τi, τi+1), (2.9)

где

exp(−2ωτi+1)(ξi, Bu
h
i )2 ≤ inf

{

exp(−2ωτi+1)(si, Bu)2 : u ∈ P
}

+ dνhi .

Тогда имеет место утверждение теоремы 2, если

ϕ3(h) =

∞
∑

i=0

δi(h)γ(δi(h)) → 0 при h→ +0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Действительно, в силу условия 5 верно неравенство

τi+1
∫

τi

(

X (τi+1 − τi)[ξ
h
i − ψh

i ],X (τi+1 − τ)Buh(τ)
)

2
dτ

−

τi+1
∫

τi

(

X (τi+1 − τi)[ξ
h
i − ψh

i ],X (τi+1 − τ)Bv(s)
)

2
dτ

≤

τi+1
∫

τi

(

ξhi − ψh
i , Bu

h(τ)
)

2
dτ −

τi+1
∫

τi

(

ξhi − ψh
i , Bv(τ)

)

2
dτ +K0γ(δi)δi,

где δi = δi(h). Здесь и ниже Ki = const > 0. Следовательно, вместо (2.7) будем иметь

λi ≤ 2 exp(−2ωτi+1)

(

s̃i,

τi+1
∫

τi

B{uh(τ)− v(τ)} dτ

)

2

+K1(ν
h
i + γ(δi))δi.

Поэтому, учитывая (2.9), получаем

εh(τi) ≤ εh(0) +K2

∞
∑

i=0

δi(h)(ν
h
i + δi(h) + γ(δi(h)), i = 1, 2, . . . .

Отсюда следует утверждение теоремы. Теорема доказана.

3. Пример

Рассмотрим дифференциально-функциональное уравнение

ẏ(t) =

l
∑

i=0

Aiy(t− νi) +

0
∫

−νl

A∗(s)y(t+ s) ds,+B0u(t), t ∈ T, (3.10)
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с начальным условием y(t0) = ϕ0, y(t0 + s) = ϕ1(s) при п. в. s ∈ [−νl, 0].
Здесь y(t) ∈ R

n, u(t) ∈ R
m, ϕ0 ∈ R

n, ϕ1(·) ∈ L2([−νl, 0];R
n), 0 = ν0 < ν1 < . . . < νl,

yt : s→ y(t+ s), −νl ≤ s ≤ 0, Ai и B0 — постоянные матрицы размерности n× n и n×m соот-
ветственно, элементы матричной функции s → A∗(s), s ∈ [−νl, 0], принадлежат пространству
L∞([−νl, 0];R), U = R

m.
Обозначим через X = R

n×L2([−νl, 0];R
n) гильбертово пространство пар x = (x0, x1(s)) со

скалярным произведением

(x, y)X = (x0, y0)Rn +

0
∫

−νl

(x1(s), y1(s))Rn ds

и нормой | · |X , индуцированной этим скалярным произведением.
Уравнение (3.10) (см. [10;11]) порождает C0-полугруппу линейных ограниченных операто-

ров X (t), t ≥ 0, определяемых следующим образом. Пусть s0(·) — единственное решение на T
матричного уравнения

ds0(t)

dt
= A0s0(t) +

l
∑

i=1

Ais0(t+ νi) +

0
∫

−νl

A∗(s)s0(t+ s) ds при п. в. t ∈ T,

с начальным условием s0(t) = E (единичная n × n-матрица) при t ≤ 0; B∗ : L2([−νl, 0];R
n) →

L2([−νl, 0];R
n) — оператор вида

(B∗ϕ)(τ) =

l
∑

i=1

Aiχ[−νi,0](τ)ϕ(−νi − ν) +

0
∫

−νl

A∗(ξ)ϕ(ξ − τ) dξ при п. в. τ ∈ [−νl, 0],

χ[a,b](·) — характеристическая функция интервала [a, b]; оператор F : X → X определен для
всех (Fϕ)0 = ϕ0, (Fϕ)1 = B∗ϕ

1 (ϕ = (ϕ0, ϕ1(s)) ∈ X). Тогда [11, c. 903]

X (t)ϕ = GtFϕ+ S(t)ϕ, (3.11)

где Gt : X → X, S(t) : X → X,

(S(t)ϕ)0 = 0, (S(t)ϕ)1(τ) = ϕ(t+ τ)χ[−νl,−t)(τ),

(Gtϕ)
0 = (Gtϕ)

1(0), (Gtϕ)
1(τ) = s0(t+ τ)ϕ0 +

0
∫

−νl

s0(t+ τ + ξ)ϕ1(ξ) dξ, τ ∈ [−νl, 0].

При этом оператор A задается соотношениями [11, предложение 2.1] D(A) =
{

ϕ = (ϕ0, ϕ1(s)) ∈
X : ϕ1(·) ∈ W 1,2([−νl, 0];R

n), ϕ1(0) = ϕ0
}

, A(ϕ) = (L(ϕ1), ϕ̇1), ϕ = (ϕ0, ϕ1(·)) ∈ D(A). Здесь
W 1,2([a, b];Rn) означает пространство n-мерных абсолютно непрерывных функций, производ-
ные которых являются элементами пространства L2([a, b];R

n). Пусть оператор B ∈ L(U ;X)
имеет вид

Bu = (B0u,O) ∈ X (u ∈ U, O ∈ L2([−νl, 0];R
n)).

Пусть y(·; 0, (ϕ0, ϕ1(·)), u(·)) — единственное решение уравнения (3.10) в смысле Каратеодори,
x(·; 0, x0, u(·)) — слабое решение абстрактного дифференциального уравнения (1.1), где x0 =
(ϕ0, ϕ1(·)) ∈ X. Тогда для любых x0 = (ϕ0, ϕ1(·)) ∈ X, u(·) ∈ L∞(T ;U) и t ∈ T справедливо
равенство x(t; 0, x0, u(·)) =

(

y(t; 0, (ϕ0, ϕ1(·)), u(·)), yt(·; 0, (ϕ
0, ϕ1(·)), u(·))

)

. В пространстве X

норму | · |2 зададим следующим образом:

|(ϕ0, ϕ1(·))|2 =

(

|ϕ0|2
Rn +

0
∫

−νl

|ϕ1(τ)|2
Rng(τ) dτ

)1/2

, (ϕ0, ϕ1(·)) ∈ X,
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где g(τ) = j при j ∈ (−νl−j+1,−νl−j), j ∈ [1 : l]. Скалярное произведение, отвечающее этой
норме, имеет вид

(

(ϕ0, ϕ1(·)), (ϕ0, ϕ1(·))
)

2
= (ϕ0, ϕ0)Rn +

0
∫

−νl

g(τ)(ϕ1(τ), ϕ1(τ))Rn dτ.

В таком случае [11, лемма 2.3] полугруппа X (t), t ∈ T , (3.11) ω-диссипативна. При этом

ω =
l + 1

2
+ |A0|∗ +

1

2

l
∑

i=1

|Ai|
2
∗ +

1

2

0
∫

−νl

|A∗(τ)|
2
∗ dτ.

Здесь символ | · |∗ означает евклидову норму матрицы. Нетрудно проверить, что полугруппа
X (t), t ∈ T , вида (3.11) удовлетворяет условию 5 при γ(δ) = δ1/2. Кроме того, в равенстве (2.9)
(si, Bu)2 = (y(τi) − ξ(τi))

′B0u, где si = (y(τi) − ξ(τi),O) ∈ X, O ∈ L2([−νl, 0];R
n). Здесь

ξ(τi) ∈ R
n — результат измерения состояния y(τi; (ϕ

0, ϕ1(·)), u(·)), |y(τi)− ξ(τi)|Rn ≤ νhi , штрих
означает транспонирование.
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