
ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН

Том 22 № 2 2016

УДК 517.977

ВОССТАНОВЛЕНИЕ ВНЕШНИХ ВОЗДЕЙСТВИЙ ПРИ ДЕФИЦИТЕ
ИНФОРМАЦИИ В ЛИНЕЙНОМ СТОХАСТИЧЕСКОМ УРАВНЕНИИ

В.Л. Розенберг

Задача восстановления неизвестных внешних воздействий в линейном стохастическом дифференциаль-

ном уравнении исследуется с позиций подхода теории динамического обращения. Рассматривается поста-

новка, в которой одновременная реконструкция возмущений в детерминированном и стохастическом чле-

нах уравнения проводится на основе дискретной информации о некотором количестве реализаций части

координат случайного процесса. Задача сводится к обратной задаче для систем обыкновенных диффе-

ренциальных уравнений, которым удовлетворяют математическое ожидание и ковариационная матрица

исходного процесса. Предлагается конечношаговый программно реализуемый алгоритм решения, осно-

ванный на методе вспомогательных управляемых моделей. Получена оценка его точности относительно

количества доступных измерению реализаций.
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Введение

Необходимость восстановления неизвестных параметров управляемых систем в режиме ре-
ального времени на основе неполной и/или неточной информации о фазовом состоянии возни-
кает во многих научных и прикладных исследованиях. Задачи реконструкции вкладываются
в проблематику обратных задач динамики управляемых систем; как правило, они являют-
ся некорректными и требуют применения регуляризирующих процедур. В настоящей статье
применяется подход, предложенный в работах Ю.С.Осипова и его коллег (см. [1–6] и библио-
графию в них) и получивший название метода динамического обращения. Он основан на соче-
тании принципов теории позиционного управления [7] и идей теории некорректных задач [8].
Задача реконструкции сводится к задаче управления по принципу обратной связи вспомога-
тельной динамической системой (моделью). Адаптация модельного управления к результатам
текущих наблюдений обеспечивает аппроксимацию (в подходящем смысле) неизвестного вхо-
да. Метод динамического обращения был реализован для систем, описываемых обыкновенны-
ми дифференциальными уравнениями (ОДУ), дифференциально-функциональными уравне-
ниями, уравнениями и вариационными неравенствами с распределенными параметрами и др.
Были созданы устойчивые алгоритмы, работающие для некоторых классов частично наблюда-
емых систем (в случае конечномерной системы роль входного сигнала могли играть измерения
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части координат фазового вектора, а в случае бесконечномерной — значения решения на неко-
торых подмножествах области определения). Такие задачи были сформулированы и решены,
например, в [4–6].

Что касается приложения теории динамического обращения к стохастическим объектам,
то впервые задача позиционного моделирования неизвестного стохастического управляющего
воздействия в системе, описываемой ОДУ, была рассмотрена в [9]. Настоящая работа фактиче-
ски продолжает исследования (в рамках указанной теории) задач реконструкции неизвестных
детерминированных возмущений, действующих в системе линейных стохастических диффе-
ренциальных уравнений (СДУ) [10; 11]. В [10] для линейного СДУ рассматривалась задача
динамического восстановления возмущения, входящего в интеграл Ито и характеризующе-
го амплитуду случайной помехи, на основе измерений реализаций всего фазового вектора.
В [11] исследовалась система второго порядка специального вида, в качестве входной инфор-
мации использовались измерения одной координаты случайного процесса. Новизна данной
статьи состоит в рассмотрении достаточно общей постановки обратной задачи для линейного
СДУ, предполагающей реконструкцию возмущений, входящих и в детерминированный, и в
стохастический члены уравнения, на основе дискретной по времени информации о некотором
количестве реализаций части координат случайного процесса. Обосновывается применимость
алгоритма восстановления неизвестных параметров, разработанного ранее для частично на-
блюдаемой системы ОДУ [4;5], и предлагается соответствующая модификация.

1. Постановка задачи

Рассматривается линейное СДУ следующего вида:

dx(t, ω) = (A(t)x(t, ω) +B1(t)u1(t) + f(t)) dt+B2(t)U2(t) dξ(t, ω), x(0, ω) = x0. (1.1)

Здесь t ∈ T = [0, ϑ], x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ R
n, ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξk) ∈ R

k; x0 — известный детер-
минированный или случайный (нормально распределенный) вектор начальных условий; ω ∈ Ω,
(Ω, F, P ) — вероятностное пространство [12]; ξ(t, ω) — стандартный винеровский процесс (т. е.
выходящий из нуля процесс с нулевым математическим ожиданием и матрицей ковариации,
равной It (I — единичная матрица из R

k×k)); f(t), A(t) = {aij(t)}, B1(t) = {b1ij(t)} и B2(t) =
{b2ij(t)} — непрерывные матричные функции размерности n×1, n×n, n×r и n×k соответствен-
но. На систему действуют два внешних возмущения: вектор u1(t) = (u11(t), u12(t), . . . , u1r(t)) ∈
R
r и диагональная матрица U2(t) = {u21(t), u22(t), . . . , u2k(t)} ∈ R

k×k, принимающие значе-
ния из заданных выпуклых компактов Su1 и Su2 и имеющие ограниченную на T вариацию.
Воздействие u1 входит в детерминированную компоненту и влияет на математическое ожида-
ние искомого процесса. Поскольку U2dξ = (u21dξ1, u22dξ2, . . . , u2kdξk), то можно считать, что
вектор u2 = (u21, u22, . . . , u2k) характеризует амплитуду случайных помех.

Решение уравнения (1.1) определяется как случайный процесс, удовлетворяющий при лю-
бом t с вероятностью 1 соответствующему интегральному тождеству, содержащему в правой
части стохастический интеграл Ито. Как известно, при сделанных предположениях существу-
ет единственное решение, являющееся нормальным марковским процессом с непрерывными
реализациями [13, теорема 5.2.1]. Отметим, что уравнения типа (1.1) описывают простейшие
линеаризованные модели, например изменения численности многовидовой биологической по-
пуляции в стохастической среде или динамики цен на товарных рынках при влиянии случай-
ных факторов.

Обсуждаемая задача состоит в следующем. В дискретные, достаточно частые, моменты
времени τi ∈ T , τi = iδ, δ = ϑ/l, i ∈ [0 : l], поступает информация о некотором количестве N
реализаций случайного процесса x(τi), причем измерению доступны только q (q ≤ n) пер-
вых координат, т. е. вектор (x1, x2, . . . , xq). Полагаем, что l = l(N) и существуют оценки mN

qi

q-подвектора mq(t) = {mj(t)}, j ∈ [1 : q], вектора математического ожидания процесса m(t) =
Mx(t) и DN

qi (q × q)-подматрицы Dq(t) = {djp(t)}, j, p ∈ [1 : q], ковариационной матрицы
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D(t) = M(x(t) −m(t))(x(t) −m(t))′ (штрих означает транспонирование) такие, что выполня-
ется соотношение

P
(

max
i∈[1:l(N)]

{

∥

∥mN
qi −mq(τi)

∥

∥

Rq ,
∥

∥DN
qi −Dq(τi)

∥

∥

Rq×q

}

≤ h(N)
)

= 1− g(N), (1.2)

причем h(N), g(N) → 0 при N → ∞. Стандартные статистические процедуры [14, гл. 22]
построения оценок mN

qi и DN
qi допускают модификации, обеспечивающие выполнение (1.2).

Требуется указать алгоритм динамического восстановления неизвестных возмущений u1(t)
и u2(t), определяющих случайный процесс x(t), по неполной дискретной информации о его ре-
ализациях, причем вероятность сколь угодно малого отклонения приближений от искомых
входов в метрике соответственно пространств L2(T ;R

r) и L2(T ;R
k) должна быть близка к 1

при достаточно большом N и специальным образом согласованном с N шаге временной дис-
кретизации δ = δ(N) = ϑ/l(N).

Специфика линейного уравнения (1.1) допускает сведение (с помощью метода момен-
тов [15]) сформулированной задачи для СДУ к задаче для систем ОДУ, которым удовлетво-
ряют математическое ожидание и ковариационная матрица искомого процесса. Это позволяет
организовать процедуру одновременной реконструкции возмущений в детерминированном и
стохастическом членах правой части. Для решения задачи используются идеи теории динами-
ческого обращения [1;2;4], а именно конструируется конечношаговый программно реализуемый
разрешающий алгоритм, основанный на методе вспомогательных управляемых моделей.

Указанную обратную задачу можно трактовать как динамическое восстановление внеш-
него управляющего воздействия и амплитуды случайных помех в условиях неполной инфор-
мации, когда измерению доступна только часть координат процесса, а динамика системы до-
пускает одновременные измерения достаточно большого количества траекторий (например,
движения однотипных частиц).

2. Сведение задачи для СДУ к задаче для систем ОДУ

Следуя [10;11], сведем задачу восстановления для СДУ к задаче для систем ОДУ.
Введем обозначения: m0 = Mx0, D0 = M(x0 −m0)(x0 −m0)

′. В силу линейности исходной
системы и равенства нулю математического ожидания интеграла Ито величина m(t) зависит
только от u1(t); ее динамика описывается уравнением

ṁ(t) = A(t)m(t) +B1(t)u1(t) + f(t), t ∈ T, m ∈ R
n, m(0) = m0. (2.1)

Напомним, что измерению доступны первые q координат исходного n-мерного вектора x,
что обеспечивает получение оценки (1.2) для первых q координат вектора m; количество неиз-
меряемых координат равно n−q. Используя стандартную схему теории динамического обраще-
ния [4;5], запишем уравнение (2.1) в виде системы с разделением измеряемой и неизмеряемой
компонент. Введем следующие матрицы:

Cm
1 = {cm1ps}, p ∈ [1 : q], s ∈ [1 : n], cm1ps = 1, если s = p, cm1ps = 0 в противном случае;

Dm
1 = {dm1ps}, p ∈ [1 : (n−q)], s ∈ [1 : n], dm1ps = 1, если s = q+p, dm1ps = 0 в противном случае;

Cm
2 = (Cm

1 )′; Dm
2 = (Dm

1 )′.

Тогда q-мерный вектор Cm
1 m — измеряемая часть m, а (n − q)-мерный вектор Dm

1 m — его
неизмеряемая часть. Обозначим ym = Cm

1 m, zm = Dm
1 m. Умножая уравнение (2.1) поочеред-

но на матрицы Cm
1 и Dm

1 , учитывая равенство m = Cm
2 ym + Dm

2 zm, приходим к системе с
разделением измеряемых и неизмеряемых компонент:

ẏm(t) = Am
1y(t)ym(t) +Am

1z(t)zm(t) +Bm
1 (t)u1(t) +Cm

1 f(t), ym(0) = ym0, (2.2)
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żm(t) = Am
2y(t)ym(t) +Am

2z(t)zm(t) +Bm
2 (t)u1(t) +Dm

1 f(t), zm(0) = zm0, (2.3)

где Am
1y = Cm

1 ACm
2 , Am

1z = Cm
1 ADm

2 , Bm
1 = Cm

1 B1, ym0 = Cm
1 m0, A

m
2y = Dm

1 ACm
2 , Am

2z = Dm
1 ADm

2 ,
Bm

2 = Dm
1 B1, zm0 = Dm

1 m0.

Ковариационная матрица D(t) зависит только от U2(t); ее динамика описывается с помо-
щью уравнения метода моментов [15] следующим образом:

Ḋ(t) = A(t)D(t)+D(t)A′(t) + B2(t)U2(t)U
′
2(t)B

′
2(t), t ∈ T, D(t) ∈ R

n×n, D(0) = D0. (2.4)

Матричное уравнение (2.4) переписываем в виде более традиционного для рассматриваемых
задач векторного уравнения, размерность которого, с учетом симметричности матрицы D(t),
определяется как nyz = (n2 + n)/2. Вводится вектор d(t) = {ds(t)}, s ∈ [1 : nyz], состоящий из
последовательно записанных и пронумерованных элементов матрицы D(t), взятых построч-
но, начиная с элемента, расположенного на главной диагонали; его координаты находятся по
элементам матрицы D(t) = {dij(t)}, i, j ∈ [1 : n]:

ds(t) = dij(t), i ≤ j, s = (n− i/2)(i − 1) + j. (2.5)

Преобразования, подробно описанные в [16], позволяют переписать систему (2.4) в виде

ḋ(t) = Ā(t)d(t) + B̄(t)v(t), t ∈ T, d(t) ∈ R
nyz , d(0) = d0, (2.6)

где матрицы Ā(t) : T → R
nyz×nyz и B̄(t) : T → R

nyz×k могут быть выписаны явно [16], а на-
чальное состояние d0 получено из D0 по формуле (2.5). Произведение диагональных матриц
U2(t)U

′
2(t) приводит к появлению управляющего вектора v(t) = (u221(t), u

2
22(t), . . . , u

2
2k(t)), име-

ющего ограниченную на T вариацию и для всех t ∈ T принимающего значения из некоторого
выпуклого компакта Sv ∈ R

k. В общем случае восстанавливается именно вектор-функция v(t).
При дополнительных, достаточно естественных, ограничениях на реальный вектор u2(t) воз-
можна и его реконструкция.

Измерения первых q координат вектора x обеспечивают оценку типа (1.2) для (q2+q)/2 ко-
ординат вектора d, номера которых находятся из (2.5). Обозначим ny = (q2+q)/2, nz = nyz−ny.
Определим Iy как ny-мерный упорядоченный по возрастанию массив индексов, соответствую-
щих измеряемым координатам вектора d:

Iy = {sp}, sp ∈ [1 : nyz], p ∈ [1 : ny], sp = (n− i/2)(i − 1) + j, i, j ∈ [1 : q], i ≤ j,

а также Iz как nz-мерный упорядоченный по возрастанию массив индексов, соответствующих
неизмеряемым координатам вектора d.

Введем следующие матрицы:

Cd
1 = {cd1ps}, p ∈ [1 : ny], s ∈ [1 : nyz], cd1ps = 1, если s = Iy[p], c

d
1ps = 0 в противном случае;

Dd
1 = {dd1ps}, p ∈ [1 : nz], s ∈ [1 : nyz], dd1ps = 1, если s = Iz[p], d

d
1ps = 0 в противном случае;

Cd
2 = (Cd

1 )
′
; Dd

2 = (Dd
1)

′
.

Тогда ny-мерный вектор Cd
1d — измеряемая часть d, а nz-мерный вектор Dd

1d — его неизмеря-
емая часть. Обозначим yd = Cd

1d, zd = Dd
1d. Умножая уравнение (2.6) поочередно на матрицы

Cd
1 и Dd

1 , учитывая равенство d = Cd
2yd+Dd

2zd, приходим к системе с разделением измеряемых
и неизмеряемых компонент:

ẏd(t) = Ad
1y(t)yd(t) +Ad

1z(t)zd(t) +Bd
1(t)v(t), yd(0) = yd0, (2.7)

żd(t) = Ad
2y(t)yd(t) +Ad

2z(t)zd(t) +Bd
2(t)v(t), zd(0) = zd0, (2.8)
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где Ad
1y = Cd

1 ĀC
d
2 , Ad

1z = Cd
1 ĀD

d
2 , Bd

1 = Cd
1 B̄, yd0 = Cd

1d0, Ad
2y = Dd

1ĀC
d
2 , Ad

2z = Dd
1ĀD

d
2 ,

Bd
2 = Dd

1B̄, zd0 = Dd
1d0.

Теперь для систем (2.2), (2.3) и (2.7), (2.8) можно переформулировать исходную задачу
восстановления. По ходу развития процесса в дискретные моменты времени τi ∈ T , τi = iδ,
δ = ϑ/l(N), i ∈ [0 : l(N)] поступает информация, позволяющая оценить части фазового состо-
яния указанных систем, соответственно, векторы ym(τi) и yd(τi). Полагаем, что выполняется
следующее соотношение, соответствующее (1.2):

P
(

max
i∈[1:l(N)]

{
∥

∥ξNmi − ym(τi)
∥

∥

Rq ,
∥

∥ξNdi − yd(τi)
∥

∥

R
ny

}

≤ h(N)
)

= 1− g(N), (2.9)

где оценочные векторы ξNmi ∈ R
q и ξNdi ∈ R

ny естественным образом получены из оценок mN
qi и

DN
qi , а h(N) → 0 и g(N) → 0 при N → ∞.

Требуется указать алгоритм динамического восстановления неизвестных возмущений u1(t)
и v(t) по информации (2.9), причем вероятность сколь угодно малого отклонения приближе-
ний от искомых входов в метрике соответственно пространств L2(T ;R

r) и L2(T ;R
k) должна

быть близка к 1 при достаточно большом N и специальным образом согласованном с N шаге
временной дискретизации δ = δ(N) = ϑ/l(N).

В такой формулировке задача соответствует задаче, рассмотренной, например, в [4]. В на-
стоящей работе показано, что конечношаговый разрешающий алгоритм, предложенный в [2]
для случая измерения всех координат фазового вектора в ОДУ и распространенный в [4] на
случай измерения части координат, применим к решению полученной для систем (2.2), (2.3) и
(2.7), (2.8) задачи, поскольку допускает конструктивное согласование своих параметров с ко-
личеством доступных измерению реализаций исходного случайного процесса, при этом легко
проверяемые достаточные условия разрешимости задачи фактически формулируются в терми-
нах исходной системы (1.1). Отметим, что задача гарантирующего позиционного управления
в условиях дефицита информации для линейного СДУ при наличии управлений в детермини-
рованном и стохастическом членах уравнения рассмотрена в [16].

3. Алгоритм восстановления неизвестных возмущений

Разрешающий алгоритм будем строить в случае выполнения следующего условия.

У с л о в и е. Размерность неизвестной вектор-функции u1(·) не превосходит размерности
компоненты ym(·) (см. (2.2)) (r ≤ q), и при всех t ∈ T матрица Bm

1 (t) имеет ранг, равный r,
т. е. является матрицей полного ранга. Размерность неизвестной вектор-функции v(·) не пре-
восходит размерности компоненты yd(·) (см. (2.7)) (k ≤ ny), и при всех t ∈ T матрица Bd

1(t)
имеет ранг, равный k, т. е. является матрицей полного ранга.

Такое условие гарантирует единственность функций u1(·) и v(·), определяющих решения
(ym(·), zm(·)) и (yd(·), zd(·)) систем (2.2), (2.3) и (2.7), (2.8) соответственно. Обоснование этого
утверждения опирается на свойства псевдообратной матрицы для матрицы полного ранга
[4;17] и, за вычетом малозначительных деталей, следует аналогичным рассуждениям из [4;5].
Отметим, что количество измеряемых координат q исходной системы (1.1) должно быть не
меньше размерности возмущения u1(·), но может быть меньше размерности возмущения v(·).

Алгоритм, приведенный ниже, является приложением вычислительной процедуры из [4]
к системам (2.2), (2.3) и (2.7), (2.8). В начальный момент τ0 = 0 фиксируется значение N ,
определяются величины lN = l(N), hN = h(N) и gN = g(N) (см. (2.9)) и строится равномер-
ное разбиение промежутка T с шагом δN = ϑ/lN : τi ∈ T, τi = iδN , i ∈ [0 : lN ]. Вводится
управляемая система-модель, фактически содержащая два независимых блока, относящихся
к системам (2.2), (2.3) и (2.7), (2.8). Фазовый вектор модели обозначим через w(t); он состо-
ит из двух троек: (i) q-мерного вектора wmy(t), (n − q)-мерного вектора wmz(t), q-мерного
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вектора wmu(t) и (ii) ny-мерного вектора wdy(t), nz-мерного вектора wdz(t), ny-мерного век-
тора wdv(t). Динамика модели и ее начальное состояние определяются соотношениями

ẇmy(t) = ūNi , ẇdy(t) = v̄Ni ,

ẇmz(t) = Am
2y(τi)ξ

N
mi +Am

2z(τi)wmz(τi)

+Bm
2 (τi)B

m+
1 (τi)(ū

N
i −Am

1y(τi)ξ
N
mi −Am

1z(τi)wmz(τi)− Cm
1 f(τi)) +Dm

1 f(τi),

ẇdz(t) = Ad
2y(τi)ξ

N
di +Am

2z(τi)wdz(τi) +Bd
2(τi)B

d+
1 (τi)(v̄

N
i −Ad

1y(τi)ξ
N
di −Ad

1z(τi)wdz(τi)),

ẇmu(t) = Am
1y(τi)ξ

N
mi +Am

1z(τi)wmz(τi) +Bm
1 (τi)û

N
i + Cm

1 f(τi),

ẇdv(t) = Ad
1y(τi)ξ

N
di +Ad

1z(τi)wdz(τi) +Bd
1(τi)v̂

N
i ,

t ∈ (τi, τi+1], i ∈ [0 : lN − 1], wmy(τ0) = ym0, wmz(τ0) = zm0, wmu(τ0) = ym0,

wdy(τ0) = yd0, wdz(τ0) = zd0, wdv(τ0) = yd0. (3.1)

Здесь ūNi , v̄Ni , ûNi , v̂Ni — управляющие воздействия соответствующих размерностей, вычис-
ляемые позиционно в момент τi по правилам, которые конкретизируются ниже.

Динамика (3.1) выбирается из следующих соображений. Движение вспомогательных ком-
понент wmy(t) и wdy(t) при подходящем выборе модельных управлений

ūN (t) = ūNi , v̄N (t) = v̄Ni , t ∈ (τi, τi+1], i ∈ [0 : lN − 1],

обеспечивает аппроксимацию координат ym(t) и yd(t). Тогда, пользуясь оценкой (2.9) и фор-
мальным выражением возмущений u1(t) и v(t) из уравнений (2.2) и (2.7) с заменой ẏm(t) и
ẏd(t) на ūNi и v̄Ni соответственно, ожидаем близость wmz(t) к zm(t) и wdz(t) к zd(t), что, в свою
очередь, делает возможным отслеживание компонентами wmu(t) и wdv(t) координат ym(t) и
yd(t) посредством выбора модельных управлений

ûN (t) = ûNi , v̂N (t) = v̂Ni , t ∈ (τi, τi+1], i ∈ [0 : lN − 1],

приближающих в нужном смысле функции u1(t) и v(t). Очевидно, нетрудно записать дискрет-
ный аналог модели (3.1).

Работа алгоритма разбивается на lN однотипных шагов. На i-м шаге, который выпол-
няется на интервале (τi, τi+1], исходными данными для вычислений служат оценки ξNmi, ξ

N
di и

сформированное к этому моменту состояние модели w(τi). Предполагая покоординатную огра-
ниченность правых частей уравнений (2.2) и (2.7) константой K̄ (ее существование очевидно),
находим s-ю координату ūNis вектора ūNi и s-ю координату v̄Nis вектора v̄Ni из соотношений

ūNis = −K̄ sign(wmys(τi)− ξNmis), s ∈ [1 : q], v̄Nis = −K̄ sign(wdys(τi)− ξNdis), s ∈ [1 : ny]. (3.2)

Вторая пара модельных управлений определяется следующим образом: ûNi и v̂Ni суть един-
ственные решения соответствующих экстремальных задач

ûNi = argmin
{

2〈wmu(τi)− ξNmi, B
m
1 (τi)u〉+ αN ‖u‖2

Rr : u ∈ Su1

}

(3.3)
v̂Ni = argmin

{

2〈wdv(τi)− ξNdi , B
d
1(τi)v〉+ αN ‖v‖2

Rk : v ∈ Sv

}

,

где αN = α(hN ) — параметр регуляризации. В нашем случае управления (3.3) очевидным
образом находятся явно. После вычисления управлений по формулам (3.2) и (3.3) пересчиты-
вается согласно дискретному аналогу (3.1) состояние модели w(τi+1). Процесс заканчивается
в конечный момент времени ϑ.
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Теорема. Пусть выполняются условия согласования параметров

hN → 0, gN → 0, δN → 0, αN → 0,
δN + hN

αN
→ 0 при N → ∞. (3.4)

Тогда для модельных управлений ûN (·) и v̂N (·), формируемых согласно (3.3), имеет место

сходимость

P
(

max{ ‖ûN (·) − u1(·)‖L2(T ;Rr), ‖v̂
N (·)− v(·)‖L2(T ;Rk)} → 0

)

→ 1 при N → ∞. (3.5)

При дополнительных предположениях справедлива следующая оценка точности алгоритма

относительно количества реализаций процесса, доступных измерению:

P
(

max{ ‖ûN (·)−u1(·)‖L2(T ;Rr), ‖v̂
N (·)−v(·)‖L2(T ;Rk)} ≤ C1

( 1

N

)2/13 )

= 1−C2

( 1

N

)2/13
, (3.6)

где C1 и C2— некоторые константы, не зависящие от N , u1(·) и v(·).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Сходимость (3.5) непосредственно следует из приложения ре-
зультатов работы [4] к системам (2.2), (2.3) и (2.7), (2.8) и из соотношений (2.9) и (3.4).
Для вывода (3.6) используем оценки, полученные для неизмеряемых координат исходной си-
стемы [4, с. 39]. В рассматриваемом случае они переписываются следующим образом:

P
(

∀i ∈ [0 : lN ] max{ ‖wmz(τi)− zm(τi)‖Rn−q , ‖wdz(τi)− zd(τi)‖Rnz } ≤ C̄1(h
N + δN )

)

= 1− gN . (3.7)

Здесь и ниже через C̄i будем обозначать вспомогательные константы, которые не зависят от
оцениваемых величин и могут быть выписаны явно.

Соотношения (3.7) дают возможность считать, что с вероятностью 1− gN неточно измеря-
ются (восстанавливаются) все координаты систем (2.2), (2.3) и (2.7), (2.8). Отсюда, переписы-
вая полученную в [18] в предположении об ограниченности вариации реальных возмущений
оценку скорости сходимости алгоритма восстановления для случая измерения всех координат
фазового вектора в виде

max
{

‖ûN (·)− u1(·)‖L2(T ;Rr), ‖v̂
N (·)− v(·)‖L2(T ;Rk)

}

≤ C̄2

((hN + δN )2

(αN )2
+ αN

)1/2

и полагая δN ≤ C̄3h
N и αN = C̄4(h

N )2/3 (см. [18, с. 76]), имеем

P
(

max{ ‖ûN (·) − u1(·)‖L2(T ;Rr), ‖v̂
N (·)− v(·)‖L2(T ;Rk)} ≤ C̄5(h

N )1/3
)

= 1− gN . (3.8)

Покажем, что стандартные оценки mN
i математического ожидания m(τi) и DN

i ковари-
ационной матрицы D(τi), построенные по N (N > 1) реализациям x1(τi), x

2(τi), . . . , x
N (τi)

случайных величин x(τi), i ∈ [1 : lN ], по следующим правилам [14, гл. 22]:

mN
i =

1

N

N
∑

r=1

xr(τi), DN
i =

1

N − 1

N
∑

r=1

(xr(τi)−mN
i )(xr(τi)−mN

i )′, (3.9)

обеспечивают выполнение свойства (1.2) (и, следовательно, (2.9)).
Соотношения, которые связывают параметры из (3.4), определяющие алгоритм восстанов-

ления, и количество доступных измерению реализаций процесса N , могут быть получены в
явном виде для оценок (3.9) посредством незначительной технической переработки результа-
тов [10; 16]; приведем явные формулы:

Em =
{

∀i ∈ [0 : lNm ]
∥

∥mN
i −m(τi)

∥

∥

Rn ≤ hNm
}

, P (Em) = 1− gNm ,
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hNm = C̄6

( 1

N

)1/2−ǫ
, δNm = ϑ/lNm = C̄7

( 1

N

)α
, gNm = C̄8

( 1

N

)1−α
; (3.10)

Ed = {∀i ∈ [0 : lNd ]
∥

∥

∥
DN

i −D(τi)
∥

∥

∥

Rn×n
≤ hNd }, P (Ed) = 1− gNd ,

hNd = C̄9

( 1

N

)1/2−ǫ
, δNd = ϑ/lNd = C̄10

( 1

N

)α(1/2+3ǫ)
, gNd = C̄11

( 1

N

)(1−α)(1/2+3ǫ)
, (3.11)

где 0 < ǫ < 1/2, 0 < α < 1.
С целью рассмотрения в оценках (3.10) и (3.11) одного и того же разбиения отрезка T

точками τi положим

hN = C̄12

( 1

N

)1/2−ǫ
, δN = C̄13

( 1

N

)min{α,α(1/2+3ǫ)}
, gN = C̄14

( 1

N

)min{1−α,(1−α)(1/2+3ǫ)}
.

Отметим, что величины hN , δN и gN совпадают по порядку малости либо с тройкой hNm, δNm
и gNm , либо с тройкой hNd , δNd и gNd . Тогда, “загрубляя” более точную по порядку относитель-
но 1/N из оценок (3.10), (3.11) и используя то, что статистические выборочные оценки (3.9)
независимы [14], можем записать

P (EmEd) = P
(

max
i∈[1:lN ]

{
∥

∥

∥
mN

i −m(τi)
∥

∥

∥

Rn
,
∥

∥

∥
DN

i −D(τi)
∥

∥

∥

Rn×n

}

≤ hN
)

= (1− gN )2 ≥ 1− 2gN .

Рассмотрим два случая.

1. Пусть 1/2 + 3ǫ < 1, ǫ < 1/6. Тогда

hN = C̄12

( 1

N

)1/2−ǫ
, δN = C̄13

( 1

N

)α(1/2+3ǫ)
, gN = C̄14

( 1

N

)(1−α)(1/2+3ǫ)
. (3.12)

Для выполнения неравенства δN ≤ C̄3h
N достаточно положить 1/2− ǫ = α(1/2 + 3ǫ), откуда

ǫ =
1− α

2(3α + 1)
, 0 < ǫ < 1/2 при 0 < α < 1. Для найденного ǫ в соотношениях (3.12) показа-

тель степени величины 1/N у hN и δN равен
2α

3α+ 1
, а у gN —

2(1 − α)

3α+ 1
. Для получения оцен-

ки (3.6), учитывая формулу (3.8), полагаем
2α

3(3α + 1)
=

2(1− α)

3α+ 1
, откуда α = 3/4, ǫ = 1/26 и,

следовательно, показатели степени величины 1/N в (3.6) равны 2/13.

2. Пусть 1/2 + 3ǫ ≥ 1, ǫ ≥ 1/6. Тогда

hN = C̄12

( 1

N

)1/2−ǫ
, δN = C̄13

( 1

N

)α
, gN = C̄14

( 1

N

)1−α
.

Очевидно, наибольший показатель степени величины 1/N в аппроксимационной части оцен-
ки (3.6) равен 1/9, что хуже, чем полученный в предыдущем случае. Теорема доказана.

Заключение

В настоящей работе исследована достаточно общая постановка обратной задачи для ли-
нейного СДУ, предполагающая динамическую реконструкцию двух неизвестных неслучайных
возмущений, входящих в детерминированный и стохастический члены уравнения. В качестве
входной информации используются точные измерения некоторого количества реализаций ча-
сти координат случайного процесса в дискретные моменты времени. Задача сведена к обратной
задаче для двух систем ОДУ, которым удовлетворяют математическое ожидание и ковариаци-
онная матрица исходного процесса. Для ее решения предложена конструктивная модифика-
ция известного алгоритма восстановления, разработанного для частично наблюдаемых систем
ОДУ. Основным результатом статьи является оценка точности алгоритма относительно коли-
чества доступных измерению реализаций. Отметим, что ряд вопросов, связанных с рассматри-
ваемой постановкой, остается открытым. Например, представляются возможными улучшение
порядка точности оценки (3.6) при дополнительных предположениях и исследование случая
зашумленных измерений траекторий исходного СДУ.
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