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Введение

Как известно (см., например, [1–7]), в поздние годы своей жизни Л.С.Понтрягин зани-
мался теорией дифференциальных игр преследования-убегания. В работе [1] он рассмотрел,
в частности, контрольный пример, на котором опробовал свою весьма сложную нелинейную
теорию решения задач качества (этот термин введен Р. Айзексом в [8]). Понтрягинскому кон-
трольному примеру весьма повезло в литературе по теории дифференциальных игр: его часто
используют для иллюстрации новых методов решения задачи качества (см., например, [9]).
В работах [3–5] Л.С.Понтрягин разработал два конструктивных прямых метода решения зада-
чи качества в линейных дифференциальных играх преследования-убегания. Для этих методов
характерно широкое использование теории многозначных отображений и выпуклого анализа.
С помощью прямых методов исследование контрольного примера проводится весьма просто
и конструктивно (см., например, [5; 7]).

Отметим, что эти результаты получены Л.С.Понтрягиным в его специальной формализа-
ции дифференциальной игры. С точки зрения общей теории позиционных дифференциальных
игр Н.Н.Красовского и его школы (см., например, [10]), прямые методы Л.С.Понтрягина поз-
воляют конструктивно построить так называемое u-стабильное множество, с помощью кото-
рого можно эффективно решать задачу качества, используя соответствующую позиционную
стратегию Н.Н.Красовского. Л.С.Понтрягин неоднократно отмечал это важное обстоятель-
ство, как существенно расширяющее возможности его методов.

Настоящая статья посвящена изучению некоторого обобщения исходного контрольного
примера Л.С.Понтрягина с помощью его первого прямого метода. Обобщение состоит в том,
что числовые коэффициенты заменяются на матричные.

1Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект 14-50-00005).
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1. Об исходном контрольном примере Л. С. Понтрягина

Здесь мы коротко рассмотрим исходный контрольный пример Л. С.Понтрягина из [1].
Пусть динамика догоняющего объекта описывается системой дифференциальных уравне-

ний
ẋ1 = x2,

ẋ2 = −αx2 − u,
(1)

где x1, x2, u — k-мерные (k > 1) векторы из стандартного действительного евклидова арифме-
тического пространства R

k, элементами которого являются упорядоченные наборы из k чисел,
записываемые в виде столбцов; α > 0 — числовой коэффициент. Пусть динамика убегающего
объекта описывается системой дифференциальных уравнений

ẏ1 = y2,

ẏ2 = −βy2 + v,
(2)

где y1, y2, v — k-мерные (k > 1) векторы из R
k, β > 0 — числовой коэффициент. В R

4k

выделено терминальное множество M из векторов z =









x1
x2
y1
y2









таких, что

x1 = y1. (3)

Систему линейных уравнений (3) можно переписать в виде

Nz = 0, (4)

где блочная матрица N размерности k × 4k имеет вид

N = (Ek, Ok,−Ek, Ok). (5)

Здесь Ek — единичная матрица порядка k, Ok — нулевая матрица порядка k.
Целью догоняющего объекта (1) является по возможности быстрое выведение вектора

z(t) =









x1(t)
x2(t)
y1(t)
y2(t)









(6)

на M из начального состояния

z0 =









x1(0)
x2(0)
y1(0)
y2(0)









(7)

с помощью подходящего выбора измеримого управления u(t) ∈ P , t > 0, на основании доступ-
ной информации о ходе игры.

Убегающий объект (2) применяет произвольное измеримое управление v(t) ∈ Q, t > 0,
и он, вообще говоря, противодействует цели догоняющего объекта.

Для краткого изложения конструкций первого прямого метода Л.С. Понтрягина примени-
тельно к исследуемой дифференциальной игре рассмотрим следующие блочные матрицы (ср.
с (1), (2)):

A =

(

A1, O2k

O2k, A2

)

, (8)
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где

A1 =

(

Ok, Ek

Ok, −αEk

)

, (9)

A2 =

(

Ok, Ek

Ok, −βEk

)

, (10)

B =









Ok

Ek

Ok

Ok









, C =









Ok

Ok

Ok

Ek









.

В дальнейшем считаем, что
u ∈ P ⊂ R

k, v ∈ Q ⊂ R
k, (11)

где
P = ρS1(0), Q = σS1(0), (12)

причем константы ρ > 0, σ > 0, S1(0) — шар из R
k с центром в 0 и радиуса 1.

В соответствии с первым прямым методом Л.С.Понтрягина при r > 0 надо вычислить
множество

ŵ(r) = NerABP ∗−NerACQ, (13)

где erA — экспоненциал матрицы rA (см. [11]), символ “ ∗− ” означает геометрическую разность
множеств. Напомним известное

О п р е д е л е н и е 1. Пусть X, Y — непустые множества из R
k. Тогда геометрическая

разность X ∗− Y определяется формулой

X ∗− Y =
⋂

y∈Y

(X − y).

Можно показать, что в рассматриваемой дифференциальной игре при r > 0 имеет место
формула (см. (13))

ŵ(r) = ρ
1− e−αr

α
S1(0) ∗− σ

1− e−βr

β
S1(0). (14)

Чтобы при данном r > 0 множество ŵ(r) было непустым, необходимо и достаточно, чтобы
выполнялось неравенство

ρ
1− e−αr

α
> σ

1− e−βr

β
. (15)

Многозначное отображение ŵ(r) (см. (13), (14)) используется в первом прямом методе сле-
дующим образом. Пусть ŵ(r) 6= ∅ при r ∈ [0, θ], где θ > 0 — некоторое число. Пусть при
некотором τ ∈ [0, θ] для начальной точки z0 (см. (7)) рассматриваемой дифференциальной
игры, не принадлежащей терминальному множеству M (см. (3)–(5)), выполняется включение

NeτAz0 ∈

τ
∫

0

ŵ(r) dr, (16)

где интеграл от ŵ(r) на [0, τ ] понимается в смысле теории многозначных отображений (см.,
например, [11]).

Нам будет полезно следующее

О п р е д е л е н и е 2. Векторная функция U(t, v) : [0,+∞) × Q → P называется супер-
позиционно измеримой, если функция U(t, v(t)) при t > 0 является измеримой по Лебегу для
произвольной измеримой функции v(t) ∈ Q, t > 0.
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В теории дифференциальных игр важным является выбор множеств стратегий игроков.
В [7] мы фиксировали в качестве стратегий догоняющего суперпозиционно измеримые функ-
ции U(t, v) и в качестве стратегий убегающего — программные измеримые функции v(t) ∈ Q,
t > 0. В этих классах стратегий при выше сделанных предположениях для начальной точки z0
(см. (16)) с помощью первого прямого метода Л.С.Понтрягина обосновывается утверждение:
существует такая суперпозиционно измеримая стратегия U(t, v), что при любой измеримой
функции v(t) ∈ Q, t > 0, соответствующее решение (6) системы (1), (2) с начальным услови-
ем (7) попадает на терминальное множество M (см. (3)–(5)) не позже момента τ , т. е. окончание
преследования произойдет не позже момента τ .

Большой интерес для приложений представляет нахождение условий на положительные
константы α, β, ρ, σ, при которых при всех r > 0 выполняется неравенство (15). Л.С. Понт-
рягин в [1] нашел такие условия в виде одновременного выполнения двух неравенств

ρ > σ,
ρ

α
>

σ

β
. (17)

При выполнении этих неравенств множество ŵ(r) (см. (13)) непусто при всех r > 0 и вычис-
ляется по формуле

ŵ(r) =
(

ρ
1− e−αr

α
− σ

1− e−βr

β

)

S1(0),

при этом соотношение (16) переписывается в виде включения

x1(0) +
1− e−ατ

α
x2(0) − y1(0) −

1− e−βτ

β
y2(0) ∈

τ
∫

0

(

ρ
1− e−αr

α
− σ

1− e−βr

β

)

dr S1(0). (18)

Отсюда нетрудно видеть (ср. с (17)), что при ρ > σ,
ρ

α
>

σ

β
включение (18) выполняется для

каждого начального состояния z0 /∈ M при достаточно большом τ > 0, т. е. в исследуемой
дифференциальной игре преследование может быть гарантированно завершено за конечное
время τ .

2. Изучение обобщенного контрольного примера Л. С.Понтрягина

Здесь мы рассмотрим следующее обобщение задачи преследования-убегания (1)–(5). Пусть
динамика догоняющего объекта описывается системой дифференциальных уравнений (ср.
с (1))

ẋ1 = x2,

ẋ2 = Ax2 − u,
(19)

где x1, x2 — k-мерные (k > 1) векторы из R
k, A — квадратная матрица порядка k.

Пусть динамика убегающего объекта описывается системой дифференциальных уравнений
(ср. с (2))

ẏ1 = y2,

ẏ2 = By2 + v,
(20)

где y1, y2, v — k-мерные векторы из R
k (k > 1), B — квадратная матрица порядка k. Пусть

терминальное множество M из R
4k описывается соотношениями (3)–(5). В (19), (20) на управ-

ляющие векторы догоняющего и убегающего u, v из R
k накладываются геометрические огра-

ничения (11), (12). Для этой новой дифференциальной игры мы проведем вычисления в со-
ответствии с конструкциями первого прямого метода Л.С.Понтрягина по образцу разд. 1,
в котором было A = −αEk, B = −βEk.
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В настоящем разделе блочную матрицу A (см. (8)) мы определим несколько иначе (ср.
с (9), (10)):

A1 =

(

Ok, Ek

Ok, A

)

,

A2 =

(

Ok, Ek

Ok, B

)

.

Для множества ŵ(r) (см. (13)) при r > 0 можно обосновать формулу

ŵ(r) = D(r)P ∗− F (r)Q, (21)

где

D(r) =

r
∫

0

esA ds, F (r) =

r
∫

0

esB ds, (22)

здесь esA, esB — экспоненциалы матриц sA, sB соответственно. Отметим, что D(0) = Ok,
F (0) = Ok. Поэтому множество ŵ(0) 6= ∅ при произвольных ρ > 0, σ > 0.

Для дальнейшего важную роль играет следующая

Лемма. Матрицы D(r), F (r) (см. (22)) являются невырожденными при r > 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Проведем доказательство для матрицы D(r). Для матрицы F (r)
оно проводится аналогично. Хорошо известно (см., например, [12; 13]), что существует такая
невырожденная квадратная матрица L порядка k (вообще говоря, с комплексными коэффи-
циентами), что

A = L−1ΛL, (23)

где квадратная матрица Λ порядка k является жордановой формой для матрицы A и, следо-
вательно, имеет блочно-диагональный вид. Соответствующие квадратные блоки называются
клетками Жордана. Клетки Жордана для матрицы Λ обозначим G1, . . . , Gm. Отметим, что
1 6 m 6 k и что для их порядков rj (j = 1, . . . ,m) справедливы соотношения

1 6 rj 6 k, r1 + . . .+ rm = k.

Напомним некоторые известные факты о строении клетки Жордана Jλ порядка l > 1,
соответствующей собственному значению λ. Если l = 1, то Jλ — это число λ. Если l > 2, то
элементы главной диагонали Jλ совпадают с λ, элементы di,i+1 = 1, где i = 1, . . . , l − 1, и все
остальные элементы Jλ являются нулевыми.

Итак, на главной диагонали клеток Жордана Gj , i = 1, . . . ,m, стоят собственные значе-
ния λj матрицы A. Учитывая сказанное, можно обосновать следующую формулу (см. (23))
при t > 0:

etA = L−1etΛL, (24)

причем матрица etΛ имеет блочно-диагональный вид

etΛ = diag{etG1 , . . . , etGm}. (25)

Отметим, что матрицы etGj , j = 1, . . . ,m, могут быть вычислены в явном виде (см. [13, фор-
мула (1), с. 243 ]). Для нас важно, что матрица etGj , j = 1, . . . ,m, имеет верхнетреугольный
вид и что на ее главной диагонали стоит величина etλj . Из соотношений (24), (25) получаем
при r > 0

r
∫

0

esA ds = L−1

r
∫

0

esΛ dsL = L−1 diag

{

r
∫

0

esG1 ds, . . . ,

r
∫

0

esGm ds

}

L.
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Из сказанного вытекает, что матрица

∫ r

0
esGj ds, j = 1, . . . ,m, является верхнетреугольной,

причем на ее главной диагонали стоит величина

∫ r

0
esλj ds, а для детерминанта матрицы

D(r) =

∫ r

0
esA ds при r > 0 справедлива формула

detD(r) =
m
∏

j=1

fj(r), (26)

где

fj(r) =

(

r
∫

0

esλj ds

)rj

. (27)

Отметим, что при r > 0 справедливы формулы

r
∫

0

esλ ds =











erλ − 1

λ
, если λ 6= 0,

r, если λ = 0.

(28)

Из соотношений (26)–(28) вытекает невырожденность матрицы D(r) (см. (22)) при r > 0.

Лемма доказана.

Используя лемму и формулу (21), нетрудно показать, что при r > 0

ŵ(r) = D(r)(P ∗−D−1(r)F (r)Q). (29)

Таким образом, чтобы обеспечить непустоту ŵ(r) при данном r > 0, достаточно, чтобы вы-
полнялось соотношение

P ∗−H(r)Q 6= ∅,

где

H(r) = D−1(r)F (r) (30)

при r > 0.

Изучим поведение матричной функции H(r) при r → 0+. Отметим, что

esA = Ek +O1(s), esB = Ek +O2(s), (31)

где для матричных функций O1(s), O2(s) при s ∈ [0, 1] имеют место неравенства

‖O1(s)‖ 6 c1s, ‖O2(s)‖ 6 c2s;

здесь ‖ · ‖ означает операторную норму матрицы, ci > 0 — положительные константы. Из (31)
при r ∈ [0, 1] вытекают соотношения (см. (22))

D(r) = r(Ek +O3(r)),

F (r) = r(Ek +O4(r)),
(32)

где

‖O3(r)‖ 6 c3r, ‖O4(r)‖ 6 c4r,

c3, c4 — положительные константы. Из формул (30), (32) при r ∈ (0, 1] следует соотношение

H(r) = (Ek +O3(r))
−1(Ek +O4(r)).
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Отсюда с помощью известного результата об обратимости матрицы, близкой к единичной
матрице (см., например, в [14, гл. IV, § 5, теорема 5]), при r ∈ (0, 1] получаем формулу

H(r) = Ek +O5(r),

где для матрицы O5(r) выполнено неравенство

‖O5(r)‖ 6 c5r,

c5 — положительная константа. Из сказанного вытекает, что матричную функцию H(r) (см. (30))
естественно доопределить при r = 0 в виде H(0) = Ek. После такого доопределения матричная
функция H(r) становится непрерывной при r > 0. Отсюда получаем, что при произвольном
фиксированном θ > 0 корректно определена величина

γ(θ) = max
r∈[0,θ]

‖H(r)‖.

Из сказанного следует

Теорема. При произвольном фиксированном θ > 0 и выполнении неравенства

ρ > γ(θ)σ

множество ŵ(r) (см. (29)) непусто при r ∈ [0, θ], т. е. первый прямой метод Л. С.Понтрягина

можно применять на [0, θ] в рассматриваемой дифференциальной игре преследования-убегания.
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