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Введение

В приложениях часто встречаются прикладные задачи, описываемые интегро-дифферен-
циальными уравнениями в частных производных [1–3]. Имеется множество исследований,
посвященных задачам управления процессами, описываемыми интегро-дифференциальными
уравнениями, например [4–8].

Однако задачи управления процессами, описываемыми интегро-дифференциальными урав-
нениями в случае, когда функция внешнего воздействия нелинейно зависит от функции управ-
ления, изучены мало, и публикаций по этой проблеме немного [9; 10].

В данной статье исследуется задача оптимального управления упругими колебаниями,
описываемыми фредгольмовыми интегро-дифференциальными уравнениями в случае, когда
функция граничного воздействия нелинейно зависит от нескольких параметров управления.
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В исследовании использовано понятие обобщенного решения краевой задачи управляемого
процесса.

Согласно принципу максимума для систем с распределенными параметрами [3;11] установ-
лено, что оптимальное управление удовлетворяет одновременно соотношениям типа равенств и
неравенств. Соотношения типа равенств приводят к системе нелинейных интегральных урав-
нений, которые обладают свойством равных отношений, а вторые — к дифференциальным
неравенствам относительно функции граничного источника. Обнаружено, что свойство рав-
ных отношений существенно упрощает процедуру построения как оптимального векторного
управления, так и полного решения задачи нелинейной оптимизации. В частности, компоненты
оптимального векторного управления определяются посредством решения лишь одного ска-
лярного нелинейного интегрального уравнения. Свойство равных отношений является одной
из особенностей рассматриваемой задачи. Сравнение с результатами работ [12; 13] показыва-
ет, что это свойство, которое появляется при векторном управлении, не зависит от природы
управляемого процесса, т. е. оно является естественным для задач оптимизации с векторными
управлениями.

В статье найдены достаточные условия существования единственного решения задачи оп-
тимизации и разработан алгоритм построения полного решения задачи оптимизации в виде
оптимального управления, оптимального процесса и минимального значения функционала.

1. Постановка задачи оптимального управления

Рассмотрим задачу оптимизации, где требуется минимизировать интегральный функцио-
нал

I[ϑ1(t), . . . , ϑm(t)] =

∫

Q

(

(

V (T, x)− ξ1(x)
)2

+
(

Vt(T, x)− ξ2(x)
)2
)

dx

+ 2β

T
∫

0

M [t, ϑ1(t), . . . , ϑm(t)]dt, β > 0, (1.1)

на множестве решений краевой задачи

Vtt −AV = λ

T
∫

0

K(t, τ)V (τ, x)dτ + g(t, x), x ∈ Q, 0 < t ≤ T, (1.2)

V (0, x) = ψ1(x), Vt(0, x) = ψ2(x), x ∈ Q, (1.3)

ΓV (t, x) ≡
n
∑

i,j

aij(x)Vxj
cos(ν, xi) + a(x)V = b(t, x)p[t, ϑ1(t), . . . , ϑm(t)], x ∈ γ, 0 < t < T.

(1.4)
Здесь A — эллиптический оператор, действующий по формуле

AV (t, x) =

n
∑

i,j=1

(

aij(x)Vxj
(t, x)

)

xi
− c(x)V (t, x),

a(x) ≥ 0, c(x) ≥ 0 — известные измеримые функции; Q — область n-мерного эвклидового
пространства R

n с кусочно-гладкой границей γ; ν — вектор нормали, исходящий из точки
x ∈ γ; K(t, τ) — заданная функция, определенная в области D = {0 ≤ t ≤ T, 0 ≤ τ ≤ T} и
удовлетворяющая условию

T
∫

0

T
∫

0

K2(t, τ)dτdt = K0 <∞, K(t, τ) ∈ H(D).
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При этом










ψ1(x) ∈ H1(Q), ψ2(x) ∈ H(Q), ξ1(x) ∈ H(Q), ξ2(x) ∈ H(Q),

g(t, x) ∈ H(QT ), b(t, x) ∈ H(γT ), p[t, ϑ1(t), . . . , ϑm(t)] ∈ H(0, T ),

QT = Q× (0, T ), γT = γ × (0, T )

(1.5)

— заданные функции, причем функция p[t, ϑ1(t), . . . , ϑm(t)] нелинейно зависит от функцио-
нальных аргументов ϑ1(t), . . . , ϑm(t), ϑi(t) ∈ H(0, T ) (i = 1, 2, 3, . . . ,m), которые являются
управлениями, и удовлетворяет условиям

pϑi
[t, ϑ1(t), . . . , ϑm(t)] 6= 0 ∀t ∈ (0, T ), i = 1, 2, 3, . . . ,m; (1.6)

M [t, ϑ1(t), . . . , ϑm(t)] — заданная функция, строго выпуклая по функциональным аргумен-
там; T — фиксированный момент времени, H(Y ) — гильбертово пространство квадратично-
суммируемых функций, определенных на множестве Y ; H1(Q) — соболево пространство пер-
вого порядка.

Известно [14, гл. 2, § 3], что при условиях (1.5), налагаемых на исходные функции, кра-
евая задача (1.2)–(1.4) не может иметь классического решения. Поэтому будем пользоваться
понятием обобщенного решения краевой задачи (1.2)–(1.4).

О п р е д е л е н и е. Под обобщенным решением краевой задачи (1.2)–(1.4) понимается
функция V (t, x) ∈ H(QT ), которая удовлетворяет интегральному тождеству

∫

Q

[

VtΦ− V Φt

]t2

t1
dx ≡

t2
∫

t1

∫

Q

(

− V Φtt −
n
∑

i,j=1

aij(x)Vxj
Φxi

− c(x)V Φ
)

dxdt

+

t2
∫

t1

∫

γ

(

b(t, x)p[t, ϑ1(t), . . . , ϑm(t)]− a(x)V
)

Φ(t, x)dxdt

+

t2
∫

t1

∫

Q

(

λ

T
∫

0

K(t, τ)V (τ, x)dτ + g(t, x)

)

Φ(t, x)dxdt

при любых t1, t2 (0 < t1 ≤ t ≤ t2 ≤ T ) и Φ(t, x) ∈ C2,1(QT ), а также начальным условиям в
слабом смысле, т. е.

lim
t→+0

∫

Q

V (t, x)φ0(x)dx =

∫

Q

ψ1(x)φ0(x)dx, lim
t→+0

∫

Q

Vt(t, x)φ1(x)dx =

∫

Q

ψ2(x)φ1(x)dx

для любых функций φ0(x) ∈ H(Q), φ1(x) ∈ H(Q). Здесь C2,1(QT ) — пространство функций,
определенных на множестве QT и имеющих производные второго порядка по переменной t и
первого порядка по переменным xi.

Решение краевой задачи (1.2)–(1.4) ищем в виде

V (t, x) =

∞
∑

n=1

Vn(t)zn(x), Vn(t) = 〈V (t, x), zn(x)〉 =
∫

Q

V (t, x)zn(x)dx, (1.7)

где Vn(t) — коэффициенты Фурье; zn(x) является обобщенной собственной функцией краевой
задачи [15]

Dn(Φ, zn) ≡
∫

Q

(

n
∑

i,j=1

aij(x)Φxi
znxj

+ c(x)zn(x)Φ(t, x)
)

dx+

∫

γ

a(x)zn(x)Φ(t, x)dx
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= λ2n

∫

Q

zn(x)Φ(t, x)dx;

Γzn(x) = 0, x ∈ γ, 0 < t < T, n = 1, 2, . . . ,

и образуют полную ортонормированную систему в гильбертовом пространстве H(Q), а со-
ответствующие собственные значения λn удовлетворяют условиям λn ≤ λn+1∀n = 1, 2, 3, . . . ,
limn→∞ λn = ∞.

Используя метод Лиувилля, легко показать, что коэффициенты Фурье Vn(t) удовлетворя-
ют соотношениям

Vn(t) = λ

T
∫

0

(

1

λn

t
∫

0

sinλn(t− τ)K(τ, s)dτ

)

Vn(s)ds+ ψ1n cos λnt+
ψ2n

λn
sinλnt

+
1

λn

t
∫

0

sinλn(t− τ)
(

qn(τ) + bn(τ)p[τ, ϑ1(τ), . . . , ϑm(τ)]
)

dτ, n = 1, 2, 3, . . . , (1.8)

т. е. при каждом фиксированном n = 1, 2, 3, . . . являются решением линейного неоднородного
интегрального уравнения Фредгольма второго рода.

Уравнение (1.8) перепишем в виде

Vn(t) = λ

T
∫

0

Kn(t, s)Vn(s)ds+ an(t), (1.9)

где

Kn(t, s) =
1

λn

t
∫

0

sinλn(t− τ)K(τ, s)dτ,

an(t) = ψ1n cos λnt+
ψ2n

λn
sinλnt+

1

λn

t
∫

0

sinλn(t− τ)
(

qn(τ) + bn(τ)p[τ, ϑ1(τ), . . . , ϑm(τ)]
)

dτ.

Решение уравнения (1.9) находим по формуле [16, гл. 2, § 2.1; 17, гл. 3, § 13]

Vn(t) = λ

T
∫

0

Rn(t, s, λ)an(s)ds+ an(t), (1.10)

где

Rn(t, s, λ) =

∞
∑

i=1

λi−1Kn,i(t, s), n = 1, 2, 3, . . . , (1.11)

— резольвента ядра Kn(t, s), а повторные ядра Kn,i(t, s) определяются по формулам

Kn,i+1(t, s) =

T
∫

0

Kn(t, η)Kn,i(η, s)dη, i = 1, 2, 3, . . . ,

при каждом фиксированном n = 1, 2, 3, . . . . Исследуем сходимость ряда Неймана (1.11). С
учетом оценок

∣

∣Kn,i(t, s)
∣

∣

2 ≤
( T

λ2n

)i
(K0T )

i−1

T
∫

0

K2(y, s)dy ∀t ∈ (0, T ),

T
∫

0

K2
n,i(t, s)ds ≤

( T

λ2n

)i
(K0T )

i−1

T
∫

0

T
∫

0

K2(y, s)dyds ≤
(TK0

λ2n

)i
(T )i−1
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легко показать, что ряд Неймана (1.11) для значений параметра λ, удовлетворяющих условию

|λ| < λn

T
√
K0

−→ ∞,

абсолютно сходится при каждом n = 1, 2, 3, . . . . При этом радиус сходимости ряда увеличи-
вается с ростом n, и резольвента Rn(t, s, λ) как сумма абсолютно сходящегося ряда является
непрерывной функцией. Легко проверить, что имеют место следующие оценки:

|Rn(t, s, λ)| ≤

√
T

√

∫ T

0
K2(y, s)dy

λn − |λ|
√
K0T 2

,

T
∫

0

R2
n(t, s, λ)ds =

T
(

λn − |λ|
√
K0T 2

)2

T
∫

0

T
∫

0

K2(y, s)dyds =
K0T

(

λn − |λ|
√
K0T 2

)2 .

Отметим, что при выполнении условия

|λ| < λ1

T
√
K0

(1.12)

ряд Неймана абсолютно сходится к непрерывной функции при любом фиксированном n =
1, 2, 3, . . . .

Таким образом, решение краевой задачи (1.2)–(1.4) с учетом (1.7), (1.10), (1.11), (1.12)
находим по формуле

V (t, x) =
∞
∑

n=1

Vn(t)zn(x) =
∞
∑

n=1

(

λ

T
∫

0

Rn(t, s, λ)an(s)ds + an(t)

)

zn(x). (1.13)

С учетом an(t) (см. (1.9)) решение (1.13) перепишем в виде

V (t, x) =

∞
∑

n=1

(

ψn(t, λ) +
1

λn

T
∫

0

εn(t, η, λ)bn(η)p[η, ϑ(η)]dη

)

zn(x), (1.14)

где

ψn(t, λ) = ψ1n

(

cosλnt+ λ

T
∫

0

Rn(t, s, λ) cos λnsds

)

+
ψ2n

λn

(

sinλnt+ λ

T
∫

0

Rn(t, s, λ) sin λnsds

)

+
1

λn

T
∫

0

εn(t, η, λ)gn(η)dη, (1.15)

εn(t, η, λ) =



































sinλn(t− η) + λ

T
∫

η

Rn(t, s, λ) sin λn(s− η)ds, 0 ≤ η ≤ t,

λ

T
∫

η

Rn(t, s, λ) sin λn(s− η)ds, t ≤ η ≤ T.

(1.16)

Предложение 1. Обобщенное решение краевой задачи (1.2)–(1.4), определенное форму-

лой (1.14), является элементом гильбертова пространства H(QT ).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Имея в виду соотношения (1.14)–(1.16), непосредственным вы-
числением получаем неравенство

T
∫

0

∫

Q

V 2(t, x)dxdt =

T
∫

0

∞
∑

n=1

V 2
n (t)dt

≤
T
∫

0

∞
∑

n=1

4

[

2ψ2
1n

(

cos2 λnt+ λ2
T
∫

0

R2
n(t, s, λ)ds

T
∫

0

cos2 λnsds

)

+ 2
ψ2
2n

λ2n

(

sin2 λnt+ λ2
T
∫

0

R2
n(t, s, λ)ds

T
∫

0

sin2 λnsds

)

+
1

λ2n

T
∫

0

ε2n(t, η, λ)dη

T
∫

0

g2n(η)dη +
1

λ2n

T
∫

0

ε2n(t, η, λ) b
2
n(η)dη

T
∫

0

p2n[η, ϑ1(η), . . . , ϑm(η)]dη

]

dt

≤ 8

T
∫

0

∞
∑

n=1

[

ψ2
1n

(

1 +
λ2K0T

2

(

λn − |λ|
√
K0T 2

)2

)

+
ψ2
2n

λ2n

(

1 +
λ2K0T

2

(

λn − |λ|
√
K0T 2

)2

)

+
T

λ2n

(

1 +
λ2K0T

2

(

λn − |λ|
√
K0T 2

)2

)

T
∫

0

g2n(η)dη

+
1

λ2n

(

1 +
λ2K0T

2

(

λn − |λ|
√
K0T 2

)2

)

T
∫

0

b2n(η)dη ‖p[η, ϑ1(η), . . . , ϑm(η)]‖2H(0,T )

]

≤ 8T

(

1 +
λ2K0T

2

(

λn − |λ|
√
K0T 2

)2

)

(

‖ψ1(x)‖2H(Q) +
1

λ21

(

‖ψ2(x)‖2H(Q) + T‖g(t, x)‖2H(QT )

)

+ ‖b(t, x)‖2H(γT ) ‖p[η, ϑ1(η), . . . , ϑm(η)]‖2H(0,T )

)

<∞,

из которого следует утверждение предложения. �

Отметим, что в силу условия (1.5) каждому векторному управлению ϑ(t) = (ϑ1(t), . . . , ϑm(t))
соответствует единственное решение V (t, x) краевой задачи (1.2)–(1.4).

Формально дифференцируя ряд (1.13) по переменной t, имеем равенство

Vt(t, x) =

∞
∑

n=1

V ′

n(t)zn(x) =

∞
∑

n=1

(

λ

T
∫

0

R′

nt(t, s, λ)an(s)ds+ a′n(t)

)

zn(x),

где символ “ ′ ” — знак обыкновенной производной.

Непосредственным вычислением можно показать, что

T
∫

0

∫

Q

V 2
t (t, x)dxdt =

T
∫

0

∞
∑

n=1

(

λ

T
∫

0

R′

nt(t, s, λ)an(s)ds + a′n(t)

)2

dt <∞,

т. е. Vt(t, x) ∈ H(QT ).
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2. Условия оптимальности и система нелинейных интегральных уравнений

Поскольку каждое векторное управление ϑ(t) = (ϑ1(t), . . . , ϑm(t)) единственным образом
определяет решение краевой задачи (1.2)–(1.4), то управлению ϑ(t) + ∆ϑ(t) соответствует ре-
шение краевой задачи (1.2)–(1.4) вида V (t, x) + ∆V (t, x), где ∆V (t, x) — приращение, соот-
ветствующее приращению ∆ϑ(t). Согласно методике вывода принципа максимума [3; 9–13]
приращение функционала (1.1) можно представить в виде

∆I(ϑ) = I(ϑ+∆ϑ)− I(ϑ) = −
T
∫

0

∆Π[t, x, ω(t, x), ϑ(t)]dt +

∫

Q

∆V 2(T, x) + ∆V 2
t (T, x)dx.

Здесь

Π[t, x, V (t, x), ω(t, x), ϑ(t)] =

∫

γ

b(t, x)ω(t, x)dxp[t, ϑ(t)]− 2βM [t, ϑ(t)],

∆Π[t, x, V (t, x), ω(t, x), ϑ(t)] = Π
[

t, x, V (t, x), ω(t, x), ϑ(t) + ∆ϑ(t)
]

−Π
[

t, x, V (t, x), ω(t, x), ϑ(t)
]

= grad∗Π
[

t, x, V (t, x), ω(t, x), ϑ(t)
]

∆ϑ(t)

+
1

2
∆ϑ

∗

(t)W
[

Π
(

t, x, V (t, x), ω(t, x), ϑ(t)
)]

∆ϑ(t) + o
(

‖∆ϑ(t)‖2Hm(0,T )

)

,

W [Π(t, x, V (t, x), ω(t, x), ϑ(t))] — матрица Гесса функции Π[t, x, V (t, x), ω(t, x), ϑ(t)], вычислен-
ная по переменным ϑ1, · · · , ϑm при фиксированных значениях остальных аргументов,
Hm(0, T ) = H × · · · ×H — декартово произведение m пространств H(0, T ), а функция ω(t, x)
является решением сопряженной краевой задачи

ωtt −Aω = λ

T
∫

0

K(τ, t)ω(τ, x)dτ, x ∈ Q, 0 ≤ t < T,

ω(T, x) + 2(Vt(T, x)− ξ2(x)) = 0, ωt(T, x)− 2(V (T, x)− ξ1(x)) = 0, x ∈ Q,

Γω(t, x) =
n
∑

i,j=1

(

aij(x)ωxj
(t, x)

)

xi
− c(x)ω(t, x) = 0, x ∈ y, 0 < t < T. (2.1)

Исследуем на максимум функцию Π[t, x, V (t, x), ω(t, x), ϑ] по переменным ϑ1, · · · , ϑm. Из усло-
вия gradΠ[t, x, V (t, x), ω(t, x), ϑ(t)] = θ, θ — нулевой вектор, находим, что оптимальное вектор-

ное управление ϑ
0
(t) должно удовлетворять следующей системе равенств:

2βMϑi
[t, ϑ(t)] = pϑi

[t, ϑ(t)]

∫

γ

b(t, x)ω(t, x)dx, i = 1, 2, 3, . . . ,m. (∗)

Согласно известному критерию Сильвестра функция Π[t, x, V (t, x), ω(t, x), ϑ] в точке с коор-
динатами (ϑ1, · · · , ϑm), удовлетворяющими равенству (*) в каждый фиксированный момент
времени t ∈ [0, T ], достигает максимума при выполнении неравенств

∆1 < 0, ∆2 > 0, . . . , −1(k)∆k > 0, k = 1, 2, 3, . . . ,m, (∗∗)

где ∆k — определитель матрицы Гесса вида

W [Π(t, x, V (t, x), ω(t, x), ϑ)] =

(

2βMϑiϑj
[t, ϑ(t)]− pϑiϑj

[t, ϑ(t)]

∫

γ

b(t, x)ω(t, x)dx

)

i,j

,
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i, j = 1, 2, 3, . . . , k, k = 1, 2, 3, . . . ,m.

Равенство (*) является необходимым условием первого порядка, а система неравенств (**) яв-
ляется необходимым и достаточным условием экстремума (максимума) функции Π[·, ϑ1, · · · ,
ϑm] в точке (ϑ1, · · · , ϑm). Соотношения (*) и (**) в совокупности называются условиями оп-

тимальности.
С учетом (1.6) условие оптимальности (*) перепишем в виде

2βMϑi
[t, ϑ(t)]p−1

ϑi
[t, ϑ(t)] =

∫

γ

b(t, x)ω(t, x)dx, i = 1, 2, 3, . . . ,m. (2.2)

Условие оптимальности (**) содержит решение ω(t, x) сопряженной краевой задачи, что за-
трудняет проверку выполнения этого условия. В этой связи согласно (2.2) функцию ω(t, x) ис-
ключим из системы неравенств (**). Проведя несложные вычисления, систему неравенств (**)
перепишем в виде

k
∏

i=1

pϑi
[t, ϑ(t)]

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(

Mϑ1
[t,ϑ(t)]

pϑ1 [t,ϑ(t)]

)

ϑ1

· · ·
(

Mϑ1
[t,ϑ(t)]

pϑ1 [t,ϑ(t)]

)

ϑk

· · · · · · · · ·
(

Mϑk
[t,ϑ(t)]

pϑk [t,ϑ(t)]

)

ϑ1

· · ·
(

Mϑk
[t,ϑ(t)]

pϑk [t,ϑ(t)]

)

ϑk

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

> 0, k = 1, 2, 3, . . . ,m. (2.3)

Нетрудно видеть, что система равенств (2.2) обладает свойством равных отношений:

2β
Mϑ1 [t, ϑ(t)]

pϑ1 [t, ϑ(t)]
= · · · = 2β

Mϑm
[t, ϑ(t)]

pϑm
[t, ϑ(t)]

=

∫

γ

b(t, x)ω(t, x)dx.

Это обстоятельство существенно упрощает процедуру построения оптимального векторного
управления, ибо в этом случае для определения компонентов оптимального векторного управ-
ления достаточно решить лишь одно скалярное нелинейное интегральное уравнение. Поэтому
упрощается и процедура построения полного решения задачи нелинейной оптимизации.

Сравнивая это с результатами работ [12; 13], убеждаемся в том, что свойство равных от-
ношений в случае векторного управления является естественным и не зависит от природы
управляемого процесса. Заметим, что неравенства (2.3) ограничивают класс функций p[t, ϑ(t)]
и M [t, ϑ(t)], т. е. задача нелинейной оптимизации может иметь решение только для таких пар
(p[t, ϑ(t)],M [t, ϑ(t)]), для которых выполняется система неравенств (2.3).

Решение сопряженной краевой задачи (2.1) ищем в виде ряда

ω(t, x) =
∞
∑

n=1

ωn(t)zn(x). (2.4)

Нетрудно проверить, что коэффициенты Фурье ωn(t, x) при каждом фиксированном n =
1, 2, 3 . . . удовлетворяют линейному неоднородному интегральному уравнению Фредгольма вто-
рого рода вида

ωn(t) = λ

T
∫

0

Bn(s, t)ωn(s)ds+ qn(t), (2.5)

где

Bn(s, t) =
1

λn

T
∫

t

sinλn(τ − t)K(s, τ)dτ,

qn(t) = −2
(

(V ′

n(T )− ξ2n) cos λn(T − t) +
1

λn
(Vn(T )− ξ1n) sinλn(T − t)

)

.
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Решение уравнения (2.5) находим по формуле [16, гл. 2, § 2.1; 17, гл. 3, § 13].

ωn(t) = λ

T
∫

0

Pn(s, t, λ)qn(s)ds + qn(t),

где резольвента Pn(s, t, λ) ядра Bn(s, t) имеет вид

Pn(s, t, λ) =
∞
∑

i=1

λi−1Bn,i(s, t), Bn,i+1(s, t) =

T
∫

0

Bn(η, t)Bn,i(s, η)dη, i = 1, 2, 3, . . . ,

и при выполнении условия (1.12) является непрерывной функцией, а также удовлетворяет
оценкам

|Pn(s, t, λ)| ≤

√

T

∫ T

0
K2(s, η)dη

λn − |λ|
√
K0T 2

,

T
∫

0

P 2
n(s, t, λ)ds ≤

TK0
(

λn − |λ|
√
K0T 2

)2 .

Далее, учитывая (1.16), решение сопряженной краевой задачи представим в виде

ω(t, x) = −2

∞
∑

n=1

[

− ε∗n(T − t)hn +

T
∫

0

ε∗n(T − t)Gn(T − τ, λ)bn(τ)p[τ, ϑ1(τ), . . . , ϑm(τ)]dτ

]

zn(x),

где символ “ ∗ ” — знак транспонирования,

hn = (h1n, h2n), h1n = ξ2n − ψ1n

(

− λn sinλnT + λ

T
∫

0

R′

nt(T, s, λ) cos λnsds

)

− ψ2n

(

cos λnT +
λ

λn

T
∫

0

R′

nt(T, s, λ) sinλnsds

)

−
T
∫

0

(

cos λn(T − τ) +
λ

λn

T
∫

τ

R′

nt(T, s, λ) sinλn(s − τ)ds

)

gn(τ)dτ,

h2n = ξ1n − ψ2n

(

cos λnT + λ

T
∫

0

Rn(T, s, λ) cos λnsds

)

− ψ2n

λn

(

sinλnT + λn

T
∫

0

Rn(T, s, λ) sin λnsds

)

− 1

λn

T
∫

0

(

sinλn(T − τ) +
λ

λn

T
∫

τ

Rn(T, s, λ) sin λn(s− τ)ds

)

gn(τ)dτ ;

G(T − τ, λ) =
(

Gn1(T − τ, λ), Gn2(T − τ, λ)
)

,

Gn1(T − τ, λ) = cos λn(T − τ) +
λ

λn

T
∫

τ

R′

nt(T, s, λ) sinλn(s − τ)ds,
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Gn2(T − τ, λ) =
1

λn

(

sinλn(T − τ) + λ

T
∫

τ

Rn(T, s, λ) sin λn(s− τ)ds

)

;

εn(T − t, λ) =
(

εn1(T − t, λ), εn2(T − t, λ)
)

,

εn1(T − t, λ) = cos λn(T − t) + λ

T
∫

0

Pn(s, t, λ) cos λn(T − s)ds,

εn2(T − t, λ) =
1

λn

(

sinλn(T − t) + λ

T
∫

0

Pn(s, t, λ) sin λn(s− τ)ds

)

;

R′

nt(t, s, λ) — производная по переменной t резольвенты Rn(t, s, λ).

Лемма 1. Функция h(t, x) =
∑

∞

n=1 ε
∗

n(T − t)hnzn(x) является элементом гильбертова

пространства H(QT ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Непосредственными вычислениями получаем неравенство

T
∫

0

∫

Q

~
2(t, x)dxdt =

T
∫

0

∫

Q

(

∞
∑

n=1

ε∗n(T − t, λ)hnzn(x)
)2
dxdt

=

T
∫

0

∞
∑

n=1

∣

∣

∣

〈

εn(T − t, λ), hn
〉

R2

∣

∣

∣

2
dt ≤

T
∫

0

∞
∑

n=1

‖εn(T − t, λ)‖2
R2 · ‖hn‖2R2dt

≤
T
∫

0

∞
∑

n=1

2
(

1 +
1

λ2n

)(

1 +
λ2K0T

2

(

λn − |λ|
√
K0T 2

)2

)

× 3

[

ξ21n + ξ22n + 2

(

λ2K0T
2

(

λn − |λ|
√
K0T 2

)2

)

(

(1 + λ2n)ψ
2
1n +

(

1 +
1

λ2n

)

ψ2
2n

)

]

dt

≤ 3Tε20

[

‖ξ1(x)‖2H(Q) + ‖ξ2(x)‖2H(Q) + ε20

(

‖ψ1(x)‖2H1(Q) +
(

1 +
1

λ21

)

‖ψ2(x)‖2H(Q)

)

]

<∞,

где

ε20 = 2
(

1 +
1

λ2n

)(

1 +
λ2K0T

2

(

λn − |λ|
√
K0T 2

)2

)

,

символ 〈·, ·〉R2 — скалярное произведение в пространстве R
2, из которого следует утверждение

леммы. �

Лемма 2. Функция

ε(t, x, λ) =
∞
∑

n=1

ε∗n(T − t, λ)

T
∫

0

Gn(T − τ, λ)bn(τ)p[τ, ϑ1(τ), . . . , ϑm(τ)]dτzn(x)

является элементом гильбертова пространства H(QT ) .
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Непосредственными вычислениями получаем неравенство

T
∫

0

T
∫

0

ε2(t, x, λ)dxdt =

T
∫

0

∞
∑

n=1

∣

∣

∣

∣

〈

εn(T − t, λ),

T
∫

0

Gn(T − τ, λ) bn(τ)p[τ, ϑ1(τ), . . . , ϑm(τ)]dτ

〉

R2

∣

∣

∣

∣

2

dt

≤
T
∫

0

∞
∑

n=1

‖εn(T − t, λ)‖2
R2

(

T
∫

0

‖Gn(T − τ, λ)‖R2bn(τ)p[τ, ϑ1(τ), . . . , ϑm(τ)]dτ

)2

dt

≤
T
∫

0

∞
∑

n=1

‖εn(T − t, λ)‖2
R2

T
∫

0

‖Gn(T − τ, λ)‖2
R2b

2
n(τ)dτ

T
∫

0

p2[τ, ϑ1(τ), . . . , ϑm(τ)]dτdt

≤
T
∫

0

∞
∑

n=1

ε20

T
∫

0

ε20b
2
n(τ)dτ

T
∫

0

p2[τ, ϑ1(τ), . . . , ϑm(τ)]dτdt

= Tε40‖b(t, x)‖2H(γT ) ‖p[τ, ϑ1(τ), . . . , ϑm(τ)]‖2H(0,T ) <∞,

из которого следует утверждение леммы. �

Предложение 2. Решение сопряженной краевой задачи ω(t, x) является элементом про-

странства H(QT ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждение предложения согласно леммам 1 и 2 следует из
представления ω(t, x) = −2(−h(t, x) + ε(t, x, λ)). �

3. Система нелинейных интегральных уравнений

оптимального управления

Пусть для функций p[t, ϑ(t)] и M [t, ϑ(t)] выполняется система неравенств (2.3). Тогда оп-
тимальное векторное управление находим согласно условию оптимальности (2.2).

Решение сопряженной краевой задачи (2.1), определяемое равенствами (2.4) и (2.5), под-
ставим в (2.2) и получим систему равенств вида

β
Mϑ1 [t, ϑ(t)]

pϑ1 [t, ϑ(t)]
= · · · = β

Mϑm
[t, ϑ(t)]

pϑm
[t, ϑ(t)]

= −
∞
∑

n=1

bn(t)ε
∗

n(T − t, λ)

(

− hn +

T
∫

0

Gn(T − τ, λ)bn(τ)p[τ, ϑ1(τ), . . . , ϑm(τ)]dτ

)

.

Нелинейные интегральные уравнения (3) решаются согласно методике, разработанной в [9;10].
Согласно свойствам равных отношений положим

β
Mϑi

[t, ϑ(t)]

pϑi
[t, ϑ(t)]

= u(t), i = 1, 2, 3, . . . ,m. (3.1)

Согласно (2.3) ранг системы (3.1) равен m (k = m). Поэтому отсюда согласно известной теоре-
ме о системе неявно заданных функций [18, гл. 8, § 8] переменные ϑ1(t), . . . , ϑm(t) определяются
однозначно, т. е. существуют функции ϕi[·], i = 1, 2, 3, . . . ,m, такие, что

ϑi(t) = ϕi[t, u(t), β], i = 1, 2, 3, . . . ,m. (3.2)
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В силу (3.1) и (3.2) вместо системы уравнений (3) рассмотрим нелинейное интегральное урав-
нение вида

u(t) = −
∞
∑

n=1

bn(t)ε
∗

n(T − t, λ)

×
(

− hn +

T
∫

0

Gn(T − τ, λ)bn(τ)p[τ, ϕ1(τ, u(τ), β), . . . , ϕm(τ, u(τ), β)]dτ

)

,

которое перепишем в операторной форме

u = l − S(u), (3.3)

где

l = l(t) =

∞
∑

n=1

bn(t)ε
∗

n(T − t, λ)hn,

S(u) = −
∞
∑

n=1

bn(t)ε
∗

n(T − t, λ)

T
∫

0

Gn(T − τ, λ)bn(τ)p
[

τ, ϕ1(τ, u(τ), β), . . . , ϕm(τ, u(τ), β)
]

dτ.

Далее непосредственными вычислениями доказываются следующие леммы.

Лемма 3. Функция l(t) является элементом гильбертова пространства H(0, T ).

Лемма 4. Оператор S(u) отображает пространство H(0, T ) в себя.

Лемма 5. Пусть функции p[t, ϑ(t)] и ϕ[t, u(t), β] удовлетворяют следующим условиям

Липшица:






















‖p[t, ϑ(t)]− p[t, ϑ̃(t)]‖H(0,T ) ≤ p0‖ϑ(t)− ϑ̃(t)‖H(0,T ),

p0 = (p201+, . . . ,+p
2
0m)1/2, p0i > 0, i = 1, 2, 3, . . . ,m;

‖ϕ[t, u(t), β] − ϕ[t, u(t), β]‖H(0,T ) ≤ ϕ0(β)‖u(t) − u(t)‖H(0,T ),

ϕ0(β) = (ϕ2
01(β)+, . . . ,+ϕ

2
0m(β))1/2, ϕ0,i(β) > 0.

(3.4)

Тогда при выполнении условия

δ = ε20‖b(t, x)‖2H(γT )

√
mp0ϕ0(β) < 1, β > 0, (3.5)

оператор S(u) является сжимающим.

Утверждение леммы следует из неравенства

‖S[u(t)] − S[ũ(t)]‖H(0,T ) ≤ ε20‖b(t, x)‖2H(γT )

√
mp0ϕ0(β)‖u(t) − ũ(t)‖H(0,T ),

которое с учетом условий (3.4) доказывается непосредственным вычислением. �

Теорема. Пусть выполнены условия (1.4)–(1.6), (1.12), (2.3), (3.4), (3.5). Тогда оператор-

ное уравнение (3.3) в пространстве H(0, T ) имеет единственное решение.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно леммам 3 и 4 операторное уравнение (3.3) можно рас-
сматривать в пространстве H(0, T ) . Поскольку гильбертово пространство H(0, T ) является
полным метрическим пространством, то согласно теореме о принципе сжимающих отображе-
ний [18, гл. 1, § 7] операторное уравнение (3.3) имеет единственное решение. �

Решение операторного уравнения (3.3) может быть найдено методом последовательных
приближений, т. е. n-е приближение решения находится по формуле

un(t) = S[un−1(t)], n = 1, 2, 3, . . . ,
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где u0(t) — произвольный элемент пространства H(0, T ). Точное решение u0(t) может быть
найдено как предел приближенных решений, т. е.

u0(t) = lim
n→∞

un(t),

причем имеет место оценка

‖u0(t)− un(t)‖H(0,T )
≤ δn

1− δ
‖S[u0(t)]− u0(t)‖H(0,T )

,

где u0(t) — произвольный элемент пространства H(0, T ).
Подставляя точное решение в (3.2), находим искомые оптимальные управления

ϑ0i (t) = ϕi[t, u
0(t), β], i = 1, 2, 3, . . . ,m,

т. е. оптимальное векторное управление

ϑ
0
(t) = (ϑ01(t), . . . , ϑ

0
m(t)).

Решение V 0(t, x) краевой задачи (1.2)–(1.4), соответствующее оптимальному векторному управ-

лению ϑ
0
(t), находим по формуле

V 0(t, x) =

∞
∑

n=1

(

ϕn(t, λ) +
1

λn

T
∫

0

εn(t, η, λ)bn(τ)p[τ, ϑ
0(η)]dη

)

zn(x).

Минимальное значение функционала (1.1) вычислим по формуле

I[ϑ
0
(t)] =

∫

Q

(

(

V 0(T, x)− ξ1(x)
)2

+
(

V 0
t (T, x)− ξ2(x)

)2
)

dx+ 2β

T
∫

0

M [t, ϑ
0
(t)]dt, β > 0.

Найденная тройка
{

ϑ
0
(t), V 0(t, x), I[ϑ

0
(t)]

}

определяет полное решение нелинейной задачи оп-
тимизации.
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