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Для конфликтно-управляемой динамической системы, описываемой функционально-дифференциаль-

ными уравнениями нейтрального типа в форме Дж. Хейла, рассматривается дифференциальная игра с

показателем качества, который оценивает историю движения, реализующуюся к терминальному моменту

времени, а также включает интегральную оценку реализаций управлений игроков. Игра формализуется

в классе чистых позиционных стратегий. Основной результат — доказательство существования цены и

седловой точки в этой игре.

Ключевые слова: системы нейтрального типа, теория управления, дифференциальные игры.

M. I. Gomoyunov, N.Yu. Lukoyanov, A.R.Plaksin. Existence of the value and saddle point in positional

differential games for neutral-type systems.

For a conflict-controlled dynamical system described by functional differential equations of neutral type in

Hale’s form, we consider a differential game with a quality index that estimates the motion history realized up

to the terminal time and includes an integral estimation of realizations of the players’ controls. The game is

formalized in the class of pure positional strategies. The main result is a proof of the existence of the value and

saddle point in this game.

Keywords: neutral type systems, control theory, differential games.

MSC: 49N70

DOI: 10.21538/0134-4889-2016-22-2-101-112

Введение

Статья посвящена развитию теории дифференциальных игр [1–6] для функционально-
дифференциальных систем нейтрального типа. Рассматривается антагонистическая диффе-
ренциальная игра на конечном промежутке времени, в которой движение динамической си-
стемы описывается функционально-дифференциальными уравнениями нейтрального типа в
форме Дж. Хейла [7]. Управляющие воздействия игроков стеснены геометрическими ограни-
чениями. Показатель качества процесса управления состоит из двух слагаемых. Первое оце-
нивает историю движения системы, сложившуюся к терминальному моменту времени, второе
содержит интегральную оценку реализаций управлений игроков. Игра формализуется в классе
чистых позиционных стратегий в рамках подхода [2–6]. Основным результатом работы явля-
ется теорема о том, что данная дифференциальная игра имеет цену и седловую точку. Схема
доказательства восходит к работам [5; 6], при этом ключевым моментом в доказательстве яв-
ляется введение двух вспомогательных моделей в конструкциях экстремального сдвига [8–10].

1. Динамическая система

Рассмотрим динамическую систему, движение которой описывается уравнением

d

dt

(

x[t]− g
(

t, xt[·]
)

)

= f
(

t, xt[·], u[t], v[t]
)

, t ∈ [t0, ϑ], x[t] ∈ R
n, u[t] ∈ U, v[t] ∈ V. (1.1)

1Работа выполнена при поддержке РНФ (проект 15–11–10018).
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Здесь t — переменная времени; x[t] — вектор состояния в момент времени t; t0 и ϑ — фикси-
рованные начальный и терминальный моменты; xt[·] — история движения (элемент запазды-
вания) на отрезке времени [t − h, t], то есть xt[ξ] = x[t+ ξ], ξ ∈ [−h, 0], где h > 0 — константа
запаздывания; u[t] и v[t] — текущие управляющие воздействия; U ⊂ R

p и V ⊂ R
q — компакты.

Обозначим через ‖ · ‖ евклидову норму векторов, через C = C
(

[−h, 0],Rn
)

— пространство
непрерывных функций, действующих из [−h, 0] в R

n; это пространство оснащено равномерной
нормой ‖ · ‖C .

Полагаем, что для отображения g : [t0, ϑ]× C 7→ R
n выполнены следующие условия:

(g.1) Существует такое число αg ∈ (0, 1), что имеет место оценка
∥

∥g
(

t, w[·]
)

− g
(

t, r[·]
)
∥

∥ ≤ αg

∥

∥w[·]− r[·]
∥

∥

C
,

(

t, w[·]
)

,
(

t, r[·]
)

∈ [t0, ϑ]× C.

(g.2) Найдется такое число βg > 0, что справедливо неравенство
∥

∥g
(

t, w[·]
)

− g
(

ξ, w[·]
)
∥

∥ ≤ βg
(

1 +
∥

∥w[·]
∥

∥

C

)
∣

∣t− ξ
∣

∣,
(

t, w[·]
)

,
(

ξ, w[·]
)

∈ [t0, ϑ]× C.

З а м е ч а н и е. Например, для отображений

g
(

t, w[·]
)

= A[t]w[−ĥ] +B[t], g
(

t, w[·]
)

= g1
(

t, w[−ĥ]
)

, g
(

t, w[·]
)

=

0
∫

−h

g2
(

t, ξ, w[ξ]
)

dξ, ĥ ∈ [0, h],

условия (g.1), (g.2) выполняются за счет подходящих свойств функций A, B, g1 и g2.
Полагаем также, что отображение f : [t0, ϑ]× C × U× V 7→ R

n удовлетворяет условиям:

(f .1) Отображение f непрерывно.

(f .2) Для любого компакта D ⊂ C существует такое число αf = αf (D) > 0, что
∥

∥f
(

t, w[·], u, v
)

−f
(

t, r[·], u, v
)∥

∥ ≤ αf

∥

∥w[·]−r[·]
∥

∥

C
,

(

t, w[·]
)

,
(

t, r[·]
)

∈ [t0, ϑ]×D, u ∈ U, v ∈ V.

(f .3) Существует такая константа βf > 0, что имеет место оценка
∥

∥f
(

t, w[·], u, v
)
∥

∥ ≤ βf
(

1 +
∥

∥w[·]
∥

∥

C

)

,
(

t, w[·]
)

∈ [t0, ϑ]× C, u ∈ U, v ∈ V.

Пусть зафиксировано число R0 > 0. Положим

X0 =
{

w[·] ∈ C :
∥

∥w[·]
∥

∥

C
≤ R0,

∥

∥w[t]− w[ξ]
∥

∥ ≤ R0|t− ξ|, t, ξ ∈ [−h, 0]
}

.

Для числа β > 0 рассмотрим множество X(β), состоящее из абсолютно непрерывных функций
x : [t0 − h, ϑ] 7→ R

n, которые обозначаются через x[t0 − h[·]ϑ] и удовлетворяют соотношениям

xt0 [·] ∈ X0,
∥

∥

∥

d

dt

(

x[t]− g
(

t, xt[·]
)

)
∥

∥

∥
≤ β

(

1 +
∥

∥xt[·]
∥

∥

C

)

при п.в. t ∈ [t0, ϑ]. (1.2)

Определим множество допустимых позиций системы (1.1)

G =
{

(

t, w[·]
)

∈ [t0, ϑ]× C : w[·] = xt[·], x[t0 − h[·]ϑ] ∈ X
(

βf
)

}

. (1.3)

Пусть (t∗, x∗[·]) ∈ G. Допустимыми реализациями управляющих воздействий u[t] и v[t]
на промежутке [t∗, ϑ) считаем измеримые функции u : [t∗, ϑ) 7→ U и v : [t∗, ϑ) 7→ V, обозна-
чаемые далее u[t∗[·]ϑ) и v[t∗[·]ϑ) соответственно. Действуя, например, по схеме из [11] (см.
также [7]), можно показать, что при условиях (g.1), (g.2) и (f .1)–(f .3) пара допустимых реа-
лизаций u[t∗[· ]ϑ) и v[t∗[· ]ϑ) единственным образом порождает из позиции (t∗, x∗[·]) движение
x[t∗ − h[· ]ϑ] системы (1.1) — абсолютно непрерывную функцию x : [t∗ − h, ϑ] 7→ R

n, которая
удовлетворяет условию xt∗ [·] = x∗[·] и вместе с u[t] и v[t] почти всюду на [t∗, ϑ] удовлетворяет
уравнению (1.1).

Непосредственно проверяется, что множество G из (1.3) обладает следующими свойствами.
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Утверждение 1. Множество G компактно в [t0, ϑ]×C. Существует такое R > 0, что

∥

∥w[·]
∥

∥

C
≤ R,

∥

∥w[τ ]− w[ξ]
∥

∥ ≤ R|τ − ξ|, τ, ξ ∈ [−h, 0],
(

t, w[·]
)

∈ G.

Для движения x[t∗ − h[·]ϑ] системы (1.1), порожденного из позиции (t∗, x∗[·]) ∈ G допусти-

мыми реализациями u[t∗[·]ϑ) и v[t∗[·]ϑ), имеем (t, xt[·]) ∈ G, t ∈ [t∗, ϑ].

2. Показатель качества

Качество процесса управления оценивается показателем

γ = σ
(

xϑ[·]
)

+

ϑ
∫

t∗

χ
(

ξ, xξ[·], u[ξ], v[ξ]
)

dξ, (2.1)

где отображения σ : C 7→ R и χ : [t0, ϑ]×C ×U×V 7→ R удовлетворяют следующим условиям:

(σ) Для любого компакта D ⊂ C существует такое число ασ = ασ(D) > 0, что

∣

∣σ
(

w[·]
)

− σ
(

r[·]
)
∣

∣ ≤ ασ

∥

∥w[·] − r[·]
∥

∥

C
, w[·], r[·] ∈ D.

(χ.1) Отображение χ непрерывно.

(χ.2) Для любого компакта D ⊂ C существует такое число αχ = αχ(D) > 0, что

∣

∣χ
(

t, w[·], u, v
)

−χ
(

t, r[·], u, v
)∣

∣ ≤ αχ

∥

∥w[·]−r[·]
∥

∥

C
,

(

t, w[·]
)

,
(

t, r[·]
)

∈ [t0, ϑ]×D, u ∈ U, v ∈ V.

3. Дифференциальная игра

Для системы (1.1) и показателя качества (2.1) рассмотрим антагонистическую диффе-
ренциальную игру. Первый игрок распоряжается выбором управляющего воздействия u[t],
второй — v[t]. Первый игрок нацелен минимизировать показатель (2.1), второй — максимизи-
ровать.

Предполагаем, что для отображений f и χ выполняется условие седловой точки в малень-
кой игре [6, с. 79] или, в другой терминологии, условие Айзекса [1]

(f, χ) Для любых (t, w[·]) ∈ [t0, ϑ]× C, s ∈ R
n и η ∈ R имеет место равенство

min
u∈U

max
v∈V

(

〈f
(

t, w[·], u, v
)

, s〉+ χ(t, w[·], u, v)η
)

= max
v∈V

min
u∈U

(

〈f
(

t, w[·], u, v
)

, s〉+ χ(t, w[·], u, v)η
)

.

Дальнейшая формализация рассматриваемой дифференциальной игры в классе позици-
онных стратегий управления игроков следует подходу [2–6]. При этом в силу условия (f, χ)
можно ограничиться классом чистых позиционных стратегий [6, § 8].

Под стратегией управления первого игрока понимаем всякое отображение

U = U
(

t, w[·], ε
)

∈ U,
(

t, w[·]
)

∈ G, ε > 0,

где ε имеет смысл параметра точности [6, с. 68].
Пусть зафиксированы позиция (t∗, x∗[·]) ∈ G, число ε > 0 и разбиение отрезка [t∗, ϑ]

∆δ =
{

τj : 0 < τj+1 − τj ≤ δ, j = 1, J − 1, τ1 = t∗, τJ = ϑ
}

. (3.1)

Тройка {U, ε,∆δ} определяет закон управления первого игрока, который в цепи обратной свя-
зи последовательно по шагам разбиения ∆δ формирует кусочно-постоянную (а стало быть,
допустимую) реализацию u[t∗[·]ϑ) по правилу

u[t] = U(τj , xτj [·], ε), t ∈ [τj, τj+1), j = 1, J − 1. (3.2)
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Из позиции (t∗, x∗[·]) такой закон в паре с допустимой реализацией v[t∗[·]ϑ) однозначно порож-
дает движение системы (1.1). Реализовавшееся при этом значение показателя качества (2.1)
обозначим через γ(t∗, x∗[·];U, ε,∆δ ; v[t∗[·]ϑ)).

Исходя из самых неблагоприятных с точки зрения первого игрока обстоятельств, опреде-
лим величину гарантированного результата стратегии U

ρu
(

t∗, x∗[·], U
)

= lim
ε↓0

lim
δ↓0

sup
∆δ

sup
v[t∗[·]ϑ)

γ
(

t∗, x∗[·];U, ε,∆δ ; v[t∗[·]ϑ)
)

,
(

t∗, x∗[·]
)

∈ G. (3.3)

Тогда оптимальным гарантированным результатом первого игрока будет величина

ρ◦u
(

t∗, x∗[·]
)

= inf
U

ρu
(

t∗, x∗[·], U
)

,
(

t∗, x∗[·]
)

∈ G. (3.4)

Стратегию U◦ назовем оптимальной, если справедливо равенство

ρu
(

t∗, x∗[·], U◦
)

= ρ◦u
(

t∗, x∗[·]
)

,
(

t∗, x∗[·]
)

∈ G.

Аналогично, с понятными изменениями, для второго игрока рассматриваем стратегию
управления V = V (t, w[·], ε) ∈ V, (t, w[·]) ∈ G, ε > 0, закон управления {V, ε,∆δ}, форми-
рующий кусочно-постоянную реализацию v[t∗[·]ϑ) по правилу

v[t] = V (τj , xτj [·], ε), t ∈ [τj , τj+1), j = 1, J − 1,

величину гарантированного результата стратегии V

ρv
(

t∗, x∗[·], V
)

= lim
ε↓0

lim
δ↓0

inf
∆δ

inf
u[t∗[·]ϑ)

γ
(

t∗, x∗[·];u[t∗[·]ϑ);V, ε,∆δ

)

,
(

t∗, x∗[·]
)

∈ G, (3.5)

и величину оптимального гарантированного результата второго игрока

ρ◦v
(

t∗, x∗[·]
)

= sup
V

ρv
(

t∗, x∗[·], V
)

,
(

t∗, x∗[·]
)

∈ G. (3.6)

Стратегия управления второго игрока V ◦ будет называться оптимальной, если

ρv
(

t∗, x∗[·], V ◦
)

= ρ◦v
(

t∗, x∗[·]
)

,
(

t∗, x∗[·]
)

∈ G.

Непосредственно из соотношений (3.4) и (3.6) вытекает неравенство

ρ◦u
(

t∗, x∗[·]
)

≤ ρ◦v
(

t∗, x∗[·]
)

,
(

t∗, x∗[·]
)

∈ G. (3.7)

В случае, когда справедливо равенство

ρ◦u
(

t∗, x∗[·]
)

= ρ◦v
(

t∗, x∗[·]
)

,
(

t∗, x∗[·]
)

∈ G, (3.8)

говорят, что дифференциальная игра (1.1), (2.1) имеет цену, а пару оптимальных страте-
гий {U◦, V ◦} называют седловой точкой игры. Основной результат статьи составляет

Теорема. Дифференциальная игра (1.1), (2.1) имеет цену и седловую точку {U◦, V ◦}.

4. Квазистратегии

По утверждению 1 множество G компактно. Значит найдется такое число β ≥ βf , что

∥

∥f
(

t, w[·], u, v
)∥

∥ ≤ β,
∣

∣χ
(

t, w[·], u, v
)∣

∣ ≤ β,
(

t, w[·]
)

∈ G, u ∈ U, v ∈ V. (4.1)

Положим
G =

{

(

t, w[·]
)

∈ [t0, ϑ]× C : w[·] = xt[·], x[t0 − h[·]ϑ] ∈ X
(

β
)

}

, (4.2)
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где множество X
(

β
)

определяется в согласии с соотношениями (1.2).
Рассмотрим вспомогательную динамическую систему (модель-копию системы (1.1))

d

dt

(

y[t]− g
(

t, yt[·]
)

)

= f
(

t, yt[·], p[t], q[t]
)

, t ∈ [t0, ϑ], y[t] ∈ R
n, p[t] ∈ U, q[t] ∈ V. (4.3)

Пусть зафиксированы позиция (τ∗, y∗[·]) ∈ G и момент времени τ∗ ∈ (τ∗, ϑ]. В согласии
с принятыми выше обозначениями допустимые реализации управляющих воздействий p[t] и
q[t] будем обозначать через p[τ∗[·]τ∗) и q[τ∗[·]τ∗). Соответственно порождаемое ими из позиции
(τ∗, y∗[·]) движение системы (4.3) обозначаем y[τ∗ − h[·]τ∗], предполагая при этом yτ∗ [·] = y∗[·].

По аналогии с утверждением 1 имеет место

Утверждение 2. Множество G компактно в [t0, ϑ]×C. Существует такое R > 0, что

∥

∥w[·]
∥

∥

C
≤ R,

∥

∥w[τ ]− w[ξ]
∥

∥ ≤ R|τ − ξ|, τ, ξ ∈ [−h, 0],
(

t, w[·]
)

∈ G.

Для любых (τ∗, y∗[·]) ∈ G и τ∗ ∈ (τ∗, ϑ] для движения y[τ∗−h[·]τ∗] системы (4.3), порожденного

из позиции (τ∗, y∗[·]) реализациями p[τ∗[·]τ∗) и q[τ∗[·]τ∗), имеем (t, yt[·]) ∈ G, t ∈ [τ∗, τ
∗].

Пусть τ∗ ∈ [t0, ϑ). Следуя, например, [5, с. 24], квазистратегией Qτ∗ формирования управ-
ляющего воздействия p[t] на промежутке [τ∗, ϑ) будем называть всякое отображение, которое
каждой реализации q[τ∗[·]ϑ) ставит в соответствие реализацию p[τ∗[·]ϑ) = Qτ∗(q[τ∗[·]ϑ)) и при
этом удовлетворяет следующему свойству неупреждаемости: для любого момента τ̂ ∈ [τ∗, ϑ)
и любых реализаций q(1)[τ∗[·]ϑ) и q(2)[τ∗[·]ϑ) равенство q(1)[t] = q(2)[t] почти всюду на [τ∗, τ̂ ]
влечет p(1)[t] = p(2)[t] при почти всех t ∈ [τ∗, τ̂ ], где p(i)[τ∗[·]ϑ) = Qτ∗(q

(i)[τ∗[·]ϑ)), i = 1, 2.
Пусть (τ∗, y∗[·]) ∈ G и ŷ∗ ∈ R. Обозначим

ŷ[t] = ŷ∗ +

t
∫

τ∗

χ
(

ξ, yξ[·], p[ξ], q[ξ]
)

dξ, γy = σ
(

yϑ[·]
)

+ ŷ[ϑ]. (4.4)

Из позиции (τ∗, y∗[·]) квазистратегия Qτ∗ в паре с допустимой реализацией q[τ∗[·]ϑ) одно-
значно порождает движение y[τ∗ − h[·]ϑ] системы (4.3). Реализовавшееся при этом значение
показателя (4.4) обозначим γy(τ∗, y∗[·], ŷ∗;Qτ∗ ; q[τ∗[·]ϑ)).

Положим

ρ
(

τ∗, y∗[·], ŷ∗
)

= inf
Qτ∗

sup
q[τ∗[·]ϑ)

γy
(

τ∗, y∗[·], ŷ∗;Qτ∗ ; q[τ∗[·]ϑ)
)

,
(

τ∗, y∗[·]
)

∈ G, ŷ∗ ∈ R. (4.5)

Величина ρ обладает следующими свойствами:

(ρ.1) Справедливо равенство

ρ
(

ϑ,w[·], 0
)

= σ
(

w[·]
)

,
(

ϑ,w[·]
)

∈ G.

(ρ.2) Справедливо равенство

ρ
(

t, w[·], η
)

= ρ
(

t, w[·], 0
)

+ η,
(

t, w[·]
)

∈ G, η ∈ R.

(ρ.3) Существует такое число αρ ≥ 1, что имеет место оценка

∣

∣ρ
(

t, w[·], η
)

− ρ
(

t, r[·], µ
)
∣

∣ ≤ αρ

(

∥

∥w[·] − r[·]
∥

∥

C
+ |η − µ|

)

,
(

t, w[·]
)

,
(

t, r[·]
)

∈ G, η, µ ∈ R.

(ρ.4u) Пусть (τ∗, y∗[·]) ∈ G, ŷ∗ ∈ R, τ∗ ∈ (τ∗, ϑ] и ε > 0. Тогда для любой реализации q[τ∗[·]τ∗)
существует такая реализация p[τ∗[·]τ∗), что для движения y[τ∗ − h[·]τ∗] системы (4.3), порож-
денного из позиции (τ∗, y∗[·]) этими реализациями, справедливо неравенство

ρ
(

τ∗, yτ∗ [·], ŷ[τ∗]
)

≤ ρ
(

τ∗, y∗[·], ŷ∗
)

+
√
ε(τ∗ − τ∗). (4.6)
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(ρ.4v) Пусть (τ∗, y∗[·]) ∈ G, ŷ∗ ∈ R, τ∗ ∈ (τ∗, ϑ] и ε > 0. Тогда для любой реализации p[τ∗[·]τ∗)
существует такая реализация q[τ∗[·]τ∗), что для движения y[τ∗ − h[·]τ∗] системы (4.3), порож-
денного из позиции (τ∗, y∗[·]) этими реализациями, справедливо неравенство

ρ
(

τ∗, yτ∗ [·], ŷ[τ∗]
)

≥ ρ
(

τ∗, y∗[·], ŷ∗
)

−
√
ε(τ∗ − τ∗).

Свойства (ρ.1) и (ρ.2) следуют непосредственно из определения величины ρ. В силу условий
(g.1), (f.2), (σ), (χ.2) и утверждения 2 найдется такое число αγ > 0, что, каковы бы ни были
момент времени τ∗ ∈ [t0, ϑ), реализация q[τ∗[·]ϑ) и квазистратегия Qτ∗ , имеет место оценка

∣

∣γy
(

τ∗, y
(1)
∗ [·], ŷ(1)∗ ;Qτ∗ ; q[τ∗[·]ϑ)

)

− γy
(

τ∗, y
(2)
∗ [·], ŷ(2)∗ ;Qτ∗ ; q[τ∗[·]ϑ)

)∣

∣

≤ αγ

∥

∥y
(1)
∗ [·]− y

(2)
∗ [·]

∥

∥

C
+

∣

∣ŷ
(1)
∗ − ŷ

(2)
∗

∣

∣,
(

τ∗, y
(1)
∗ [·]

)

,
(

τ∗, y
(2)
∗ [·]

)

∈ G, ŷ
(1)
∗ , ŷ

(2)
∗ ∈ R.

Отсюда вытекает свойство (ρ.3). Свойства (ρ.4u) и (ρ.4v) в теории дифференциальных игр
называются u-стабильностью и v-стабильностью. Они доказываются аналогично леммам 28.1
и 28.2 из монографии [6].

5. Вспомогательная z-модель

Пусть движение x[t∗ − h[·]ϑ] системы (1.1) порождено из позиции (t∗, x∗[·]) ∈ G реализаци-
ями u[t∗[·]ϑ) и v[t∗[·]ϑ). Рассмотрим вспомогательную динамическую систему (z-модель)

d

dt

(

z[t]− g
(

t, zt[·]
)

)

= f
(

t, xt[·], p[t], q[t]
)

, t ∈ [t0, ϑ], z[t] ∈ R
n, p[t] ∈ U, q[t] ∈ V. (5.1)

Отметим, что в отличие от модели-копии (4.3) в правую часть системы (5.1) вместо текущей
истории zt[·] движения этой системы подставляется история xt[·] зафиксированного движения
x[t∗−h[·]ϑ]. Чтобы это подчеркнуть, будем говорить, что движение z[τ∗ −h[·]τ∗] системы (5.1)
порождается из позиции (τ∗, z∗[·]) ∈ G, τ∗ ≥ t∗, реализациями p[τ∗[·]τ∗) и q[τ∗[·]τ∗) управляю-
щих воздействий и движением x[t∗ − h[·]ϑ] системы (1.1).

По определению (4.2) множества G справедливо следующее

Утверждение 3. Пусть движение x[t∗ − h[·]ϑ] системы (1.1) порождено из позиции

(t∗, x∗[·]) ∈ G допустимыми реализациями u[t∗[·]ϑ) и v[t∗[·]ϑ). Пусть (τ∗, z∗[·]) ∈ G, τ∗ ≥ t∗,
и τ∗ ∈ (τ∗, ϑ]. Тогда для движения z[τ∗ − h[·]τ∗] системы (5.1), порожденного из позиции

(τ∗, z∗[·]) допустимыми реализациями p[τ∗[·]τ∗), q[τ∗[·]τ∗) и движением x[t∗ − h[·]ϑ], имеет

место включение (t, zt[·]) ∈ G, t ∈ [τ∗, τ
∗].

Пусть (t∗, x∗[·]) ∈ G, (τ∗, z∗[·]) ∈ G и ẑ∗ ∈ R. Обозначим

x̂[t] =

t
∫

t∗

χ
(

ξ, xξ[·], u[ξ], v[ξ]
)

dξ, ẑ[t] = ẑ∗ +

t
∫

τ∗

χ
(

ξ, xξ[·], p[ξ], q[ξ]
)

dξ. (5.2)

Определим функционал

V
(

t, w[·], r[·], η
)

=
∥

∥s
(

t, w[·], r[·]
)∥

∥

2
+ η2, t ∈ [t0, ϑ], w[·], r[·] ∈ C, η ∈ R, (5.3)

где

s
(

t, w[·], r[·]
)

= w[0] − g
(

t, w[·]
)

− r[0] + g
(

t, r[·]
)

. (5.4)

Положим

ǫ(t) = ε+ (t− t0)ε. (5.5)
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Лемма 1. Для любого числа ε > 0 найдется такое число δ1 = δ1(ε) > 0, что будет

справедливо следующее утверждение. Пусть (t∗, x∗[·]) ∈ G, (τ∗, z∗[·]) ∈ G, τ∗ ≥ t∗, ẑ∗ ∈ R и

момент времени τ∗ ∈ (τ∗, ϑ] удовлетворяет неравенству

τ∗ − τ∗ ≤ δ1. (5.6)

Пусть движение x[t∗ − h[·]ϑ] системы (1.1) порождено из позиции (t∗, x∗[·]) допустимыми

реализациями u[t∗[·]ϑ) и v[t∗[·]ϑ), а движение z[τ∗−h[·]τ∗] системы (5.1) порождено из позиции

(τ∗, z∗[·]) допустимыми реализациями p[τ∗[·]τ∗), q[τ∗[·]τ∗) и движением x[t∗−h[·]ϑ]. Пусть при

этом реализации u[t∗[·]ϑ) и q[τ∗[·]τ∗) удовлетворяют равенствам

u[t] = u◦, q[t] = q◦, t ∈ [τ∗, τ
∗), (5.7)

u◦ ∈ argmin
u∈U

max
v∈V

(

〈

f
(

τ∗, xτ∗ [·], u, v
)

, s
(

τ∗, xτ∗ [·], z∗[·]
)〉

+ χ
(

τ∗, xτ∗ [·], u, v
)(

x̂[τ∗]− ẑ∗
)

)

,

q◦ ∈ argmax
q∈V

min
p∈U

(

〈

f
(

τ∗, xτ∗ [·], p, q
)

, s
(

τ∗, xτ∗ [·], z∗[·]
)〉

+ χ
(

τ∗, xτ∗ [·], p, q
)(

x̂[τ∗]− ẑ∗
)

)

,

и справедливо неравенство

V
(

τ∗, xτ∗ [·], z∗[·], x̂[τ∗]− ẑ∗
)

≤ ǫ(τ∗). (5.8)

Тогда

V
(

t, xt[·], zt[·], x̂[t]− ẑ[t]
)

≤ ǫ(t), t ∈ [τ∗, τ
∗]. (5.9)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу условия (g.1) и утверждений 1–3 при t ∈ [τ∗, τ
∗] имеем

∥

∥s
(

t, xt[·], zt[·]
)
∥

∥ ≤
∥

∥x[t]
∥

∥+
∥

∥z[t]
∥

∥+ αg

(

∥

∥xt[·]
∥

∥

C
+

∥

∥zt[·]
∥

∥

C

)

≤ R1 = (1 + αg)(R+R). (5.10)

Для значений x̂[t] и ẑ[t] в согласии со второй оценкой в (4.1) справедливо неравенство

∣

∣x̂[t]− ẑ[t]
∣

∣ ≤ 2β(t− τ∗) +
∣

∣x̂[τ∗]− ẑ∗
∣

∣, t ∈ [τ∗, τ
∗]. (5.11)

Принимая во внимание определение (5.3) функционала V и неравенство (5.8), выводим

∣

∣x̂[τ∗]− ẑ∗
∣

∣ ≤
√

V
(

τ∗, xτ∗ [·], z∗[·], x̂[τ∗]− ẑ∗
)

≤
√

ǫ(τ∗). (5.12)

Пусть R2(ε) = 2β(ϑ− t0) +
√

ǫ(ϑ). Тогда, объединяя оценки (5.11) и (5.12), получаем

∣

∣x̂[t]− ẑ[t]
∣

∣ ≤ R2(ε), t ∈ [τ∗, τ
∗]. (5.13)

По условиям (f.1) и (χ.1) отображения f и χ непрерывны. По утверждению 1 множество G
компактно. Поэтому существует такое число ν(ε) > 0, что для всех (t, w[·]), (ξ, r[·]) ∈ G: |t−ξ| ≤
ν(ε), ‖w[·] − r[·]‖C ≤ ν(ε), при всех u ∈ U, v ∈ V имеет место неравенство

∥

∥f
(

t, w[·], u, v
)

− f
(

ξ, r[·], u, v
)∥

∥+
∣

∣χ
(

t, w[·], u, v
)

− χ
(

ξ, r[·], u, v
)∣

∣ ≤ ε/
(

8(R1 +R2(ε))
)

. (5.14)

Положим
δ1 = δ1(ε) = min

{

ε/(32β
2
), ν(ε), ν(ε)/R

}

. (5.15)

Оценим производную V(t, xt[·], zt[·], x̂[t]− ẑ[t]) при t ∈ [τ∗, τ
∗]. Из (1.1), (5.1) и (5.7) имеем

dV
dt

(

t, xt[·], zt[·], x̂[t]− ẑ[t]
)

= 2
〈

f
(

t, xt[·], u◦, v[t]
)

− f
(

t, xt[·], p[t], q◦
)

, s
(

t, xt[·], zt[·]
)〉

+ 2
(

χ
(

t, xt[·], u◦, v[t]
)

− χ
(

t, xt[·], p[t], q◦
)

)

(

x̂[t]− ẑ[t]
)

.
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По утверждению 1 в силу соотношений (5.6) и (5.15) выводим

∥

∥xt[·]− xτ∗ [·]
∥

∥ ≤ R|t− τ∗| ≤ δ1 ≤ ν(ε), t ∈ [τ∗, τ
∗],

а стало быть, оценки (5.14) выполняются при ξ = τ∗, w[·] = xt[·] и r[·] = xτ∗ [·]. Таким образом,
пользуясь неравенствами (5.10) и (5.13), получаем

dV
dt

(

t, xt[·], zt[·], x̂[t]− ẑ[t]
)

≤ 2
〈

f
(

τ∗, xτ∗ [·], u◦, v[t]
)

− f
(

τ∗, xτ∗ [·], p[t], q◦
)

, s
(

t, xt[·], zt[·]
)〉

+ 2
(

χ
(

τ∗, xτ∗ [·], u◦, v[t]
)

− χ
(

τ∗, xτ∗ [·], p[t], q◦
)

)

(

x̂[t]− ẑ[t]
)

+ ε/2.

Из равенств (1.1) и (5.1), (5.2), с учетом утверждения 1 и оценки (4.1) имеем

∥

∥s
(

t, xt[·], zt[·]
)

− s
(

τ∗, xτ∗ [·], z∗[·]
)
∥

∥ ≤ 2β|t− τ∗|,
∣

∣

(

x̂[t]− ẑ[t]
)

−
(

x̂[τ∗]− ẑ∗
)
∣

∣ ≤ 2β|t− τ∗|.

Тогда из соотношений (4.1), (5.6) и (5.15), учитывая затем условия (f, χ) и (5.7), заключаем

dV
dt

(

t, xt[·], zt[·], x̂[t]− ẑ[t]
)

≤ 2
〈

f
(

τ∗, xτ∗ [·], u◦, v[t]
)

− f
(

τ∗, xτ∗ [·], p[t], q◦
)

, s
(

τ∗, xτ∗ [·], z∗[·]
)〉

+ 2
(

χ
(

τ∗, xτ∗ [·], u◦, v[t]
)

− χ
(

τ∗, xτ∗ [·], p[t], q◦
)

)

(

x̂[τ∗]− ẑ∗
)

+ ε

≤ 2max
v∈V

(

〈

f
(

τ∗, xτ∗ [·], u◦, v
)

, s
(

τ∗, xτ∗ [·], z∗[·]
)〉

+ χ
(

τ∗, xτ∗ [·], u◦, v
)(

x̂[τ∗]− ẑ∗
)

)

− 2min
u∈U

(

〈

f
(

τ∗, xτ∗ [·], u, v◦
)

, s
(

τ∗, xτ∗ [·], z∗[·]
)〉

+ χ
(

τ∗, xτ∗ [·], u, q◦
)(

x̂[τ∗]− ẑ∗
)

)

+ ε = ε,

откуда с учетом неравенства (5.8) получаем оценку (5.9). Лемма доказана.
Пусть (t, w[·]) ∈ G и ε > 0. Через W (t, w[·], ε) обозначим множество пар (r[·], η) ∈ C × R,

для которых выполнены условия:

(w.1) Справедливо включение (t, r[·]) ∈ G.

(w.2) Для функционала V, определенного в (5.3), справедливо неравенство

V
(

t, w[·], r[·], η
)

≤ ǫ(t).

(w.3) Имеет место оценка
∥

∥w[·]− r[·]
∥

∥

2

C
≤ λǫ(t), λ = 1/(1 − αg)

2.

Здесь ǫ(t) определено согласно (5.5).

Лемма 2. Пусть задано число ε > 0, и число δ1 = δ1(ε) > 0 выбрано в согласии с лем-

мой 1. Пусть в условиях леммы 1 дополнительно выполняется включение

(

z∗[·], x̂[τ∗]− ẑ∗
)

∈ W
(

τ∗, xτ∗ [·], ε
)

. (5.16)

Тогда
(

zt[·], x̂[t]− ẑ[t]
)

∈ W
(

t, xt[·], ε
)

, t ∈ [τ∗, τ
∗]. (5.17)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Включение (5.16) означает

(τ∗, z∗[·]) ∈ G, V
(

τ∗, xτ∗ [·], z∗[·], x̂[τ∗]− ẑ∗
)

≤ ǫ(τ∗),
∥

∥xτ∗ [·]− z∗[·]
∥

∥

2

C
≤ λǫ(τ∗). (5.18)

Пусть t ∈ [τ∗, τ
∗]. Для доказательства леммы достаточно показать, что

(t, zt[·]) ∈ G, V
(

t, xt[·], zt[·], x̂[t]− ẑ[t]
)

≤ ǫ(t),
∥

∥xt[·]− zt[·]
∥

∥

2

C
≤ λǫ(t). (5.19)
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Включение в (5.19) вытекает из включения в (5.18) в силу утверждения 3. Первое из нера-
венств в (5.19) следует из аналогичного неравенства в (5.18) в силу леммы 1.

Докажем второе из неравенств в (5.19). По определению (5.3) функционала V, принимая
во внимание условие (g.1), имеем

∥

∥x[ξ]− z[ξ]
∥

∥ ≤
√

V
(

ξ, xξ[·], zξ [·], x̂[ξ]− ẑ[ξ]
)

+ αg

∥

∥xξ[·]− zξ[·]
∥

∥

C
, ξ ∈ [τ∗, t]. (5.20)

Далее, по определению числа λ в условии (w.3), принимая во внимание второе из неравенств
в (5.18) вместе с первым из неравенств (5.19), получаем

max
{

max
ξ∈[τ∗,t]

∥

∥x[ξ]− z[ξ]
∥

∥,
√

λǫ(τ∗)
}

≤
√

ǫ(t) + αg max
{

max
ξ∈[τ∗,t]

∥

∥x[ξ]− z[ξ]
∥

∥,
√

λǫ(τ∗)
}

,

откуда заключаем
∥

∥x[t]− z[t]
∥

∥ ≤ 1

1− αg

√

ǫ(t) =
√

λǫ(t). Лемма доказана.

Лемма 3. Существует такое число κ > 0, что справедливо следующее утверждение.

Пусть (t∗, x∗[·]) ∈ G, (τ∗, y∗[·]) ∈ G, τ∗ ≥ t∗, ŷ∗ ∈ R и τ∗ ∈ (τ∗, ϑ]. Пусть движе-

ние x[t∗ − h[·]ϑ] системы (1.1) порождено из позиции (t∗, x∗[·]) допустимыми реализациями

u[t∗[·]ϑ) и v[t∗[·]ϑ), а движение y[τ∗ − h[·]τ∗] системы (4.3) порождено из позиции (τ∗, y∗[·])
допустимыми реализациями p[τ∗[·]τ∗) и q[τ∗[·]τ∗). Тогда для движения z[τ∗ − h[·]τ∗] систе-

мы (5.1), порожденного из позиции (τ∗, z∗[·] = y∗[·]) теми же реализациями p[τ∗[·]τ∗), q[τ∗[·]τ∗)
и движением x[t∗ − h[·]ϑ], справедливо неравенство

∥

∥z[t]− y[t]
∥

∥+
∣

∣ẑ[t]− ŷ[t]
∣

∣ ≤ κ (τ∗ − τ∗) max
ξ∈[τ∗,τ∗]

∥

∥xξ[·]− zξ[·]
∥

∥

C
, t ∈ [τ∗, τ

∗], (5.21)

где значение ŷ[t] определено согласно (4.4), а значение ẑ[t] — согласно (5.2) при ẑ∗ = ŷ∗.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу равенств (4.3), (5.1) и условия (g.1) имеем
∥

∥z[t]− y[t]
∥

∥ =
∥

∥z[t]− g
(

t, zt[·]
)

− y[t] + g
(

t, yt[·]
)
∥

∥+
∥

∥g
(

t, zt[·]
)

− g
(

t, yt[·]
)
∥

∥ (5.22)

≤
t

∫

τ∗

∥

∥f
(

ξ, xξ[·], p[ξ], q[ξ]
)

− f
(

ξ, yξ[·], p[ξ], q[ξ]
)∥

∥dξ + αg max
ξ∈[τ∗,t]

∥

∥z[ξ]− y[ξ]
∥

∥, t ∈ [τ∗, τ
∗].

С учетом утверждений 1, 2 и условия (f.2), полагая

D1 =
{

w[·] ∈ C |
(

t, w[·]
)

∈ G ∪G, t ∈ [t0, ϑ]
}

, αf = αf

(

D1

)

, α1 = αf/(1 − αg),

из оценки (5.22) выводим

max
ξ∈[τ∗,t]

∥

∥z[ξ]− y[ξ]
∥

∥ ≤ α1

t
∫

τ∗

∥

∥xξ[·]− yξ[·]
∥

∥

C
dξ ≤ α1

t
∫

τ∗

∥

∥xξ[·]− zξ[·]
∥

∥

C
dξ + α1

t
∫

τ∗

∥

∥zξ[·]− yξ[·]
∥

∥

C
dξ

≤ α1(τ
∗ − τ∗) max

ξ∈[τ∗,τ∗]

∥

∥xξ[·]− zξ[·]
∥

∥

C
+ α1

t
∫

τ∗

max
µ∈[τ∗,ξ]

∥

∥z[µ]− y[µ]
∥

∥dξ, t ∈ [τ∗, τ
∗],

откуда по лемме Гронуолла — Беллмана [12, с. 43] получаем

max
ξ∈[τ∗,t]

∥

∥z[ξ]− y[ξ]
∥

∥ ≤ α2(τ
∗ − τ∗) max

ξ∈[τ∗,τ∗]

∥

∥xξ[·]− zξ[·]
∥

∥

C
, t ∈ [τ∗, τ

∗], α2 = α1e
α1(ϑ−t0). (5.23)

Далее, используя условие (χ.2) при αχ = αχ(D1) и неравенство (5.23), для t ∈ [τ∗, τ
∗] выводим

∣

∣ẑ[t]− ŷ[t]
∣

∣ ≤
t

∫

τ∗

∣

∣χ
(

ξ, xξ[·], p[ξ], q[ξ]
)

− χ
(

ξ, yξ[·], p[ξ], q[ξ]
)
∣

∣dξ ≤ αχ(τ
∗ − τ∗) max

ξ∈[τ∗,τ∗]

∥

∥xξ[·]− zξ[·]
∥

∥

C

+ αχ(τ
∗ − τ∗) max

ξ∈[τ∗,t]

∥

∥z[ξ]− y[ξ]
∥

∥ ≤ αχ(1 + (ϑ− t0)α2)(τ
∗ − τ∗) max

ξ∈[τ∗,τ∗]

∥

∥xξ[·]− zξ [·]
∥

∥

C
. (5.24)

Положим κ = α2+αχ(1+(ϑ− t0)α2). Тогда из (5.23) и (5.24) получаем (5.21). Лемма доказана.
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6. Цена игры и оптимальные стратегии

Следуя идеологии метода экстремального сдвига на сопутствующие точки (см., например,
[6, c. 210], а также [10]), определим следующую стратегию управления первого игрока:

U∗ = U∗
(

t, w[·], ε
)

∈ argmin
u∈U

max
v∈V

(

〈

f
(

t, w[·], u, v
)

, s
(

t, w[·], ru[·]
)〉

+ χ
(

t, w[·], u, v
)

ηu
)

, (6.1)

(

t, w[·]
)

∈ G, ε > 0.

Здесь величина s взята из (5.4), а сопутствующая точка (ru[·], ηu) выбирается по величине (4.5)
согласно правилу

(

ru[·], ηu
)

=
(

ru(t, w[·], ε)[·], ηu(t, w[·], ε)
)

∈ argmin
(r[·],η)∈W (t,w[·],ε)

ρ
(

t, r[·],−η
)

, (6.2)

где множество W (t, w[·], ε) определяется условиями (w.1)–(w.3).

Лемма 4. Имеет место неравенство

ρu
(

U∗; t∗, x∗[·]
)

≤ ρ
(

t∗, x∗[·], 0
)

,
(

t∗, x∗[·]
)

∈ G.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По определению (3.3) величины ρu(U
∗; t∗, x∗[·]) для доказатель-

ства леммы достаточно показать, что для любого числа ζ > 0 найдутся такие число ε∗ =
ε∗(ζ) > 0 и функция δ∗(ε) = δ∗(ζ, ε) > 0, 0 < ε < ε∗, что, каковы бы ни были позиция
(t∗, x∗[·]) ∈ G, числа 0 < ε < ε∗ и 0 < δ < δ∗(ε), разбиение ∆δ из (3.1) и допустимая реализация
v[t∗[·]ϑ), для движения x[t∗ − h[·]ϑ] системы (1.1), порожденного из позиции (t∗, x∗[·]) законом
управления {U∗, ε,∆δ} по правилу (3.2) и реализацией v[t∗[·]ϑ), справедливо неравенство

γ
(

t∗, x∗[·];U∗, ε,∆δ ; v[t∗[·]ϑ)
)

= σ
(

xϑ[·]
)

+

ϑ
∫

t∗

χ
(

ξ, xξ[·], u[ξ], v[ξ]
)

dτ ≤ ρ
(

t∗, x∗[·], 0
)

+ ζ. (6.3)

Взяв константы αρ, λ и κ из условий (ρ.3), (w.3) и леммы 3 соответственно, обозначим

κ1 = 1 + αρκ
√

λ(1 + ϑ− t0), κ2 = κ1(ϑ − t0) + αρ(
√
λ+ 1)

√

1 + ϑ− t0. (6.4)

Пусть
0 < ε ≤ ε∗ = (ζ/κ2)

2, 0 < δ ≤ δ∗(ε) = δ1(ε), (6.5)

где δ1(ε) выбрано в согласии с леммами 1, 2. Докажем неравенство

ρ
(

τj, r
u
j [·], x̂[τj]− ηuj

)

≤ ρ
(

t∗, x∗[·], 0
)

+ κ1
√
ε(τj − t0), j = 1, J , (6.6)

где в согласии с (6.2) полагаем ruj [·] = ru(τj , xτj [·], ε)[·], ηuj = ηu(τj, xτj [·], ε), а значение x̂[τj]
определяется по формуле (5.2).

При j = 1 в силу (3.1), (5.2) и (6.2), учитывая, что (x∗[·], 0) ∈ W (t∗, x∗[·], ε), имеем

ρ
(

τ1, r
u
1 [·], x̂[τ1]− ηu1

)

= ρ
(

t∗, r
u(t∗, x∗[·], ε)[·],−ηu(t∗, x∗[·], ε)

)

≤ ρ
(

t∗, x∗[·], 0
)

.

Пусть неравенство (6.6) справедливо при j = k. Докажем его при j = k + 1. Положим

τ∗ = τk, τ∗ = τk+1, y∗[·] = z∗[·] = ruk [·], ŷ∗ = ẑ∗ = x̂[τk]− ηuk . (6.7)

Пусть движение y[τ∗ − h[·]τ∗] системы (4.3) порождено из позиции (τ∗, y∗[·]) реализациями
p[τ∗[·]τ∗) и q[τ∗[·]τ∗), где q[τ∗[·]τ∗) строится согласно правилу (5.7), а p[τ∗[·]τ∗) выбирается из
условия (ρ.4u). Пусть движение z[τ∗−h[·]τ∗] системы (5.1) порождено из позиции (τ∗, z∗[·]) теми
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же реализациями p[τ∗[·]τ∗), q[τ∗[·]τ∗) и движением x[t∗ − h[·]ϑ]. По определению (6.1) страте-
гии U∗ и в силу соотношения (3.2) реализация u[t∗[·]ϑ) удовлетворяет условию (5.7). В согласии
с (6.2) выполняется условие (5.16). Таким образом, по лемме 2 справедливо включение (5.17).
Пользуясь этим включением, с учетом условий (ρ.2) и (6.2) выводим

ρ
(

τ∗, ruk+1[·], x̂[τ∗]− ηuk+1

)

≤ ρ
(

τ∗, zτ∗ [·], ẑ[τ∗]
)

. (6.8)

Кроме того, согласно условию (w.3) имеем
∥

∥xt[·] − zt[·]
∥

∥

C
≤

√

λǫ(τ∗) ≤
√

λǫ(ϑ), t ∈ [τ∗, τ
∗],

откуда, опираясь на условие (ρ.3) и лемму 3, получаем

ρ
(

τ∗, zτ∗ [·], ẑ[τ∗]
)

≤ ρ
(

τ∗, yτ∗ [·], ŷ[τ∗]
)

+ αρκ (τ
∗ − τ∗)

√

λǫ(ϑ). (6.9)

Объединяя неравенства (4.6), (6.8) и (6.9), и учитывая определение (5.5) функции ǫ(t) и вы-
бор (6.4) числа κ1, приходим к оценке

ρ
(

τ∗, ruk+1[·], x̂[τ∗]− ηuk+1

)

≤ ρ
(

τ∗, y∗[·], ŷ∗
)

+ κ1
√
ε(τ∗ − τ∗).

Отсюда, учитывая неравенство (6.6) при j = k и обозначения (6.7), заключаем, что неравен-
ство (6.6) справедливо и при j = k + 1. Итак, неравенство (6.6) доказано для всех j = 1, J .

Из неравенства (6.6) при j = J , пользуясь условиями (ρ.3), (w.2), (w.3) и определением (6.4)
числа κ2, выводим

ρ
(

ϑ, xϑ[·], x̂[ϑ]
)

≤ ρ
(

ϑ, ruJ [·], x̂[ϑ]− ηuJ
)

+ αρ

(

∥

∥xϑ[·]− ruJ [·]
∥

∥

C
+

∣

∣ηuJ
∣

∣

)

≤ ρ
(

t∗, x∗[·], 0
)

+ κ2
√
ε,

и далее с учетом обозначения (5.2) и условий (ρ.1), (ρ.2) получаем

σ
(

xϑ[·]
)

+

ϑ
∫

t∗

χ
(

ξ, xξ [·], u[ξ], v[ξ]
)

dξ = σ
(

xϑ[·]
)

+ x̂[ϑ] = ρ
(

ϑ, xϑ[·], x̂[ϑ]
)

≤ ρ
(

t∗, x∗[·], 0
)

+ κ2
√
ε.

Отсюда, принимая во внимание выбор (6.5) числа ε, приходим к оценке (6.3). Лемма доказана.

Рассмотрим экстремальную стратегию управления второго игрока

V ∗ = V ∗
(

t, w[·], ε
)

∈ argmax
v∈V

min
u∈U

(

〈

f
(

t, w[·], u, v
)

, s
(

t, rv[·], w[·]
)〉

+ χ
(

t, w[·], u, v
)

ηv
)

, (6.10)

(

rv[·], ηv
)

=
(

rv(t, w[·], ε)[·], ηv (t, w[·], ε)
)

∈ argmax
(r[·],η)∈W (t,w[·],ε)

ρ
(

t, r[·], η
)

,
(

t, w[·]
)

∈ G, ε > 0.

Лемма 5. Имеет место неравенство

ρv
(

V ∗; t∗, x∗[·]
)

≥ ρ
(

t∗, x∗[·], 0
)

,
(

t∗, x∗[·]
)

∈ G.

Д о к а з а т е л ь с т в о этой леммы по сути повторяет доказательство леммы 4. При
этом требуется должным образом модифицировать леммы 1, 2 и вместо условия (ρ.4u) вос-
пользоваться условием (ρ.4v).

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы. Из определений (3.4) и (3.6) оптимальных гарантиро-
ванных результатов, в силу неравенства (3.7) и лемм 4, 5 выводим цепочку неравенств

ρ◦u
(

t∗, x∗[·]
)

≤ ρu
(

U∗; t∗, x∗[·]
)

≤ ρ
(

t∗, x∗[·], 0
)

≤ ρv
(

V ∗; t∗, x∗[·]
)

≤ ρ◦v
(

t∗, x∗[·]
)

≤ ρ◦u
(

t∗, x∗[·]
)

,

которая доказывает справедливость равенства (3.8) и оптимальность стратегий U∗ и V ∗.
Теорема доказана.

Отметим, что в работе не только установлено, что дифференциальная игра (1.1), (2.1)
имеет цену и седловую точку в классе позиционных стратегий, но и указана подходящая мо-
дификация (6.1), (6.10) метода экстремального сдвига [6] для конфликтно-управляемых систем
нейтрального типа (1.1).
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