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АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ВЫЧИСЛЕНИЕ

РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ТЕПЛА НА ПЛОСКОСТИ1

С.В. Захаров

Для уравнения теплопроводности на плоскости строится асимптотическое приближение решения за-

дачи Коши на больших временах в случае, когда начальная функция на бесконечности имеет степенную

асимптотику. Исследование асимптотического поведения решения рассматриваемой задачи помимо пря-

мого приложения к процессам теплопроводности и диффузии представляет самостоятельный интерес для

асимптотического анализа.
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S. V. Zakharov. Asymptotic calculation of the heat distribution on a plane.

For the heat equation on a plane an asymptotic approximation of the solution of the Cauchy problem for large

times is constructed in the case when the initial function at infinity has a power-like asymptotics. Investigation

of the asymptotic behavior of the solution of the problem under consideration in addition to direct application

to processes of heat conduction and diffusion has an independent interest for asymptotic analysis.
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1. Введение

Рассмотрим задачу Коши для уравнения теплопроводности на плоскости с локально инте-
грируемой по Лебегу начальной функцией Λ : R2 → R медленного роста:

∂u

∂t
=

∂2u

∂x21
+

∂2u

∂x22
, t > 0, (1.1)

u(x1, x2, 0) = Λ(x1, x2), (x1, x2) ∈ R
2. (1.2)

Единственное (в классе гладких функций медленного роста) решение этой задачи можно за-
писать в виде свертки функции Λ с функцией Грина [1]:

u(x1, x2, t) =
1

4πt

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

Λ(s1, s2) exp

{
−(s1 − x1)

2 + (s2 − x2)
2

4t

}
ds1ds2. (1.3)

Исследование асимптотического поведения интеграла (1.3) помимо прямого приложения к
физическим процессам теплопроводности и диффузии представляет самостоятельный интерес
для асимптотического анализа, поскольку необходимость в решении подобных задач возникает
при применении метода согласования [2].

Несмотря на внешнюю простоту интеграла (1.3) построение его равномерно пригодной
асимптотики при независимом стремлении переменных к бесконечности не укладывается в
рамки обычных методов [3]. Для решения уравнения теплопроводности на прямой R

1 с на-
чальной функцией, имеющей степенное поведение на бесконечности, равномерная асимптоти-
ка была найдена в работе [4] методом вспомогательного параметра, развитого А.Р.Данилиным
при изучении задач теории оптимального управления [5; 6].

1Работа выполнена при частичной поддержке РФФИ (проект 14-01-00322).
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С помощью того же метода ниже будет построено асимптотическое разложение решения
u(x1, x2, t) задачи (1.1), (1.2) при |x1|+ |x2|+ t → ∞ в предположении, что

Λ(x1, x2) = 0, x1 < 0, (1.4)

Λ(x1, x2) = xp1

∞∑

n=0

Λn(x2)

xn1
, x1 → +∞, (1.5)

где p — неотрицательное целое число, Λn — непрерывные функции. Кроме того, считаем, что

suppΛ ⊂ {(x1, x2) : x1 > 0, |x2| < |x1|ν , ν > 0},
suppΛn ⊂ [−Rn, Rn], Rn > 0.

(1.6)

Таким образом, в условии (1.5) асимптотика понимается в смысле Эрдейи по асимптоти-
ческой последовательности {x−n

1 }∞n=0. Точный смысл возникающих далее асимптотик будет
определяться отдельно.

2. Вычисление асимптотики

Учитывая условие (1.4), представим функцию (1.3) в виде

u(x1, x2, t) = U0(x1, x2, t) + U1(x1, x2, t), (2.7)

где

U0(x1, x2, t) =

σ∫

0

ds1

+∞∫

−∞

ds2 . . . , U1(x1, x2, t) =

+∞∫

σ

ds1

+∞∫

−∞

ds2 . . . ,

σ = (x21 + x22 + t)β/2, 0 < β < 1, (2.8)

а многоточие обозначает подынтегральное выражение из формулы (1.3) вместе с множите-
лем (4πt)−1. В интеграле U1(x1, x2, t) сделаем замену s1 = 2z

√
t. Полагая

µ =
σ

2
√
t
, η1 =

x1

2
√
t

(2.9)

и пользуясь условием (1.5), получаем

U1(x1, x2, t) =
1

2π
√
t

+∞∫

µ

e−(η1−z1)2
+∞∫

−∞

Λ(2z
√
t, s2) exp

{
− (s2 − x2)

2

4t

}
ds2dz

=
tp/2√
π

N−1∑

n=0

2p−nt−n/2

+∞∫

µ

zp−ne−(z−η1)2dz

× 1

2
√
πt

+∞∫

−∞

Λn(s2) exp
{
− (s2 − x2)

2

4t

}
ds2 +O(σ−ρ1N ), ρ1 > 0. (2.10)

В дальнейшем будем пользоваться тем, что при σ → ∞ на множестве

Tα =
{
(x1, x2, t) : (x1, x2) ∈ R

2, t > (x21 + x22)
α/2

}
, 1 + β < α < 2,

справедливы оценки (легко проверить)

σ = O
(
tβ/α

)
, µ = O

(
tβ/α−1/2

)
, µ = O

(
σ−γ

)
, (2.11)
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где

γ =
α

2β
− 1 > 0. (2.12)

При 0 6 n 6 p имеем

+∞∫

µ

zp−ne−(z−η)2dz =

+∞∫

0

zp−ne−(z−η)2dz −
µ∫

0

zp−ne−(z−η)2dz

=

+∞∫

−η

(η + s)p−ne−s2ds−
µ∫

0

zp−ne−(z−η)2dz

=

p−n∑

m=0

(p− n)! ηp−n−m

m!(p− n−m)!

+∞∫

−η

sme−s2ds+

∞∑

r=1

µre−η2Plr(η),

где

∫ +∞

−η
sme−s2ds = e−η2Pm−1(η) + νmerfc(−η), Pl(η) — полиномы степени l, νm — некоторые

константы, erfc(x) = 1√
π

∫ +∞

x
e−s2ds. Тогда

+∞∫

µ

zp−ne−(z−η)2dz = Πp−n(η)erfc(−η) + exp(−η2)Π∗
p−n−1(η)

+ exp(−η2)

N−1∑

r=1

Plr(η)µ
r +O(σ−ρ2N ), ρ2 > 0, (2.13)

где Πp−n(η) и Π∗
p−n−1(η) — полиномы степени p− n и p− n− 1 соответственно.

При n > p имеем

+∞∫

µ

zp−ne−(z−η)2dz =

+∞∫

1

zp−ne−(z−η)2dz +

1∫

µ

Ψn−p(z, η)dz + e−η2
n−p−1∑

r=0

Pr(η)

1∫

µ

zr+p−ndz,

где Pr(η) — полиномы степени r,

Ψn−p(z, η) = zp−n
[
e−(z−η)2 − e−η2

n−p−1∑

r=0

Hr(η)
zr

r!

]
, (2.14)

сумма по r в квадратных скобках — это частичная сумма ряда Тейлора для функции
exp(2zη − z2) по переменной z, а Hr(η) — полиномы Эрмита степени r. Отсюда получаем

+∞∫

µ

zp−ne−(z−η)2dz =

+∞∫

1

zp−ne−(z−η)2dz + e−η2Pn−p−1(η) ln µ

+

n−p−2∑

r=0

µr+p−n+1e−η2Pr(η) +

1∫

0

Ψn−p(z, η)dz −
µ∫

0

Ψn−p(z, η)dz. (2.15)

Из формулы (2.14) вытекает, что Ψn(z, η) не имеет особенностей при z → 0 и

µ∫

0

Ψn−p(z, η)dz =
N−1∑

r=1

µre−η2Pr−1+n−p(η) +O(σ−γN ),
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где число γ > 0 определено формулой (2.12). Таким образом, соотношение (2.15) приобретает
вид

+∞∫

µ

zp−ne−(z−η)2dz = Jp−n(η) + exp(−η2)
∑

r2
s
+q2

s
6=0

bsη
msµrs lnqs µ+O(σ−ρ2N ), (2.16)

где Jp−n — гладкие функции медленного роста, bs — некоторые константы.
Согласно работе [4] из условия (1.6) имеем

1

2
√
πt

+∞∫

−∞

Λn(s2) exp
{
− (s2 − x2)

2

4t

}
ds2

= exp(−η22)

N∑

m=1

t−m/2Qn,m−1(η2) +O((x22 + t)−ρ3N ), ρ3 > 0, (2.17)

где Qn,m−1(η2) — полиномы степени m− 1 по η2 = x2/(2
√
t), коэффициенты которых зависят

от n. Финитность (ограниченность носителя) функций Λn приводит к тому, что асимптоти-
ка (2.17) не содержит ln t. Это может быть показано напрямую разложением подынтегральной
экспоненты в ряд Тейлора по переменной s2.

Подставляя выражения (2.13), (2.16) и (2.17) в формулу (2.10), получаем

U1(x1, x2, t) = tp/2
N∑

n=1

t−n/2S̃n(η1, η2) + V1(µ, η1, η2, t) +O(σ−ρ4N ), ρ4 > 0, (2.18)

V1(µ, η1, η2, t) = exp
(
−η21 − η22

) ∑

r2
s
+q2

s
6=0

a′sη
ms

1 ηns

2 tlsµrs lnqs µ, (2.19)

где a′s — константы. Коэффициенты S̃n(η1, η2) — это гладкие функции; в частности,

S̃1(η1, η2) = exp
{
−(η21 + η22)

} [
Π(1)

p (η1) exp(η
2
1)erfc(−η1) + Π

(2)
p−1(η1)

]
,

где Π
(1)
p (η1) и Π

(2)
p−1(η1) — полиномы степени p и p− 1 соответственно.

Видно, что благодаря множителю exp
{
−(η21 + η22)

}
оценка остатка в формуле (2.18) оста-

ется в силе и для значений переменных из множества

Xα =
{
(x1, x2, t) : (x1, x2) ∈ R

2, 0 < t < (x21 + x22)
α/2

}
,

на котором справедливы оценки

µ2 = o(η21 + η22), η21 + η22 >
1

4
(x21 + x22)

1−α/2
>

1

8
σ(2−α)/β . (2.20)

Поскольку x21 + x22 6 σ2/β и 2t > σα/β на множестве Tα, заключаем, что при 0 6 s 6 σ
справедливы оценки

x1s

t
= O(σ−δ),

x2s

t
= O(σ−δ),

s2

t
= O(σ−2δ), (2.21)

где

δ =
α− 1

β
− 1 > 0.

С помощью оценок (2.21) представим интеграл U0(x1, x2, t) в следующем виде:

U0(x1, x2, t) =
exp

{
−(η21 + η22)

}

4πt
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×
σ∫

0

∞∫

−∞

Λ(s1, s2)
N∑

m=0

1

m!

(η1s1 + η2s2√
t

− s21 + s22
4t

)m
ds2ds1 +O(σ−ρ5N ), ρ5 > 0.

Благодаря множителю exp
{
−(η21 + η22)

}
оценка остатка верна и на множестве Xα. Раскрывая

степень и меняя порядок суммирования, получаем

U0(x1, x2, t) = exp
{
−(η21 + η22)

} N∑

n=2

t−n/2
∑

06m1+m26n−2
06l1+l26n−2

am1,m2,l1,l2η
m1

1 ηm2

2

×
σ∫

0

∞∫

−∞

sl11 s
l2
2 Λ(s1, s2)ds2ds1 +O(σ−ρ5N ),

где am1,m2,l1,l2 — некоторые константы. Преобразуем возникающий здесь интеграл следующим
образом:

σ∫

0

∞∫

−∞

sl11 s
l2
2 Λ(s1, s2)ds2ds1 =

1∫

0

∞∫

−∞

sl11 s
l2
2 Λ(s1, s2)ds2ds1

+

σ∫

1

∞∫

−∞

sl11 s
l2
2

[
Λ(s1, s2)− sp1Λ0(s2)− . . .− s−l1−1

1 Λp+l1+1(s2)
]
ds2ds1

+

σ∫

1

∞∫

−∞

[
sl1+p
1 sl22 Λ0(s2) + . . .+ s−1

1 sl22 Λp+l1+1(s2)
]
ds2ds1

= Al1,l2 + lnσ

∞∫

−∞

sl22 Λp+l1+1(s2)ds2 +
N−1∑

k=1

(ckσ
k + c−kσ

−k) +O(σ−N )

= Al1,l2 +Bl1,l2 ln t+ 2Bl1,l2 ln(2µ) +

N−1∑

k=1

(c′kµ
ktk/2 + c′−kµ

−kt−k/2) +O(σ−N ),

где Al1,l2 , Bl1,l2 , c
′
k и c′−k — константы. Тогда

U0(x1, x2, t) = exp
{
−(η21 + η22)

} N∑

n=2

t−n/2
[
Πn−2(η1, η2) + Π∗

n−2(η1, η2) ln t
]

+ V0(µ, η1, η2, t) +O(σ−ρ6N ), ρ6 > 0, (2.22)

где Πn−2(η1, η2) и Π∗
n−2(η1, η2) — полиномы степени n− 2, а выражение

V0(µ, η1, η2, t) = exp(−η21 − η22)
∑

r2
s
+q2

s
6=0

a′′sη
ms

1 ηns

2 tlsµrs lnqs µ, (2.23)

где a′′s — некоторые константы, получается аналогично выражению (2.19). Из оценок (2.20)
вытекает, что при (x1, x2, t) ∈ Xα для любых вещественных r, l,m, n ∈ R найдутся C > 0 и
q > 0 такие, что

|ηm1 ηn2 t
lµr| exp(−η21 − η22) 6 Cσq exp

(
− σ(2−α)/β

8

)
.

Следовательно, выражения Vi(µ, η1, η2, t) в формулах (2.18) и (2.22) экспоненциально малы на
множестве Xα.
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Введем обозначение
ε = (x21 + x22 + t)−1/4.

Тогда из формул (2.19) и (2.23) получаем

V0(µ, η1, η2, t) + V1(µ, η1, η2, t) = exp(−η21 − η22)
∑

r2
s
+q2

s
6=0

a′′′s η
ms

1 ηns

2 tls(ln t)ks ε2βrs(ln ε2β)qs ,

где a′′′s — некоторые константы, ε → 0, а β — это произвольный параметр: 0 < β1 < β < β2 < 1.
Поэтому при σ → ∞ для (x1, x2, t) ∈ Tα, из леммы А.Р.Данилина [6, с. 2169] (см. также
[5, лемма 4.4] или [7, гл. 7, § 30]) вытекает, что

V0(µ, η1, η2, t) + V1(µ, η1, η2, t) = O(σ−ρN ), (x1, x2, t) ∈ Tα,

где ρ = min{ρ4, ρ6}. Подставляя (2.18) и (2.22) в (2.7), с учетом сделанных замечаний и обо-
значений (2.8), (2.9) приходим к следующему утверждению.

Теорема 1. При |x1| + |x2| + t → ∞ асимптотика решения уравнения (1.1) с условия-

ми (1.2), (1.4)–(1.6) имеет вид

u(x1, x2, t) =
∞∑

n=1

t−n/2
[
tp/2Sn(η1, η2) + t−1/2 ln tΠn(η1, η2) exp(−η21 − η22)

]

в смысле Эрдейи по асимптотической последовательности {(x21+x22+t)−ρ′n}∞n=1 с некоторым

ρ′ > 0, где Sn(η1, η2) — это C∞-гладкие функции медленного роста, Πn(η1, η2) — полиномы

степени n по автомодельным переменным

η1 =
x1

2
√
t
, η2 =

x2

2
√
t
.

Формула для главного асимптотического приближения решения имеет следующий вид:

u(x1, x2, t) ≈ t(p−1)/2

[
Π(1)

p (η1)

η1∫

−∞

exp(−s2 − η22) ds +Π
(2)
p−1(η1) exp(−η21 − η22)

]
,

где Π
(1)
p (η1) и Π

(2)
p−1(η1) — полиномы степеней p и p− 1 соответственно. При подстановке этой

формулы в (1.1) получаются следующие уравнения:

d2Π
(1)
p

dη2
+ 2η

dΠ
(1)
p

dη
− 2pΠ(1)

p = 0,

d2Π
(2)
p−1

dη2
− 2η

dΠ
(2)
p−1

dη
− 2(p + 1)Π

(2)
p−1 = −2

dΠ
(1)
p

dη
.

Отсюда вытекает, что Π
(1)
p (η1) — это полиномы Эрмита мнимого аргумента с точностью до

числового множителя.

В заключение отметим, что для многомерной задачи справедлив следующий результат.

Теорема 2. Пусть u(x1, . . . , xm, t) — решение задачи Коши

∂u

∂t
=

∂2u

∂x21
+ . . .+

∂2u

∂x2m
, t > 0,

u(x1, . . . , xm, 0) = Λ(x1, . . . , xm), (x1, . . . , xm) ∈ R
m,
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с локально интегрируемой начальной функцией Λ медленного роста. При выполнении условий

Λ(x1, . . . , xm) = 0, x1 < 0,

Λ(x1, . . . , xm) = xp1

∞∑

n=0

Λn(x2, . . . , xm)

xn1
, x1 → +∞,

где

suppΛ ⊂
{
(x1, . . . , xm) : x1 > 0, |x2|+ . . . + |xm| < |x1|ν , ν > 0

}
,

suppΛn ⊂ [−Rn, Rn]
m−1, Rn > 0,

справедлива асимптотическая формула

u(x1, . . . , xm, t) = t−m/2
∞∑

n=0

t−n/2
[
t(p+1)/2Sn(η1, . . . , ηm)+ln tΠn(η1, . . . , ηm) exp(−η21− . . .−η2m)

]
,

|x1|+ . . . + |xm|+ t → ∞,

в смысле Эрдейи по асимптотической последовательности {(x21 + . . . + x2m + t)−ρmn}∞n=1, где

ρm > 0, Sn(η1, . . . , ηm) — гладкие функции медленного роста, Πn(η1, . . . , ηm) — полиномы сте-

пени n по автомодельным переменным

η1 =
x1

2
√
t
, . . . , ηm =

xm

2
√
t
.

Д о к а з а т е л ь с т в о проводится совершенно аналогично двумерному случаю.
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