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Построена асимптотика некоторого класса многомерных интегралов, сингулярно зависящих от малого
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Введение

Хорошо известна задача нахождения асимптотики интеграла, зависящего от параметра.
В качестве примера подобных интегралов можно привести хорошо изученные интегралы ви-

да

∫ 1

0
f(x)eλS(x)dx, где λ — большой положительный параметр [1]. Асимптотика различных

интегралов описана в ряде работ (см., например, [2; 3]). Здесь рассматриваются недостаточно

изученные до сих пор интегралы вида

∫
Ψ(x, ε)dx от функции, которая регулярно зависит от

малого параметра ε всюду, кроме некоторого множества (одной или нескольких точек, мно-
гообразий и т. п.). Однако при ε = 0 интеграл расходится и его асимптотика имеет довольно
сложный характер.

В работе А.М.Ильина, А.А.Ершова [4] исследовано асимптотическое разложение сингу-
лярных интегралов вида ∫∫

ω

dxdy

ε2 + U(x, y)
, (0.1)

где неотрицательная функция U(x, y) обращается в нуль на n пересекающихся кривых, а ω —
некоторая окрестность критической точки (0,0), в которой эти кривые пересекаются. В мо-
нографии [5, гл. 7, § 30] была рассмотрена асимптотика двумерных сингулярных интегралов

вида

∫ 1

0

∫ 1

0

f(x, y)dxdy

ε2 + xy
. Случаи, когда U(x, y) равна нулю в точке или на одной кривой, более

просты для рассмотрения.
В трехмерном случае функция U(x, y, z) может обращаться в нуль на гораздо более слож-

ных пересечениях кривых и поверхностей. В настоящей статье мы построим асимптотическое
разложение интегралов вида ∫∫

ω

dxdydz

ε2 + U(x, y, z)
,

1Работа выполнена при поддержке гранта РНФ (проект 15-11-10018).
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где неотрицательная функция U(x, y, z) обращается в нуль на трех пересекающихся поверхно-
стях, причем в точке пересечения нормали к этим поверхностям неколлинеарны.

Интегралы данного вида, сингулярно зависящие от малого параметра, иногда встречаются
в различных областях математики. Например, асимптотика одномерного интеграла, сингуляр-
но зависящего от малого параметра, находилась в [6]. В многомерном случае такие интегралы
возникают при выражении через потенциал решений краевых задач для уравнения Лапласа
вне тонких областей.

1. Построение асимптотики

Рассмотрим интеграл
δ1∫

−δ1

δ2∫

−δ2

δ3∫

−δ3

dxdydz

ε2 + U(x, y, z)
, (1.1)

где окрестность [−δ1, δ1] × [−δ2, δ2] × [−δ3, δ3] достаточно мала, U(x, y, z) = (z − h1(x, y))
2 ×

(y−h2(x, z))2(x−h3(y, z))2G2(x, y, z), G(x, y, z) — гладкая функция, не обращающаяся в ноль,
а уравнения z = h1(x, y), y = h2(x, z) и x = h3(y, z) задают достаточно гладкие поверхности,
пересекающиеся на трех кривых с общей точкой в начале координат (т. е. h1(0, 0) = h2(0, 0) =
h3(0, 0) = 0), причем нормали к этим поверхностям в нуле не являются компланарными.

Заметим, что если применить предложенный в [4] метод разбиения области интегриро-
вания на сектора и некоторые выпрямляющие замены, то нашу задачу можно существенно
упростить, что мы покажем в следующей теореме.

Теорема 1. Интеграл (1.1) представим в виде суммы интегралов вида

I(ε) =

1∫

0

1∫

0

1∫

0

f(x, y, z)dxdydz

ε2 + x2y2z2
, (1.2)

где f(x, y, z) ∈ C∞
(
[0, 1] × [0, 1] × [0, 1]

)
— некоторая положительная функция.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Возьмем δ1, δ2 и δ3 малыми настолько, чтобы при −δ3 < x < δ3,
−δ2 < y < δ2, −δ1 < z < δ1 выполнялись неравенства

−δ1 < h1(x, y) < δ1, −δ2 < h2(x, z) < δ2, −δ3 < h3(y, z) < δ3.

Тогда
δ1∫

−δ1

δ2∫

−δ2

δ3∫

−δ3

dxdydz

ε2 + U(x, y, z)
= S1 + S2,

где

S1 =

δ1∫

−δ1

δ2∫

−δ2

h3(y,z)∫

−δ3

dxdydz

ε2 + U(x, y, z)
, S2 =

δ1∫

−δ1

δ2∫

−δ2

δ3∫

h3(y,z)

dxdydz

ε2 + U(x, y, z)
.

Рассмотрим интеграл S2 (интеграл S1 исследуется аналогично):

S2 =

[
ξ = h3(y, z) + (δ3 − h3(y, z))s,

dξ = (δ3 − h3(y, z))ds

]
=

δ1∫

−δ1

δ2∫

−δ2

1∫

0

f1(y, z)dsdydz

ε2 + U1(s, y, z)
,

где
f1(y, z) = δ3 − h3(y, z),
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U1(s, y, z) = U((δ3 − h3(y, z))s + h3(y, z), y, z) = s2(z − h̃1(s, y, z))
2(y − h̃2(s, y, z))

2G2
1(s, y, z),

h̃1(s, y, z) = h1((δ3 − h3(y, z))s + h3(y, z), y),

h̃2(s, y, z) = h2((δ3 − h3(y, z))s + h3(y, z), z),

G1(s, y, z) = (δ3 − h3(y, z))G((δ3 − h3(y, z))s + h3(y, z), y, z).

Обозначим через функцию y = H2(s, z) решение уравнения y = h̃2(s, y, z) относительно y
и переставим пределы интегрирования. Тогда интеграл S2 можно представить в виде суммы
S2 = S2,1 + S2,2, где

S2,1 =

δ1∫

−δ1

1∫

0

H2(s,z)∫

−δ2

f1(y, z)dydsdz

ε2 + U1(s, y, z)
, S2,2 =

δ1∫

−δ1

1∫

0

δ2∫

H2(s,z)

f1(y, z)dydsdz

ε2 + U1(s, y, z)
.

Интегралы S2,1 и S2,2 могут исследоваться практически одинаково, поэтому достаточно
рассмотреть один из них. Преобразуем интеграл S2,2 следующим образом:

S2,2 =

[
y = H2(s, z) + η,

dy = dη

]
=

δ1∫

−δ1

1∫

0

δ2−H2(s,z)∫

0

f1(H2(s, z) + η, z)dηdsdz

ε2 + s2η2(z − h̃1(s,H2(s, z) + η, z))2G̃2
1(s, η, z)

,

где

G̃1(s, η, z) = G1(s,H2(s, z) + η, z)
H2(s, z) + η − h2(s,H2(s, z) + η, z)

η
.

После замены

[
η = (δ2 −H2(s, z)t,
dη = (δ2 −H2(s, z)dt

]
интеграл S2,2 принимает вид

S2,2 =

δ1∫

−δ1

1∫

0

1∫

0

f2(s, t, z)dtdsdz

ε2 + U2(s, t, z)
,

где
f2(s, t, z) = f1(tδ2 + (1− t)H2(s, z)),

U2(s, t, z) = s2η2(z − h̃1(s, tδ2 + (1− t)H2(s, z), z))
2G̃2

1(s, (δ2 −H2(s, z))t, z).

В свою очередь, интеграл S2,2 может быть разбит на сумму двух интегралов S2,2,1 + S2,2,2,
где

S2,2,1 =

1∫

0

1∫

0

H1(s,t)∫

−δ1

f2(s, t, z)dzdtds

ε2 + U2(s, t, z)
, S2,2,2 =

1∫

0

1∫

0

δ1∫

H1(s,t)

f2(s, t, z)dzdtds

ε2 + U2(s, t, z)
.

Здесь функция z = H1(s, t) — решение уравнения z = h̃1(s, tδ2 + (1− t)H2(s, z), z).
Каждый из интегралов S2,2,1 и S2,2,2 аналогичными заменами может быть приведен к ин-

тегралу вида

S =

1∫

0

1∫

0

1∫

0

f3(s, t, τ)dτdtds

ε2 + s2t2τ2G2
3(s, t, τ)

.

Теперь нужно избавиться от функции G3(s, t, τ) в знаменателе. Для этого сделаем ряд
замен, аналогичных заменам, проведенным в двумерном случае [4]:

S =

1∫

0

1∫

0

1∫

0

f3(s, t, τ)dτdtds

ε2 + s2t2τ2G2
3(s, t, τ)

=

[
ζ = τG3(s, t, τ) = F (s, t, τ),

τ = F−1(s, t, ζ)

]
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=

1∫

0

1∫

0

G3(s,t,1)∫

0

f3(s, t, F
−1(s, t, ζ))dζdtds

F ′

τ (s, t, F
−1(s, t, ζ))(ε2 + s2t2ζ2)

=

1∫

0

1∫

0

G3(s,t,1)∫

0

f4(s, t, ζ)dζdtds

ε2 + s2t2ζ2

=

[
ζ = G3(s, t, 1)z,
dζ = G3(s, t, 1)dz

]
=

1∫

0

1∫

0

1∫

0

f5(s, t, z)dzdtds

ε2 + s2t2z2G2
3(s, t, 1)

,

где F−1(s, t, ζ) обозначает функцию, обратную к функции F (s, t, τ) относительно третьей пе-
ременной.

Аналогично можно получить, что

1∫

0

1∫

0

1∫

0

f5(s, t, z)dzdtds

ε2 + s2t2z2G2
3(s, t, 1)

=

1∫

0

1∫

0

1∫

0

f6(s, y, z)dzdtds

ε2 + s2y2z2G2
3(s, 1, 1)

=

1∫

0

1∫

0

1∫

0

f7(x, y, z)dzdtds

ε2 + x2y2z2G2
3(1, 1, 1)

=

1∫

0

1∫

0

1∫

0

f8(x, y, z)dzdtds

ε̃2 + x2y2z2
,

где ε̃ =
ε

G3(1, 1, 1)
. �

Таким образом, достаточно рассмотреть интеграл (1.2). Его асимптотику можно найти
методом вычитания особенностей. Для этого представим функцию f(x, y, z) в виде следующей
суммы:

f(x, y, z) = f(0, 0, 0) + xf ′x(0, 0, 0) + yf ′y(0, 0, 0) + zf ′z(0, 0, 0)

+ xyf ′′xy(0, 0, 0) + yzf ′′yz(0, 0, 0) + xzf ′′xz(0, 0, 0) + xyzf ′′′xyz(0, 0, 0)

+ x2ϕ1(x, 0, 0) + y2ϕ2(0, y, 0) + z2ϕ3(0, 0, z)

+ x2yϕ′

1y(x, 0, 0) + x2zϕ′

1z(x, 0, 0) + . . .

+ x2yzϕ′

1yz(x, 0, 0) + y2xzϕ′

2xz(0, y, 0) + z2xyϕ′

3xy(0, 0, z)

+ x2y2ψ3(x, y, 0) + x2z2ψ2(x, 0, z) + y2z2ψ1(0, y, z)

+ x2y2zψ′

3z(x, y, 0) + x2z2yψ′

2y(x, 0, z) + y2z2xψ′

1x(0, y, z) + x2y2z2ϕ(x, y, z), (1.3)

где

ϕ1(x, y, z) =
f(x, y, z)− f(0, y, z)− xfx(0, y, z)

x2
,

ϕ2(x, y, z) =
f(x, y, z)− f(x, 0, z)− yfy(x, y, z)

y2
,

ϕ3(x, y, z) =
f(x, y, z)− f(x, y, 0) − zfz(x, y, z)

z2
,

ψ1(x, y, z) =
1

y2z2

(
f(x, y, z)− f(x, y, 0)− f(x, 0, z) + f(x, 0, 0)

+ yf ′y(x, 0, 0) + zf ′z(x, 0, 0) − yf ′y(x, 0, z) − zf ′z(x, y, 0) + yzf ′′yz(x, 0, 0)
)
,

ψ2(x, y, z) =
1

x2z2
(
f(x, y, z)− . . .

)
, ψ3(x, y, z) =

1

x2y2
(
f(x, y, z)− . . .

)
,

ϕ(x, y, z) =
1

x2y2z2
(
f(x, y, z)− . . .

)
,

причем все эти функции являются бесконечно дифференцируемыми и ограниченными во всей
области интегрирования.
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Каждое слагаемое данной суммы соответствует одному из девяти различных видов инте-
гралов, асимптотика каждого из которых по-прежнему не является столь очевидной, как в
двумерном случае. Поэтому рассмотрим каждый вид интегралов по отдельности в приведен-
ных ниже леммах.

Лемма 1. Имеют место следующие асимптотические разложения:

1∫

0

1∫

0

1∫

0

dxdydz

ε2 + x2y2z2
=
π

4

1

ε
ln2

1

ε
+
π3

16

1

ε
+O(1), ε→ 0, (1.4)

1∫

0

1∫

0

1∫

0

xdxdydz

ε2 + x2y2z2
=
π

2

1

ε
ln

1

ε
−
π

2

1

ε
+O(1), ε→ 0, (1.5)

1∫

0

1∫

0

1∫

0

xydxdydz

ε2 + x2y2z2
=
π

2

1

ε
−

1

2
ln2

1

ε
− ln

1

ε
+O(1), ε→ 0, (1.6)

1∫

0

1∫

0

1∫

0

xyzdxdydz

ε2 + x2y2z2
=

1

6
ln3

1

ε
+
π2

24
ln

1

ε
+O(1), ε→ 0. (1.7)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Одним из методов нахождения асимптотики многомерных ин-

тегралов вида

∫

ω

dx

ε+ U(x)
могут являться замена t = U(x) и дальнейшая перестановка преде-

лов интегрирования. Действительно,

1∫

0

1∫

0

1∫

0

dxdydz

ε2 + x2y2z2
=

[
t = xyz,
dt = yzdx

]
=

1∫

0

1∫

0

yz∫

0

dtdydz

(ε2 + t2)yz
=

1∫

0

z∫

0

1∫

t/z

dydtdz

(ε2 + t2)yz

=

1∫

0

1∫

t

1∫

t/z

dydzdt

(ε2 + t2)yz
=

1

2

1∫

0

ln2 t

ε2 + t2
.

Таким образом, мы свели задачу к одномерной. Для нахождения асимптотики одномерного
интеграла можно с помощью замены избавиться от малого параметра в подынтегральной
функции, а затем применить метод вычитания особенностей. В нашем случае

1

2

1∫

0

ln2 t

ε2 + t2
= [t = εξ] =

1

2ε

1/ε∫

0

ln2(εξ)

1 + ξ2
dξ =

1

2ε

( ∞∫

0

ln2(εξ)

1 + ξ2
dξ −

∞∫

1/ε

ln2(εξ)

1 + ξ2
dξ

)

=
π

4

1

ε
ln2

1

ε
+
π3

16

1

ε
+O(1).

Таким образом, мы доказали равенство (1.4). Совершенно аналогично вычисляются раз-
ложения (1.5)–(1.7). �

Получить асимптотику интегралов, неприводимых к виду

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

xαyβzγdxdydz

ε2 + x2y2z2
, несколь-

ко сложнее. Рассмотрим их в следующей лемме.
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Лемма 2. Пусть функции f(x) ∈ C∞[0, 1], g(x, y) ∈ C∞([0, 1]×[0, 1]), h(x, y, z) ∈ C∞([0, 1]×
[0, 1] × [0, 1]). Тогда справедливы разложения

1∫

0

1∫

0

1∫

0

x2f(x)dxdydz

ε2 + x2y2z2
=
π

2

1∫

0

f(x) ·
x

ε
ln
x

ε
dx+O(1), ε→ 0, (1.8)

1∫

0

1∫

0

1∫

0

x2yf(x)dxdydz

ε2 + x2y2z2
=
π

2

1∫

0

xf(x)dx ·
1

ε
−

1∫

0

f(x)dx · ln
1

ε
+O(1), ε→ 0, (1.9)

1∫

0

1∫

0

1∫

0

x2y2g(x, y)dxdydz

ε2 + x2y2z2
=
π

2

1∫

0

1∫

0

xy g(x, y)dxdy ·
1

ε
+O(1), ε→ 0, (1.10)

1∫

0

1∫

0

1∫

0

x2yzf(x)dxdydz

ε2 + x2y2z2
=

1

2

1∫

0

f(x) ln2
(x
ε

)
dx+O(1), ε→ 0, (1.11)

1∫

0

1∫

0

1∫

0

x2y2zg(x, y)dxdydz

ε2 + x2y2z2
=

1∫

0

1∫

0

g(x, y)dxdy · ln
1

ε
+O(1), ε→ 0, (1.12)

1∫

0

1∫

0

1∫

0

x2y2z2h(x, y, z)dxdydz

ε2 + x2y2z2
= O(1), ε→ 0. (1.13)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для нахождения асимптотики данных интегралов удобно при-
менить метод введения дополнительного параметра [5, гл. 7, § 30]. Действительно,

1∫

0

1∫

0

1∫

0

x2f(x)dxdydz

ε2 + x2y2z2
= I1(µ) + I2(µ),

где

I1(µ) =

1∫

0

1∫

0

µ∫

0

x2f(x)dxdydz

ε2 + x2y2z2
= [x = µξ] =

1∫

0

1∫

0

1∫

0

µ3ξ2f(µξ)dξdydz

ε2 + µ2ξ2y2z2

=

1∫

0

1∫

0

1∫

0

µξ2(f(0) +O(µ))
( ε
µ

)2
+ ξ2y2z2

= (f(0) +O(µ))
(π
4

µ2

ε
ln
µ

ε
−
π

8

µ2

ε
+O(µ)

)
при µ→ 0 и

ε

µ
→ 0,

I2(µ) =

1∫

0

1∫

0

1∫

µ

f(x)dxdydz
( ε
x

)2
+ y2z2

=

1∫

µ

f(x)

1∫

0

x

εz
arctg

xz

ε
dzdx =

[
z =

ε

x
ξ,

dz =
ε

x
dξ

]

=

1∫

µ

x

ε
f(x)

x/ε∫

0

arctg ξ

ξ
dξdx =

1∫

µ

π

2
f(x)

x

ε
ln

(x
ε

)
dx+O(1)

=
π

2

1∫

0

f(x)
x

ε
ln

(x
ε

)
dx− f(0)

(π
4

µ2

ε
ln
µ

ε
+
π

8

µ2

ε

)
+O

(µ3
ε

ln
µ

ε

)
+O(1) при µ→ 0 и

ε

µ
→ 0.

Выбирая µ =
√
ε, получим оценку (1.8). Разложения (1.9) и (1.11) могут быть получены

аналогично.
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Для доказательства (1.10) и (1.12) можно применить двумерный метод введения дополни-
тельного параметра. В качестве примера рассмотрим интеграл

1∫

0

1∫

0

1∫

0

x2y2zg(x, y)dxdydz

ε2 + x2y2z2
=

1∫

0

1∫

0

g(x, y) ln
xy

ε
dxdy +

1

2

1∫

0

1∫

0

g(x, y) ln
(
1 +

ε2

x2y2

)
dxdy.

Пусть
√
ε≪ µ≪ 1. Тогда

1∫

0

1∫

0

g(x, y) ln
(
1 +

ε2

x2y2

)
dxdy = J1(µ) + J2(µ) + J3(µ) + J4(µ),

где

J1(µ) =

1∫

µ

1∫

µ

g(x, y) ln
(
1 +

ε2

x2y2

)
dxdy =

1∫

µ

1∫

µ

g(x, y)
( ε2

x2y2
−

ε4

2x4y4
+ . . .

)
dxdy,

J2(µ) =

µ∫

0

1∫

µ

g(x, y) ln
(
1 +

ε2

x2y2

)
dxdy =

µ∫

0

1∫

µ

(
g(x, 0) + yg′y(x, 0) + . . .

)
ln

(
1 +

ε2

x2y2

)
dxdy

=

1∫

µ

g(x, 0)
[
µ ln

(
1 +

( ε

xµ

)2)
+ 2ε arctg

(µx
ε

)]
dx

+

1∫

µ

g′y(x, 0)
[ ε2
x2

(1
2
+ ln

(xµ
ε

))
+

ε4

4x4µ2
−

ε6

12µ4x6
+ . . .

]
dx+ . . . ,

J3(µ) =

µ∫

0

1∫

µ

g(x, y) ln
(
1 +

ε2

x2y2

)
dxdy,

J4(µ) =

µ∫

0

µ∫

0

g(x, y) ln
(
1+

ε2

x2y2

)
dxdy =

µ∫

0

µ∫

0

(
g(0, 0)+xg′x(0, 0)+ yg′y + . . .

)
ln

(
1+

ε2

x2y2

)
dxdy.

Для доказательства оценки (1.13) заметим, что

1∫

0

1∫

0

1∫

0

x2y2z2h(x, y, z)dxdydz

ε2 + x2y2z2
=

1∫

0

1∫

0

1∫

0

h(x, y, z)dxdydz − ε2
1∫

0

1∫

0

1∫

0

h(x, y, z)dxdydz

ε2 + x2y2z2
. �

Из разбиения (1.3) и разложений (1.4)–(1.13) следует искомое асимптотическое разложение.

Теорема 2. Пусть f(x, y, z) ∈ C2([0, 1] × [0, 1] × [0, 1]). Тогда

1∫

0

1∫

0

1∫

0

f(x, y, z)dxdydz

ε2 + x2y2z2
= f(0, 0, 0)

(π
4

1

ε
ln2

1

ε
+

π3

16

1

ε

)

+
(
f ′x(0, 0, 0) + f ′y(0, 0, 0) + f ′z(0, 0, 0)

)(π
2

1

ε
ln

1

ε
−
π

2

1

ε

)

+
π

2

1∫

0

(
ϕ1(x, 0, 0) + ϕ2(0, x, 0) + ϕ3(0, 0, x)

)x
ε
ln
x

ε
dx
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+
(
f ′′xy(0, 0, 0) + f ′′yz(0, 0, 0) + f ′′xz(0, 0, 0)

)(π
2

1

ε
−

1

2
ln2

1

ε
− ln

1

ε

)

+
π

2

1∫

0

(x
ε
− ln

1

ε

)(
ϕ′

1y(x, 0, 0)+ϕ
′

1z(x, 0, 0)+ϕ
′

2x(0, x, 0)+ϕ
′

2z(0, x, 0)+ϕ
′

3x(0, 0, x)+ϕ
′

3y(0, 0, x)
)
dx

+
π

2

1∫

0

1∫

0

xy
(
ψ3(x, y, 0) + ψ2(x, 0, y) + ψ1(0, x, y)

)
dxdy ·

1

ε

+ f ′′′xyz(0, 0, 0)
(1
6
ln3

1

ε
+
π2

24
ln

1

ε

)

+
1

2

1∫

0

(
ϕ′′

1yz(x, 0, 0) + ϕ′′

2xz(0, x, 0) + ϕ′′

3xy(0, 0, x)
)
ln2

(x
ε

)
dx

+

1∫

0

1∫

0

(
ψ′

3z(x, y, 0) + ψ′

3y(x, 0, y) + ψ′

3x(0, x, y)
)
dxdy · ln

1

ε
+O(1), ε→ 0,

где посредством ϕ′

1x, ϕ
′

1y, ϕ
′

1z обозначены частные производные функции ϕ1(·, ·, ·) по первому,

второму и третьему аргументу соответственно независимо от их значений.

З а м е ч а н и е. Рассмотренная в настоящей статье схема может применяться без каких-
либо существенных отличий для исследования асимптотики интегралов более высокой размер-
ности вида (0.1), у которых функция U(x1, . . . , xn) обращается в ноль на n пересекающихся
гиперплоскостях. В частности,

1∫

0

...

1∫

0

dx1 . . . dxn
ε2 + x21 . . . x

2
n

=

[
t = x1 . . . xn,

dt = x2 . . . xndx1

]
=

1∫

0

. . .

1∫

0

x2...xn∫

0

dtdx2 . . . dxn
x2 . . . xn(ε2 + t2)

=

1∫

0

1∫

t

1∫

t/xn

. . .

1∫

t/(x3...xn)

d(ln x2) . . . d(ln xn−1)d(ln xn)dt

ε2 + t2

=

1∫

0

1∫

t

1∫

t/xn

. . .

1∫

t/(x4...xn)

lnx3 + ln(x4 . . . xn)− ln t

ε2 + t2
d(lnx3) . . . d(lnxn−1)d(ln xn)dt

=
1

(n− 1)!

1∫

0

(− ln t)n−1

ε2 + t2
dt = [t = ετ ] =

1

ε

n−1∑

k=0

lnk
(1
ε

)
·
Ck
n−1

(n− 1)!

+∞∫

0

lnn−1−k(1/τ)

1 + τ2
dτ +O

(
lnn−1 ε

)
.

2. Заключение

Как замечено А.М.Ильиным и А.А.Ершовым в работе [4], уже в трехмерном случае воз-
никают значительные трудности, когда знаменатель подынтегральной функции стремится к
нулю на пересекающихся многообразиях различной размерности. Здесь мы рассмотрели по-
строение асимптотического разложения такого вида сингулярных интегралов. Остается откры-

тым вопрос, например, об асимптотике интеграла

∫∫∫

ω

dxdydz

ε2 + U(x, y, z)
, когда неотрицательная
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функция U(x, y, z) обращается в ноль на трех пересекающихся кривых. Однако, интерес пред-
ставляют и случаи, когда предельный знаменатель имеет критические точки более сложного
вида, классификация которых имеется, например, в [7; 8].

Авторы признательны А.М. Ильину за постановку целого направления исследований, а
также благодарны С.М. Воронину за полезные обсуждения работы.
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