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Продолжается исследование конечных групп, графы простых чисел которых не содержат треуголь-

ников. Основным результатом данной части работы является следующая теорема: если G — конечная

неразрешимая группа, граф простых чисел которой не содержит треугольников, и S(G) — наибольшая

разрешимая нормальная подгруппа в G, то |π(G)| ≤ 8 и |π(S(G))| ≤ 3. Кроме того, получено детальное

описание строения группы G, удовлетворяющей условиям теоремы, в случае, когда π(S(G)) содержит

число, не делящее порядок группы G/S(G). Построен также пример конечной разрешимой группы фит-

тинговой длины 5, граф простых чисел группы которой является 4-циклом, что завершает нахождение

точной верхней оценки фиттинговой длины конечной разрешимой группы, граф простых чисел которой

не содержит треугольников.
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O. A.Alekseeva, A. S. Kondrat’ev. Finite groups whose prime graphs do not contain triangles. II

The study of finite groups whose prime graphs do not contain triangles is continued. The main result of the

given part of the work is the following theorem: if G is a finite non-solvable group whose prime graph does not

contain triangles and S(G) is the greatest solvable normal subgroup in G then |π(G)| ≤ 8 and |π(S(G))| ≤ 3.
Furthermore, a detailed description of the structure of a group G satisfying the conditions of the theorem in

the case when π(S(G)) contains a number which does not divide the order of the group G/S(G). It is also

constructed an example of a finite solvable group with the Fitting length 5 whose prime graph is 4-cycle. This

completes the determination of exact bound for the Fitting length of finite solvable groups whose prime graphs

do not contain triangles.
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Введение

В первой части [1] работы мы исследовали разрешимые и почти простые группы, графы
простых чисел которых не содержат треугольников. В данной части работы мы рассматриваем
общий случай неразрешимых групп с таким свойством. Мы будем пользоваться обозначениями
и терминологией из [1]. Используя результаты [1], мы доказываем следующую теорему.

Теорема. Если G — конечная неразрешимая группа, граф простых чисел которой не
содержит треугольников, и S(G) — наибольшая разрешимая нормальная подгруппа в G, то
|π(G)| ≤ 8 и |π(S(G))| ≤ 3.

Кроме того, в леммах 2.2–2.6 получено детальное описание строения группы G, удовле-
творяющей условиям теоремы, в случае, когда π(S(G)) содержит число, не делящее порядок
группы G/S(G) (если |π(S(G))| = 3, то это всегда так).

В [1] мы нашли верхние оценки фиттинговой длины lF (G) конечной разрешимой груп-
пы G, граф простых чисел которой не содержит треугольников. При этом мы показали, что
полученные оценки для lF (G) точны, кроме, быть может, случая, когда граф простых чисел
группы G является 4-циклом. В разд. 3 данной части работы мы строим пример конечной
разрешимой группы фиттинговой длины 5, граф простых чисел которой является 4-циклом.
Таким образом, полученная оценка фиттинговой длины и в этом случае точна.

1Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект 15-11-10025).
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1. Обозначения, терминология и вспомогательные результаты

Наши обозначения и терминология в основном стандартны, их можно найти в [7;9;17;18].
Рассмотрим некоторые результаты, которые используются в доказательстве теоремы.
Напомним, что EPPO-группой называется группа, порядки элементов которой являются

степенями простых чисел.

Предложение 1 [19, теорема 1; 23, теорема 16; 20, теорема 8.2; 22, предложение 4.2; 11,
теоремы 3.1 и 3.14]. Пусть G — конечная непримарная EPPO-групппа. Тогда

(а) если G разрешима, то |π(G)| = 2 и G — группа Фробениуса или 2-фробениусова группа;
(б) если G проста, то G изоморфна L2(q) для q ∈ {5, 7, 8, 9, 17}, L3(4), Sz(8) или Sz(32);
(в) если G неразрешима и непроста, то либо G ∼= M10, либо группа G/O2(G) изоморфна

L2(q) для q ∈ {4, 8} или Sz(q) для q ∈ {8, 32}, где O2(G) — неединичная элементарная абе-
лева 2-группа, которая как GF (q)(G/O2(G))-модуль изоморфна прямой сумме естественных
GF (q)(G/O2(G))-модулей.

Предложение 2 (лемма Мазурова [5, лемма 1]). Пусть G — конечная группа, N — нор-
мальная подгруппа в G, G/N — группа Фробениуса с ядром F и циклическим дополнением C.
Если (|F |, |N |) = 1 и F не содержится в NCG(N)/N , то s|C| ∈ ω(G) для некоторого s ∈ π(N).

Пусть G — конечная группа и V — kG-модуль для конечного поля k характеристики t.
Действие группы G на V и пара (G,V ) называются p′-полурегулярными для некоторого фик-
сированного простого числа p, если все нетривиальные p′-элементы из G действуют свободно
на V (т. е. действуют без неподвижных точек на V \ {0})), причем это действие и пара (G,V )
называются сепарабельными, если t не делит |G|, и несепарабельными — в противном случае
(тогда t = p).

Пусть R обозначает множество всех простых чисел r таких, что r − 1 = 2a · 3b для a ≥ 2
и b ≥ 0 и (r + 1)/2 — простое число. Известно, что 5, 13, 37, 73, 193, 1153 ∈ R, но неизвестно,
бесконечно R или нет.

Предложение 3 [13, теорема 4.1]. Пусть p — простое число и G — нетривиальная ко-
нечная группа такая, что G′ = G и Op(G) = 1. Если (G,V ) — несепарабельная p′-полурегу-
лярная пара, то верно одно из следующих утверждений:

(а) G ∼= SL2(p
a) для a ≥ 1 и pa > 3;

(б) G ∼= Sz(22a+1 для a ≥ 1 и p = 2;
(в) G ∼= Sz(22a+1)× SL2(2

2b+1) для a, b ≥ 1, (2a+ 1, 2b+ 1) = 1 и p = 2;
(г) G ∼= SL2(r) для r ∈ R и p = 2.

Обратно, если (G, p) удовлетворяет какому-либо из условий (а)–(г), то существует точный
неприводимый G-модуль V над полем характеристики p такой, что пара (G,V ) p′-полу-
регулярна.

Предложение 4 [13, теорема 5.6]. Пусть G — нетривиальная конечная группа и G′ = G.
Если (G,V ) — сепарабельная p′-полурегулярная пара, то верно одно из следующих утвержде-
ний:

(а) p = 2 и существует семейство K1, . . . ,Km нормальных 2-подгрупп группы G со сле-
дующими свойствами:

(а1)
⋂m
i=1Ki = 1;

(а2) каждая факторгруппа G/Ki либо изоморфна SL2(5), либо имеет вид 21+4
− .A5;

(а3) если G/Ki
∼= G/Kj

∼= SL2(5), то Ki = Kj ;
(б) p = 3 и G ∼= SL2(r), где r ∈ R⋃{7, 9, 17};
(в) p ≥ 5 и G ∼= SL2(5).

Обратно, если (G, p) удовлетворяет любому из условий (а)–(в), то существует точный
неприводимыйG-модуль V над полем характеристики, не делящей |G|, такой, что пара (G,V )
p′-полурегулярна.
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2. Доказательство теоремы

В дальнейшем пусть G — конечная неразрешимая группа, граф простых чисел которой не
содержит треугольников, S := S(G) 6= 1 и G := G/S. Тогда ввиду леммы 3.1 и теоремы 2 из [1]
G — почти простая группа из заключения этой теоремы. Обозначим через F цоколь группы G.

Лемма 2.1. Пусть r ∈ π(S) и R — силовская r-подгруппа в S. Тогда
(а) если R — циклическая группа или (обобщенная) группа кватернионов, то вершины r

и p смежны в графе Γ(G) для всех p ∈ π(F ) \ {r};
(б) если r > 2 и вершины r и 2 не смежны в графе Γ(G), то силовская 2-подгруппа из

G изоморфна (обобщенной) группе кватернионов, R абелева, S = Z∗(G) и группа G/O(G)
изоморфна одной из групп 2.A7, SL2(27).3, SL2(27)

.6, SL2(q) или SL2(q)
.2, где либо q ∈

{5, 7, 9, 17, 25, 49, 81}, либо q = 3m, m и (q−1)/2 — простые нечетные числа и |π((q+1)/4)| = 1,
либо q — простое число, q ≥ 11 и |π(q − 1)| = |π(q + 1)| = 2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть N = NG(R). Тогда по лемме Фраттини G = SN . По-
скольку G = SN/S ∼= N/(S ∩N) — почти простая группа, R ≤ S ∩N = S(N). Поэтому можно
считать, что G = N .

Если R — циклическая группа или (обобщенная) группа кватернионов, то Aut(R) — раз-
решимая группа и, следовательно, F ≤ CG(R), так что утверждение (а) верно.

Пусть выполняется условие утверждения (б) и T — силовская 2-подгруппа в G. Поскольку
группа G неразрешима, ввиду теоремы Бернсайда [17, теорема 4.3] T нециклическая. По-
скольку группа ST разрешима, в ней существует {2, r}-холлова подгруппа U , причем можно
считать, что U = RT . По условию граф Γ(U) неcвязен, поэтому ввиду предложения 1 U —
группа Фробениуса или 2-фробениусова группа и, следовательно, подгруппа F (U) равна O2(U)
или Or(U). В первом случае R — циклическая подгруппа и по п. (а) леммы r и 2 смежны в
графе Γ(G), что не так. Поэтому F (U) = Or(U) и, следовательно, U — группа Фробениуса с
абелевым ядром R и дополнением T , изоморфным (обобщенной) группе кватернионов. Ввиду
[17, замечание на с. 377] либо G/O(G) ∼= 2.A7, либо G/O(G) является расширением группы
SL2(q), где q > 3 нечетно, посредством циклической группы нечетного или удвоенного нечет-
ного порядка n. В первом случае утверждение (б) справедливо. Пусть выполняется второй
случай. Поскольку граф Γ(G) не содержит треугольников, имеем |π(q − 1)| ≤ 2 ≥ |π(q + 1)|
и, в частности, |π(q2 − 1)| ≤ 3. Ввиду п. (б) предложения 1 и [4] из последнего неравенства
вытекает, что либо q ∈ {5, 7, 9, 17, 25, 49, 81}, либо q = 3m, m и (q − 1)/2 — простые нечетные
числа и |π((q + 1)/4)| = 1, либо q — простое число, q ≥ 11 и |π(q − 1)| = |π(q + 1)| = 2.

Предположим, что n делится на нечетное простое число p. Тогда порядок группы Out(F )
(см. [9, Tabl. 5]) показывает, что q = 3m, где p = m. Поэтому ввиду [18, теорема 2.5.12,
предложения 4.9.1, 4.9.2] группаG/S содержит элемент x, индуцирующий на ее цоколе полевой
автоморфизм порядка p и централизующий в этом цоколе подгруппу, изоморфную L2(3) ∼= A4.
Если p > 3, то граф Γ(G) содержит треугольник {2, 3, p}. Отсюда n = 3 или 6 и G/O(G) ∼=
SL2(27).3 или SL2(27)

.6. Получаем, что утверждение (б) верно. �

Лемма 2.2. Пусть S — r-группа для некоторого простого числа r, не делящего |G|. Тогда
верно одно из следующих утверждений:

(а) G изоморфна L2(q) для q ∈ {5, 7, 8, 9, 17}, M10, L3(4), Sz(8) или Sz(32);
(б) G ∼= Aut(Sz(8)), CG(S) = F и CS(x) = 1 для элемента x порядка 3 из G.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем сначала, что F является EPPO-группой. Пусть V =
S/Φ(S) и C = CG(V ). Тогда S ≤ C E G и, следовательно, либо C = S, либо F ≤ C.

Если F ≤ C, то F , очевидно, является EPPO-группой. Пусть C = S. Тогда группа G
действует точно на V . Рассмотрим все возможности для F из заключения теоремы 2 из [1].

Пусть F ∼= L2(q), где q = pm > 3, p — простое число и m ∈ N. Ввиду [10, Tabl. 8.2] в F есть
циклические подгруппы A и B порядков (q − 1)/(q − 1, 2) и (q + 1)/(q − 1, 2) соответственно
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такие, что любой элемент из F либо имеет порядок p, либо сопряжен в F с элементом из
A ∪ B. Из таблицы характеров группы L2(q) (см. [12, теорема 38.1]) легко видеть, что для
любого χ ∈ Irr(F ) скалярные произведения (1A, χ|A) и (1B , χ|B) положительны. Поэтому
ввиду [7, (35.14)] CV (A) 6= 1 6= CV (B) и наше утверждение выполняется.

Пусть F ∼= Sz(q), где q = 2m > 4 и m ∈ N. Ввиду [10, Tabl. 8.16] в F есть циклические
подгруппы A, B и D порядков q − 1, q +

√
2q + 1 и q − √

2q + 1 соответственно такие, что
любой элемент из F либо имеет порядок 2 или 4, либо сопряжен в F с элементом из A∪B∪D.
Подгруппа A нормализует в F некоторую силовскую 2-подгруппу T , причем подгруппа TA
изоморфна группе Фробениуса с ядром T и дополнением A, поэтому ввиду предложения 2
CV (A) 6= 1. Из таблицы характеров группы Sz(q) (см. [23]) легко видеть, что для любого
χ ∈ Irr(F ) скалярные произведения (1B , χ|B) и (1D, χ|D) положительны. Поэтому ввиду [7,
(35.14)] CV (B) 6= 1 6= CV (D) и наше утверждение выполняется.

Пусть F ∼= 2G2(q), где q = 3m > 3 и m ∈ N. Поскольку 2× L2(q) < F (см. [10, Tabl. 8.4.3]),
вершины 2 и 3 смежны в графе Γ(F ). Кроме того, силовские 2- и 3-подгруппы в F нецикличе-
ские, поэтому вершина r смежна с вершинами 2 и 3 в графе Γ(G). Таким образом, {2, 3, r} —
треугольник в графе Γ(G); противоречие.

Пусть F ∼= Lε3(q), где q = pm > 3, p — простое число, m ∈ N, ε ∈ {+,−} и (ε, q) 6= (+, 2).
Ясно, что вершины 2 и r смежны в графе Γ(G). Если силовская 3-подгруппа в F нециклическая
и F содержит элемент порядка 6, то {2, 3, s} — треугольник в графе Γ(G). Поэтому силовская
3-подгруппа в F циклическая или F не содержит элементов порядка 6.

Пусть силовская 3-подгруппа в F циклическая. Тогда ввиду [1, теорема 2; 9; 10, Tabl. 8.3,
8.5] группа F изоморфна L3(8), L3(17), U3(4) или U3(7).

Если F изоморфна L3(8) или U3(7), то силовская 7-подгруппа в F нециклическая и F
содержит элемент порядка 14, поэтому {2, 7, r} — треугольник в графе Γ(G); противоречие.

Если F изоморфна U3(4), то силовская 5-подгруппа в F нециклическая и F содержит
элемент порядка 10, поэтому {2, 5, r} — треугольник в графе Γ(G); противоречие.

Если F изоморфна L3(17), то силовская 17-подгруппа в F нециклическая и F содержит
элемент порядка 34, поэтому {2, 17, r} — треугольник в графе Γ(G); противоречие.

Таким образом, силовская 3-подгруппа в F нециклическая, и F не содержит элементов
порядка 6. Поэтому ввиду [6; 14; 16] имеем p = 2. Если ε = +, то ввиду [1, теорема 2] имеем
F ∼= L3(4), что не противоречит утверждению леммы. Если ε = −, то ввиду [1, теорема 2] и
[10, Tabl. 8.5] имеем (q + 1)3 = 3, s := (q + 1)/3 — простое нечетное число и Zq+1 × Zs < F .
Поэтому {3, r, s} — треугольник в графе Γ(G); противоречие.

Если F изоморфна A7, A8, M11, M22, U4(2), U4(3), U5(2), G2(3) или 2F4(2)
′, то ввиду [9]

группа F содержит элемент порядка 6 и силовская 3-подгруппа в F нециклическая, поэтому
{2, 3, r} — треугольник в графе Γ(G); противоречие.

Итак, F является EPPO-группой, и по п. (б) предложения 1 F изоморфна некоторой
группе из утверждения (а) леммы. Предположим, что F < G. Тогда по [9] либо G ∼=M10, либо
G имеет элемент x порядка 2p, где p ∈ {3, 5}. В первом случае выполняется утверждение (а)
леммы. Во втором случае либо |x2| ∈ π(F ), либо G ∼= Aut(Sz(8)) и |x2| = 3 /∈ π(F ). Если
|x2| ∈ π(F ), то в графе Γ(G) должен быть треугольник {2, p, r}, что не так. Поэтому G ∼=
Aut(Sz(8)) и |x2| = 3 /∈ π(F ). Если CS(x) 6= 1, то в графе Γ(G) должен быть треугольник
{2, 3, r}, что не так. Таким образом, CS(x) = 1. Если C = S, то подгруппа Фробениуса вида
13 : 12 из G действует точно на V и, следовательно, по предложению 2 имеем CS(x) 6= 1;
противоречие. Поэтому F ≤ C, так что выполняется утверждение (б) леммы. �

Лемма 2.3. Пусть π(S) = {p1, p2}, граф Γ(S) несвязен и p1 не делит |G|. Тогда S —
группа Фробениуса и верно одно из следующих утверждений:

(а) p2 не делит |G| и группа G изоморфна L2(q) при q ∈ {5, 7, 8, 9, 17}, M10, L3(4), Sz(8)
или Sz(32);

(б) p2 = 3 и G/O3(G) = (Z × E)⋋ 〈x〉, где Z — циклическая p1-группа, E ∼= Sz(8), |x| = 3,
E〈x〉 ∼= Aut(Sz(8)) и CZ(x) = 1;
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(в) p2 = 2 и G/O2(G) = (Z×E), где Z — циклическая p1-группа, группа E изоморфна L2(q)
для q ∈ {4, 8} или Sz(q) для q ∈ {8, 32} и O2(S) — неединичная элементарная абелева 2-группа,
которая как GF (q)E-модуль изоморфна прямой сумме естественных GF (q)E-модулей;

(г) p2 = 2 и G/O2(G) = (Z × E)⋋ 〈x〉, где Z — циклическая p1-группа, E ∼= Sz(8), |x| = 3,
E〈x〉 ∼= Aut(Sz(8)), CZ(x) = 1 и O2(S) — неединичная элементарная абелева 2-группа, кото-
рая как GF (q)E-модуль изоморфна прямой сумме естественных GF (q)E-модулей;

(д) p2 = 2, S = Z∗(G) — группа Фробениуса c абелевым ядром Op1(G) и группа G/Op1(G)
изоморфна одной из групп 2.A7, SL2(27).3, SL2(27)

.6, SL2(q) или SL2(q)
.2, где либо q ∈

{5, 7, 9, 17, 25, 49, 81}, либо q = 3m, m и (q−1)/2 — простые нечетные числа и |π((q+1)/4)| = 1,
либо q — простое число, q ≥ 11 и |π(q − 1)| = |π(q + 1)| = 2;

(e) p2 = 2, G = Op1(G)⋋H, где Op1(G) — абелева группа, F ∗(H) = Z ◦E, Z — циклическая
2-группа или (обобщенная) группа кватернионов, E ∼= SL2(5), |Z ∩ E| = 2, Op1(G)E —группа
Фробениуса, |H : F ∗(H)| ≤ 2, группа G изоморфна A5 или S5 и силовская 2-подгруппа в G
содержит более одной инволюции при |H : F ∗(H)| = 2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть Pi ∈ Sylpi(S) для i ∈ {1, 2}. Ввиду п. (а) предложения 1
S — группа Фробениуса или 2-фробениусова группа, поэтому F (S) = Opi(G), F2(S)/F (S) и
S/F2(S) — pj-группа и pi-группа соответственно, где {i, j} = {1, 2}.

Предположим, что i = 2. Тогда P1 — циклическая группа. По п. (а) леммы 2.1 вершины p1
и p смежны в графе Γ(G) для всех p ∈ π(F ). Отсюда F является EPPO-группой.

Предположим, что S — 2-фробениусова группа. Тогда S/F2(S) — неединичная циклическая
p2-группа и, следовательно, по п. (а) леммы 2.1 вершины p2 и p смежны в графе Γ(G) для всех
p ∈ π(F ) \ {p2}. Если p2 > 2, то {2, p1, p2} — треугольник в графе Γ(G); противоречие. Если
p2 = 2, то {2, p1, p} — треугольник в графе Γ(G) для p ∈ π(F ) \ {2}; противоречие.

Таким образом, S — группа Фробениуса c ядром P2 и дополнением P1. Пусть
C = CG(Ω1(Z(P2))). Имеем CS(P2) = P2. Предположим, что C � S. Тогда F ≤ C. Если
p2 ∈ π(F ), то граф Γ(G) содержит треугольник {p1, p2, p}, где p ∈ π(F ) \ {p2}; противоречие.
Поэтому p2 /∈ π(F ).

Пусть p2 /∈ π(G). Тогда по теореме Шура — Цассенхауза G = P2⋋ (P1⋋H), где H ∼= G. По
лемме 2.2, примененной к группам P1H и P2H, получаем, что либо выполняется утвержде-
ние (а) леммы, либо G ∼= Aut(Sz(8) и CP1

(x) = CP2
(x) = 1 для элемента x порядка 3 из G.

Но во втором случае ввиду теоремы Томпсона (см. [17, 10.2.1]) группа S нильпотентна, что
противоречит несвязности графа Γ(S). Поэтому выполняется утверждение (а) леммы. Если
p2 ∈ π(G), то по п. (б) леммы 2.2 выполняется утверждение (б) леммы.

Таким образом, можно считать, что C = P2. Если p2 /∈ π(F ), то, рассуждая, как в преды-
дущем абзаце, получим, что выполняются утверждения (а) или (б) леммы. Предположим, что
p2 ∈ π(F ). Если p2 > 2, то {2, p1, p2} — треугольник в графе Γ(G); противоречие. Поэтому

p2 = 2. Пусть G̃ = G/P2. Тогда по теореме Шура — Цассенхауза G̃ = P̃1 ⋋H, причем H ∼= G

и P̃1 централизует подгруппу H ′, изоморфную F . Пусть E — полный прообраз в G послед-
него члена ряда коммутантов группы G̃. Тогда E ∼= F и E является EPPO-группой. Ввиду
предложения 4 и леммы 2.2 выполняются утверждения (в) или (г) леммы.

Пусть теперь i = 1. Тогда P2 — циклическая группа или (обобщенная) группа кватернионов
и, следовательно, по п. (а) леммы 2.1 вершины p2 и t смежны в графе Γ(G) для всех t ∈
π(F ) \ {p2}. Случай p2 /∈ π(F ) рассматривается, как выше. Поэтому считаем, что p2 ∈ π(F ).
Если P1 < CG((Z(Ω1(P1))), то F ≤ CG(Ω1(Z(P1))) и, следовательно, {p1, p2, t} — треугольник
в графе Γ(G) для t ∈ π(F ) \ {p2}, что не так. Поэтому CG(Z(Ω1(P1))) = P1.

Если вершины 2 и p1 не смежны в графе Γ(G), то по п. (б) леммы 2.1 выполняется утвер-
ждение (д) леммы.

Пусть теперь вершины 2 и p1 смежны в графе Γ(G). По теореме Шура — Цассенхауза
G = P1 ⋋ H. Можно считать, что P2 = Op2(H). Обозначим через E последний член ряда
коммутантов группы H.
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Предположим, что p2 > 2. Тогда вершины 2 и p2 смежны, а вершины p1 и p2 не смежны
в графе Γ(G). Отсюда следует, что силовская p2-подгруппа в G циклическая. Если Z(E) = 1,
то P2K = P2 × E и, следовательно, силовская p2-подгруппа в G нециклическая, что не так.
Поэтому Z(E) 6= 1, откуда ввиду [1, теорема 2], [9], [10, Tabl. 8.3, 8.5] Z(E) — неединичная 3-
группа и силовская 3-подгруппа в E нециклическая. Но тогда p2 = 3 и силовская 3-подгруппа
в G нециклическая; противоречие.

Таким образом, p2 = 2 и E действует точно, 2′-полурегулярно и сепарабельно на Ω1(P1),
поэтому ввиду предложения 4 группа K изоморфна SL2(5). Поэтому P2E = P2 ◦E = F ∗(H) и
|P2 ∩ E| = 2. Ясно, что Op1(G)E — группа Фробениуса. Поскольку вершины 2 и p1 смежны в
графе Γ(G), выполняется утверждение (е) леммы. �

Лемма 2.4. Пусть π(S) = {p1, p2}, граф Γ(S) связен и p1 не делит p2|G|. Тогда p2 = 2 и
группа G изоморфна L2(4), L2(8), Sz(8), Aut(Sz(8)) или Sz(32).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть Pi ∈ Sylpi(S) для i ∈ {1, 2}. Поскольку группа S разре-
шима, то Op1,p2(S) < Op1(S) < S или Op2,p1(S) < Op2(S) < S. Рассматривая фактор-группу
группы G по Op1,p2(S) или по Op2,p1(S) соответственно, можно считать, что S = Pi ⋋ Pj , где
{i, j} = {1, 2}. Рассматривая фактор-группу группы G по Φ(Pi), можно считать также, что
Pi — элементарная абелева группа. Положим G̃ = G/Pi.

Предположим, что p2 > 2. Тогда S = O(G). Поскольку вершины p1 и p2 смежны и {2, p1, p2}
не является треугольником в графе Γ(G), вершина 2 не смежна с p1 или p2. Но по п. (б)
леммы 2.1 O(G) < Z∗(G) = S; противоречие. Таким образом, p2 = 2.

Заметим, что силовские p-подгруппы группы G для p ∈ π(G) \ {2} циклические, так как в
противном случае граф Γ(G) содержит треугольник {2, p1, p}.

Предположим, что i = 2 и V = Ω1(Z(P1)). Тогда ввиду леммы 2.2 и предыдущего абзаца
группа G изоморфна L2(q) для q ∈ {5, 7, 8, 17}, Sz(8), Aut(Sz(8)) или Sz(32). По теореме
Шура — Цассенхауза в группе G существует подгруппа H такая, что G = P1H и P1 ∩H = P2.
Следовательно, группа H̃ = H/P2, изоморфная G, действует на Ṽ ∼= Ω1(Z(P̃1)) и на P2.

Предположим, что группа H̃ действует на Ṽ неточно. Тогда ее коммутант действует точно,
2′-полурегулярно и несепарабельно на P2. Поэтому H ′ является EPPO-группой, так что ввиду
п. (в) предложения 1 и леммы 2.2 утверждение леммы выполняется.

Пусть теперь, что H̃ действует на Ṽ точно. Тогда по лемме 2.2 группа H̃ проста. Пред-
положим, что G ∼= L2(q) для q ∈ {7, 17}. Возьмем в H̃ элемент x порядка 3. Из таблицы
комплексных характеров и таблицы 2-модулярных характеров Брауэра группы H̃ (см. [8; 9])
видно, что CṼ (x) 6= 1 и CP2

(x) 6= 1. Поэтому {2, 3, p1} — треугольник в графе Γ(G); противо-
речие. Таким образом, утверждение леммы выполняется.

Итак, можно считать, что i = 1 и P1 = F (S). Тогда CS(P1) = P1. Предположим, что
CG(P1) � S. Поскольку F ≤ CG(P1) и [S,CG(P1)] ≤ CS(P1) = P1, то граф Γ(G) содержит
треугольник {2, p1, r}, где r ∈ π(F ) \ {2}; противоречие. Поэтому CG(P1) = P1.

По теореме Шура — Цассенхауза G = P1⋋H, где H/O2(H) ∼= G. Пусть V = Ω1(Z(O2(H)))
и C = CH(V ). Тогда либо F ≤ C, либо C = O2(H).

Предположим, что F ≤ C. Пусть E — последний член ряда коммутантов группы C. Тогда
E′ = E, E/O2(E) ∼= F и E действует точно, 2′-полурегулярно и сепарабельно на P1. Ввиду
предложения 4 группа E изоморфна SL2(5), SL2(2

m) или Sz(2m). Поскольку 2 и r смежны для
всех r ∈ π(F ) \ {2}, то |π(F )| равно 3 при K ∼= SL2(2

m) и 4 при Sz(2m). Поэтому ввиду [3; 4]
группа E изоморфна SL2(5), L2(4), L2(8), Sz(8) или Sz(32), так что утверждение леммы
выполняется.

Пусть C = O2(H). Тогда для любого элемента x ∈ H нечетного простого порядка t имеем
V = [V, 〈x〉] × CV (x) и [V, 〈x〉] 6= 1. Поэтому [V, 〈x〉]〈x〉 — группа Фробениуса и, следовательно,
ввиду предложения 2 имеем CV (x) 6= 1. Таким образом, вершина p1 смежна с любой вершиной
из π(F ) в графе Γ(G). Отсюда следует, что H является EPPO-группой, так что ввиду п. (в)
предложения 1 утверждение леммы выполняется. �
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Лемма 2.5. Пусть |π(S)| ≥ 3 и граф Γ(S) несвязен. Тогда π(S) = {p1, p2, p3}, где вершины
p1 и p2 смежны, p1 не делит |G|, и верно одно из следующих утверждений:

(а) p2 > 2, p3 = 2, S — группа Фробениуса с абелевым ядром O(G) = Op1(S) × Op2(S) и
дополнением порядка 2, и верно одно из следующих утверждений:

(a1) p2 не делит |G| и G/O(G) ∼= SL2(5) или SL2(5)
.2;

(a2) p2 делит |G|, p2 > 3 и G/O(G) ∼= SL2(q) или SL2(q)
.2, где p2 делит q, q ∈ {25, 49, p2}

и |π(p2 − 1)| ≤ 2 ≥ |π(p2 + 1)| ;
(a3) p2 = 3, G/O(G) ∼= 2.A7, SL2(q) или SL2(q)

.2, где либо q ∈ {9, 81}, либо q = 3m, m и
(q − 1)/2 — простые нечетные числа и |π((q + 1)/4)| = 1;

(a4) p2 = 3, G/O(G) ∼= SL2(r) или SL2(r)
.2, где r — простое число и либо r ∈ {5, 7, 17},

либо r ≥ 13, π(r − 1) = {2, 3} и |π(r + 1)| = 2;
(б) p2 = 2, p3 не делит |G|, S — группа Фробениуса или 2-фробениусова группа, F (S) =

Op1(S) × O2(S), F2(S)/F (S) и S/F2(S) — циклические p3-группа и p1-группа соответствен-
но, группа G изоморфна L2(4), L2(8), Sz(8) или Sz(32), G/F (S) ∼= G × S/F (S) и O2(S) —
неединичная элементарная абелева 2-группа.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Ввиду [1, теорема 1] граф Γ(S) имеет вид
p1 p2 p3

или
p1 p2 p3 p4

и S — группа Фробениуса или 2-фробениусова группа. Ясно, что |π(F (S))|
и |π(F2(S)/F (S))| не превосходят 2. Предположим, что |π(F2(S)/F (S))| = 2. Без ограничения
общности можно считать, что π(F2(S)/F (S)) = {p1, p2}. Тогда в S есть изолированная {p1, p2}-
холлова подгруппа U такая, что F (S)U есть группа Фробениуса, равная S или F2(S). В груп-
пе U есть элемент порядка p1p2, и силовские подгруппы в U , а значит, и в S, циклические или
(обобщенные) кватернионные. Ввиду п. (а) леммы 2.1 {p1, p2, p} — треугольник в графе Γ(G)
для p ∈ π(F ) \ {p1, p2}; противоречие. Поэтому |π(F2(S)/F (S))| = 1. Аналогично рассуждая,
получаем, что |π(S/F2(S))| ≤ 1. Ввиду предложения 2 π(S)∪π(S/F2(S)) — клика в графе Γ(S),
поэтому |π(S)| = 3 и, следовательно, π((F (S))∪π(S/F2(S)) = {p1, p2} и π(F2(S)/F (S)) = {p3}.
Пусть Pi ∈ Sylpi(S) для i = 1, 2, 3. Поскольку F (S)P3 = F2(S) есть группа Фробениуса, под-
группа P3 циклическая или (обобщенная) кватернионная. Ввиду п. (а) леммы 2.1 вершины p3
и p смежны в графе Γ(G) для всех p ∈ π(F ) \ {p3}.

Предположим, что произведение p1p2 нечетно. Если обе вершины p1 и p2 смежны с 2 в
графе Γ(G), то {p1, p2, 2} — треугольник в графе Γ(G); противоречие. Поэтому можно считать,
что вершина p1 не смежна с 2 в графе Γ(G). Ввиду п. (б) леммы 2.1 либо G/O(G) ∼= 2.A7, либо
цоколь группы G/O(G) изоморфен SL2(q), где q > 3 нечетно и |π(q−1)| ≤ 2 ≥ |π(q+1)|. Отсюда
следует, что S = Z∗(G) есть группа Фробениуса с абелевым ядром F (S) = O(G) = P1 × P2 и
p1 не делит |G|.

Пусть G/O(G) ∼= 2.A7. Если p2 6= 3, то, поскольку силовская 3-подгруппа в G нецикличе-
ская, {p1, p2, 3} — треугольник в графе Γ(G); противоречие. Поэтому p2 = 3 и выполняется
утверждение (а3).

Пусть цоколь группы G/O(G) изоморфен SL2(q), где q > 3 нечетно и |π(q − 1)| ≤ 2 ≥
|π(q+1)|. Предположим, что q > 5. Таблица характеров группы SL2(q) (см. [12, теорема 38.1])
показывает, что некоторый элемент порядка 3 из G действует несвободно на P1 а, если p2 не
делит |F |, то и на P2. Поэтому p2 делит |F |.

Предположим, что p2 6= 3. Тогда все элементы порядка 3 из G действуют свободно на P2,
так как в противном случае {p1, p2, 3} — треугольник в графе Γ(G). Ввиду п. (б) леммы 2.1
либо q ∈ {7, 17, 25, 49}, либо q ≥ 11 — простое число и |π(q − 1)| = |π(q + 1)| = 2. Если
q = 17, то p2 = 17 и, следовательно, выполняется утверждение (а2). Пусть p2 6= 17. Тогда
существует r ∈ π(q− 1) \ {2}. Поэтому группа G содержит подгруппу Фробениуса вида q : r и,
следовательно, ввиду предложения 2 вершины p1 и r смежны в графе Γ(G). Число p2 делит qr,
так как в противном случае ввиду предложения 2 {p1, p2, r} — треугольник в графе Γ(G). Если
p2 = r, то 3 делит q+1 и ввиду [2, теорема 1] элементы порядка 3 из G действуют несвободно
на P2; противоречие. Поэтому p2 делит q и выполняется утверждение (а2).
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Пусть p2 = 3. Если 3 делит q, то выполняется утверждение (а3).
Если q ∈ {5, 7, 17}, то выполняется утверждение (а4).
Пусть q ≥ 11 — простое число и |π(q−1)| = |π(q+1)| = 2. Тогда существует r ∈ π(q−1)\{2}.

Группа G содержит подгруппу Фробениуса вида q : r и, следовательно, ввиду предложения 2
вершины p1 и r смежны в графе Γ(G). Поэтому r = 3, так как в противном случае ввиду
предложения 2 {p1, p2, r} — треугольник в графе Γ(G). Таким образом, выполняется утвер-
ждение (а4).

Пусть произведение p1p2 четно. Тогда p3 > 2 и можно считать, что p1 > 2 и p2 = 2.
Вершины p1 и p3 не смежны в графе Γ(G), так как в противном случае {p1, p3, 2} — треугольник
в графе Γ(G). Поэтому число p1 не делит |F |.

Пусть S — 2-фробениусова группа. Тогда множество π(S/F2(S)) равно {2} или {p1}. В
первом случае S/F2(S) — неединичная циклическая 2-группа, поэтому ввиду п. (а) леммы 2.1
{2, p3, p} — треугольник в графе Γ(G) для p ∈ π(F ) \ {2, p3}, что невозможно. Таким образом,
выполняется второй случай. Тогда O2(S) 6= 1 и S/F2(S) — нетривиальная циклическая p1-
группа, так как группа S/F2(S) изоморфна дополнению группы Фробениуса S/F (S). Ввиду
п. (а) леммы 2.1 вершина p1 смежна в графе Γ(G) с любой вершиной из π(F ). Поэтому число p3
не делит |F |. Кроме того, p3 > 3, так как в противном случае группа F2(S)/F (S), будучи
циклической 3-группой, не имеет нетривиальных автоморфизмов нечетного порядка. Поэтому
ввиду п. (а) леммы 2.3 числа p1 и p3 не делят |G| и группа G изоморфна L2(q) для q ∈
{5, 7, 8, 9, 17}, M10, L3(4), Sz(8) или Sz(32). Положим G̃ = G/F (S). Тогда G̃ ∼= F × S/F (S).
Пусть L — полный прообраз в G компоненты группы G̃. Тогда L/Op1(S) является EPPO-
группой, и поэтому ввиду п. (в) предложения 1 выполняется утверждение (б).

Пусть теперь S — группа Фробениуса. Тогда π(F (S)) = {2, p1} и S/F (S) — (неединич-
ная) циклическая p3-группа. Применяя лемму 2.3 к группе G/O2(G), получим, что числа p1
и p3 не делят |G| и группа G изоморфна L2(q) для q ∈ {5, 7, 8, 9, 17}, M10, L3(4), Sz(8) или
Sz(32). Положим G̃ = G/Op1(G). Тогда G̃ ∼= (S/F (S)) ⋋ G. Пусть L — полный прообраз в

G изоморфной F подгруппы из G̃. Тогда L является EPPO-группой, и поэтому ввиду п. (в)
предложения 1 выполняется утверждение (б). �

Лемма 2.6. Пусть π(S) ≥ 3 и граф Γ(S) связен. Тогда π(S) = {p1, p2, p3}, где вершины p1
и p3 не смежны, p1 не делит |F |, и верно одно из следующих утверждений:

(а) p1 не делит |G|, p2 > 2, p3 = 2, силовская 2-подгруппа из G изоморфна (обобщен-
ной) группе кватернионов, S = Z∗(G), F (O(S)/Op2(S)) — абелева p1-холлова подгруппа в
O(S)/Op2(S), инволюция из S инвертирует группу F (O(S)/Op2(S)) и централизует группу
O(S)/Op′

1
,p1(O(S)) и верно одно из следующих утверждений:

(a1) p2 > 3 и G/O(G) ∼= SL2(5) или SL2(5)
.2;

(a2) p2 = 3, G/O(G) ∼= 2.A7, SL2(27)
.2, SL2(27)

.6, SL2(q) или SL2(q)
.2, где либо q ∈ {9, 81},

либо q = 3m, m и (q − 1)/2 — простые нечетные числа и |π((q + 1)/4)| = 1;
(a3) p2 = 3, G/O(G) ∼= SL2(r) или SL2(r)

.2, где r — простое число и либо r ∈ {5, 7, 17},
либо r ≥ 13, π(r − 1) = {2, 3} и |π(r + 1)| = 2;

(б) p2 = 2, силовская p3-подгруппа из G циклическая, группа S является p′3-замкнутой и
верно одно из следующих утверждений:

(б1) p1p3 не делит |G| и группа G изоморфна L2(4), L2(8), Sz(8) или Sz(32);
(б2) p1 = 3, p3 не делит |G|, G/Op′

3
(S) = (Z × E) ⋋ 〈x〉, где Z — циклическая p3-группа,

E ∼= Sz(8), |x| = 3, E〈x〉 ∼= Aut(Sz(8)), CZ(x) = 1;
(б3) p3 = 3, G/Op′

3
(S) = (Z ×E)〈x〉, где Z = 〈x3〉 — нетривиальная циклическая 3-группа,

E ∼= Sz(8), E〈x〉/Z ∼= Aut(Sz(8)).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Ввиду [1, теорема 1] граф Γ(S) является 3-цепью, 4-цепью,
4-циклом или 5-циклом.

Предположим, что граф Γ(S) является 4-циклом с множеством вершин {p1, p2, p3, p4}. Без
ограничения общности можно считать, что Op1(G) 6= 1. Рассуждая, как в доказательстве



Конечные группы, графы простых чисел которых не содержат треугольников. II 11

леммы 2.5 из [1], получим, что силовские p3- и p4-подгруппы в S можно считать циклическими
или (обобщенными) кватернионными. Поэтому ввиду п. (а) леммы 2.1 {p3, p4, p} — треугольник
в графе Γ(G) для p ∈ π(F ) \ {p3, p4}, что невозможно.

Предположим, что граф Γ(S) является 5-циклом с множеством вершин {p1, p2, p3, p4, p5}.
Можно считать, что Op1(G) 6= 1, а p3 и p4 — смежные вершины, которые не смежны с верши-
ной p1. Пусть K — {p3, p4}-холлова подгруппа в S. Тогда Op1(G)K — группа Фробениуса с яд-
ром Op1(G) и дополнением K и, следовательно, силовские p3- и p4-подгруппы в S циклические
или (обобщенные) кватернионные. Как и в предыдущем абзаце, это приводит к противоречию.

Предположим, что граф Γ(S) является 4-цепью вида
p1 p2 p3 p4

.

Пусть ψ = {p1, p4}. Предположим, что Oψ(G) 6= 1. Тогда можно считать, что Op1(G) 6= 1.
Это, как и в предыдущем абзаце, приводит к противоречию. Итак, Oψ(G) = 1. Рассуждая
как при доказательстве [21, предложение 3], получим, что силовские p1- и p4-подгруппы в S
циклические или (обобщенные) кватернионные. Поэтому ввиду п. (а) леммы 2.1 вершина pi
смежна с каждой вершиной из π(G) \ {pi} для i = 1, 2. Если p1p4 четно, то {p1, p4, p} — тре-
угольник в графе Γ(G) для p ∈ π(F ) \{p1, p4}, что невозможно. Поэтому p1p4 нечетно. Можно
считать, что p2 нечетно. Тогда вершины p2 и 2 не смежны в графе Γ(G) и, следовательно, p3
нечетно. Поэтому S = O(G). Но ввиду п. (б) леммы 2.1 имеем O(G) < Z∗(G); противоречие.

Итак, граф Γ(S) является 3-цепью вида
p1 p2 p3

.

Можно считать, что p1 6= 2. Пусть Pi ∈ Sylpi(S) для i = 1, 2, 3.

Предположим, что p2 6= 2. Пусть T ∈ Syl2(G). Можно считать, что P1T и P2T — холловы
подгруппы в разрешимой группе ST . Поскольку p1 и p2 смежны в графе Γ(S), то вершина 2 не
смежна в графе Γ(G) с pi для некоторого i ∈ {1, 2}. По п. (б) леммы 2.1 подгруппа T изоморф-
на (обобщенной) группе кватернионов, Pi абелева, O(G) = P1P2, |P3| = 2, S = Z∗(G) = O(G)P3

и цоколь группы G/O(G) изоморфен 2.A7 или SL2(q), где либо q ∈ {5, 7, 9, 17, 25, 49, 81}, либо
q = 3m, m и (q − 1)/2 — простые нечетные числа и |π((q + 1)/4)| = 1, либо q — простое число,
q ≥ 11 и |π(q − 1)| = |π(q + 1)| = 2. Поскольку CPi

(P3) = CP1
(P3) = 1 и CP2

(P3) 6= 1, имеем
i = 1. Пусть C = CG(P3). Тогда G = O(G)C, откуда O(C) = CO(G)(P3) = CP2

(P3) 6= 1 и

C/O(C)P3
∼= G. Очевидно, Op′

1
(S) = O{2,p2}(S). Если 2 делит |O{2,p2}(S)|, то G = O{2,p2}(S)C

и, следовательно, C содержит некоторую силовскую p1-подгруппу из G, что не так. Поэтому
Op′

1
(S) = Op2(S). Положим G̃ = G/Op′

1
(S). Тогда ввиду [17, теорема 6.3.2] F (G̃) = P̃1. Под-

группа P̃3 централизует подгруппу P̃2, так как в противном случае ввиду предложения 3 под-
группа P̃3 централизует неединичный элемент из P̃1, что не так. Если цоколь группы G/O(G)
изоморфен SL2(5), то выполняются утверждения (а1) или (а3). Поэтому можно предпола-
гать, что это не так. Тогда из таблицы характеров группы SL2(q), нецикличности силовских
3-подгрупп в группах 2.A7 и SL2(3

m) при m > 1) и [22, предложение 4.2] получаем, что

элементы порядка 3 из C действуют несвободно на группах P̃1 и O(C). Поэтому p2 = 3 и,
следовательно, ввиду леммы 2.1 выполняются утверждения (а2) или (а3).

Пусть теперь p2 = 2. В S существует {p1, p3}-холлова подгруппа U . Можно считать, что
U = P1P3. Поскольку граф Γ(U) несвязен, ввиду п. (а) предложения 1 подгруппа U есть
группа Фробениуса или 2-фробениусова группа. Поскольку 1 6= Op1(S̃) ≤ F (Ũ ), ввиду [17, тео-
рема 10.3.1] подгруппа P3 циклическая, F (U) ≤ P1 и фактор-группа P1/F (U) циклическая.
Ввиду п. (а) леммы 2.1 вершины p3 и p смежны в графе Γ(G) для всех p ∈ π(F ) \ {p3}.
Поэтому p1 не делит |F |. Заметим еще, что силовские p-подгруппы группы G циклические
для каждого p ∈ π(F ) ∪ {p3}, так как в противном случае {2, p1, p} — треугольник в гра-
фе Γ(G). Имеем CS(P3) ≤ Op′

3
,p3(S) = Op′

3
(S)P3 и S = Op′

3
(S)NS(P3). Отсюда, поскольку

Aut(P3) — циклическая группа, S/Op′
3
(S)P3 — циклическая {2, p1}-группа. Если порядок по-

следней группы четен, то по п. (а) леммы 2.1, примененному к группе S/Op′
3
(S)P3, вершина 2

смежна с любой вершиной из π(F ) \ {2} и, следовательно, граф Γ(G) содержит треугольник
{2, p3, p} для p ∈ π(F ) \{2, p3}; противоречие. Поэтому O2′(S) ≤ Op′

3
(S) и S = UO2′(S). Имеем
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O2′,2(S) < O2′(S). Пусть K — полный прообраз в O2′(S) подгруппы Φ(O2′(S))/O2′,2(S)). Поло-
жим G̃ = G/KO2(S). Тогда O2(G̃) — неединичная элементарная абелева 2-группа Пусть E —

последний член ряда коммутантов группы G̃. Тогда [E, P̃3] ≤ O2(G̃). Кроме того, O2(G̃) ≤ E,
так как в противном случае граф Γ(G) содержит треугольник {2, p3, p} для p ∈ π(F ) \ {2, p3}.

Предположим, что S/O2′(S) — непримарная группа. Тогда S/O2′(S) — {p1, p3}-группа с
несвязным графом простых чисел. Применяя лемму 2.3 к группе G/Op′

3
(S), получим, что

либо p1 = 3 и G ∼= Aut(Sz(8)), либо p1p3 не делит |G| и группа G изоморфна L2(q) для
q ∈ {5, 7, 8, 17}, Sz(8) или Sz(32). В первом случае p3 не делит |G|, иначе p3 делит |F | и, значит,
силовские p3-подгруппы группы G нециклические, так что выполняется утверждение (б2).
Во втором случае группа E является EPPO-группой, так что ввиду п. (в) предложения 1
выполняется утверждение (б1).

Предположим теперь, что S/O2′(S) — примарная группа. Тогда S = O2′(S)⋋P3. Если p3 не
делит |G|, то, как и в предыдущем абзаце, показывается, что выполняются утверждения (б1)
или (б2).

Пусть p3 делит |G|. Если p3 не делит |F |, то ввиду лемм 2.4 и 2.5 выполняется утвержде-
ние (б3). Пусть p3 делит |F |. Если |P3| > 3 или E/O2(E) — простая группа, то силовские
p3-подгруппы группы G нециклические, что не так. Поэтому |P3| = 3 и E/O2(E) — квази-
простая группа с центром порядка 3. Но ввиду [1, теорема 2; 9; 10, Tabl. 8.3, 8.5] силовские
3-подгруппы группы E/O2(E) нециклические; противоречие. �

Теорема теперь следует из лемм 2.2–2.6. �

З а м е ч а н и е. Можно доказать, что все случаи из заключений лемм 2.2–2.6 реализу-
ются.

3. Пример конечной разрешимой группы фиттинговой длины 5,

граф простых чисел которой является 4-циклом

Вычисления в компьютерной системе GAP (см. [15]) показывают, что существует един-
ственная (с точностью до изоморфизма) группа G1, которая является нерасщепляемым рас-
ширением группы порядка 3 посредством группы 2.S−

4 . Группа G1 может быть построена как
группа подстановок степени 34. Тогда Z(G1) = 〈z〉, где z — единственная инволюция в G1,
и O3(G1) = 〈x〉 ∼= Z3. Возьмем элемент y порядка 4 из O2(G1) ∼= Q8. Пусть G2 = Z7 ≀ G1 —
регулярное сплетение группы порядка 7 с группой G1. Тогда G2 = V ⋋G1, где V — база этого
сплетения, изоморфная элементарной абелевой 7-группе порядка 7144. Положим G3 = CV (z)
и G4 = G3 ⋋ G1. В группе G3 рассмотрим нормальную в G4 подгруппу G5 = [G3, O3(G1).
Положим G6 = G5 ⋋G1. Поскольку |CV (z)| = |V |/2, |CV (x)| = |V |/3 и |CV (y)| = |V |/4, имеем
G5 6= 1 и CG5

(x)) = 1. Возьмем теперь произвольное простое число p, большее 7, и рассмотрим
регулярное сплетение G7 = Zp ≀G6. Пусть E — база этого сплетения. В группе E рассмотрим
нормальную в G7 подгруппу G8 = [E, 〈z〉]. Положим G = G8 ⋋G6. Из построения видно, что
lF (G) = 5 и граф Γ(G) есть 4-цикл

7 2
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