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КОМПАКТИФИКАТОРЫ В КОНСТРУКЦИЯХ РАСШИРЕНИЙ
ЗАДАЧ О ДОСТИЖИМОСТИ

С ОГРАНИЧЕНИЯМИ АСИМПТОТИЧЕСКОГО ХАРАКТЕРА1

А.Г. Ченцов

Рассматривается задача о достижимости в топологическом пространстве при ограничениях асимптоти-
ческого характера. Исследуются свойства весьма общей процедуры, определяющей расширение исходной
задачи. Указано, в частности, правило преобразования произвольной схемы расширения (компактифика-
тора) в аналогичную схему со свойством гомеоморфности непрерывного продолжения исходного целевого
оператора задачи о достижимости. Показано, как данное правило может быть применено в случае, когда
расширение реализуется в пространстве ультрафильтров широко понимаемого измеримого пространства.
Данный вариант конкретизируется затем для случая целевого оператора, определенного на невырожден-
ном отрезке вещественной прямой.
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A. G.Chentsov. Compactifiers in extension constructions for reachability problems with constraints of asymptotic
nature.

A reachability problem with constraints of asymptotic nature is considered in a topological space. The
properties of a rather general procedure that defines an extension of the problem are studied. In particular,
we specify a rule that transforms an arbitrary extension scheme (a compactifier) to a similar scheme with the
property that the continuous extension of the objective operator of the reachability problem is homeomorphic.
We show how to use this rule in the case when the extension is realized in the ultrafilter space of a broadly
understood measurable space. This version is then made more specific for the case of an objective operator
defined on a nondegenerate interval of the real line.
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1. Введение

В статье используются следующие сокращения: БФ — база фильтра, ИП — измеримое
пространство, МП — множество притяжения, ОАХ — ограничения асимптотического харак-
тера, ОД — область достижимости, ОЭ — обобщенный элемент, п/м — подмножество, ТП —
топологическое пространство, у/ф — ультрафильтр, ЭП — элемент притяжения.

Статья посвящена изучению общих вопросов, связанных с реализуемостью желаемых со-
стояний “в пределе” в смысле значений заданного целевого оператора задачи. Потребность в
упомянутой предельной реализации может быть обусловлена интересами соблюдения ограни-
чений. Последние могут иметь асимптотический характер и относиться, строго говоря, не к
выбору отдельно взятого решения (управления), а к выбору некоторой зависимости со значе-
ниями в пространстве решений (например, могут налагаться условия на последовательность
обычных решений). Целевой оператор реализует на ее основе соответствующую зависимость в
пространстве состояний, а потому при должном топологическом оснащении можно говорить о
реализации обобщенных (вообще говоря) пределов в упомянутом пространстве. Совокупность
упомянутых обобщенных пределов можно рассматривать как МП в задаче о достижимости
(с ОАХ). В частности, такая интерпретация уместна в теории управления, где важную роль
играет понятие ОД в заданный момент времени. Однако задача о построении ОД не обладает,

1Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований
(проекты 16-01-00505, 16-01-00649).
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вообще говоря, устойчивостью при ослаблении стандартных ограничений (краевые и проме-
жуточные условия, фазовые ограничения). Представляя последовательное ослабление данных
ограничений в виде схемы с ОАХ, мы естественным образом приходим к МП, “заменяюще-
му” ОД (имеются постановки, в которых ОАХ и, как следствие, МП возникают изначально),
что представляет не только теоретический, но и определенный практический интерес при ре-
шении соответствующей задачи управления. Подобно тому, как в задачах оптимизации для
реализации оптимума в условиях исчезающе малого ослабления ограничений применяются
ОЭ (обобщенные управления в [1, гл. III, IV; 2]), в задачах о достижимости также полез-
ны процедуры естественного расширения в подходящем классе ОЭ. Посредством упомянутых
процедур можно (проще в логическом отношении) определять нужные варианты МП. Этот
подход составляет содержание настоящей статьи: в интересах построения МП конструируются
расширения, связываемые с погружением обычных решений в пространство ОЭ.

В топологическом отношении речь идет об использовании компактификаций, а потому
применяемую для построения МП конструкцию именуем далее компактификатором. В статье
изучаются общие вопросы, связанные с построением и преобразованием компактификаторов,
а также дается некоторая детализация для случая, когда используются у/ф широко понима-
емых ИП. В заключительной части рассматривается одна конкретная схема построения МП
для одномерного варианта задачи о достижимости с ОАХ.

Отметим, что конструкции с элементами расширений широко использовались в работах
Н.Н.Красовского и А.И.Субботина, а также в работах их учеников. Оригинальный подход,
предложенный Н.Н.Красовским и связанный с применением аппарата обобщенных функ-
ций (см. [3]), послужил основой многих исследований в области импульсного управления.
Управления-меры использовались при построении вспомогательных программных конструк-
ций для решения дифференциальных игр (см. [4]). Фундаментальное понятие стабильности
множеств, сыгравшее важную роль в установлении основополагающей теоремы об альтер-
нативе Н.Н.Красовского и А.И.Субботина (см. [4; 5]), включает использование обобщенных
реакций на обычные управления одного из игроков. В этой связи отметим глубокий резуль-
тат А.В.Кряжимского [6], связанный с распространением альтернативы Н.Н.Красовского,
А.И.Субботина на случай управляемой системы, не удовлетворяющей условию Липшица по
фазовой переменной. В данной конструкции А.В.Кряжимского применение ОЭ (управлений-
мер) также оказалось существенным.

2. Обозначения и определения общего характера

Используем стандартную теоретико-множественную символику (кванторы, связки и т.п.);

через ∅ обозначаем пустое множество,
△
= — равенство по определению. Символ def заменяет

фразу “по определению”, а ∃! заменяет фразу “существует и единственно”. Принимаем аксиому
выбора. Называем семейством множество, все элементы которого сами являются множества-
ми.

Для произвольного объекта x через {x} обозначаем синглетон, содержащий x. Если X —
множество, то через P(X) и P ′(X) обозначаем соответственно семейства всех и всех непу-
стых п/м множества X. Полагаем, что Fin(X) есть def семейство всех конечных множеств из
P ′(X), т. е. семейство всех непустых конечных п/м множества X (в качестве X может, конечно,
использоваться то или иное семейство). С произвольным непустым семейством X связываем
семейство

{∩}f (X)
△
=

{ ⋂

X∈K

X : K ∈ Fin(X)
}

(2.1)

всех конечных пересечений множеств из X; X ⊂ {∩}f (X). Если M — множество и M ∈
P ′

(
P(M)

)
, то

CM[M]
△
= {M \M : M ∈ M} ∈ P ′

(
P(M)

)
(2.2)
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есть семейство п/м M, двойственное по отношению к M. Обозначение (2.2) будет использовать-
ся обычно в случае, когда M — топология M. Если A и B — множества, то BA есть def множе-

ство всех отображений из A в B. При f ∈ BA и C ∈ P(A) в виде f1(C)
△
= {f(x) : x ∈ C} ∈ P(B)

имеем образ множества C при действии f (f1(C) 6= ∅ при C 6= ∅). Наконец, для произвольных
непустых множеств A и B, функции f ∈ BA и семейства A ∈ P ′

(
P(A)

)
определяем

f1[A]
△
= {f1(A) : A ∈ A} ∈ P ′

(
P(B)

)
. (2.3)

Интерпретируем (2.3) как образ семейства A.

Специальные семейства. Фиксируем до конца настоящего раздела непустое множе-
ство I. Среди семейств из P ′

(
P(I)

)
выделяем π-системы [7, c. 14] с “нулем” и “единицей”,

получая в виде

π[I]
△
= {I ∈ P ′

(
P(I)

)
| (∅ ∈ I)& (I ∈ I)& (A ∩B ∈ I ∀A ∈ I ∀B ∈ I)}

семейство всех таких π-систем. Частными случаями упомянутых π-систем являются алгебры
п/м I и топологии на I :

(alg)[I]
△
= {A ∈ π[I] | I \A ∈ A ∀A ∈ A}, (top)[I]

△
=

{
τ ∈ π[I]

∣∣ ⋃

G∈G

G ∈ τ ∀G ∈ P ′(τ)
}
.

Если I ∈ π[I], то пару (I,I) называем ИП, используя, конечно, расширительное толкование.
Пусть

π̃o[I]
△
= {I ∈ π[I] | ∀L ∈ I ∀x ∈ I \ L ∃Λ ∈ I : (x ∈ Λ)& (Λ ∩ L = ∅)}.

Заметим, что (alg)[I] ⊂ π̃o[I]. Введем, наконец, π-системы с синглетонами, полагая

π′
o[I]

△
= {I ∈ π[I] | {x} ∈ I ∀x ∈ I}. (2.4)

Понятно, что π′
o[I] ⊂ π̃o[I], при этом, конечно, P(I) ∈ π′

o[I].

Ультрафильтры π-систем (определения и основные свойства). В пределах насто-
ящего пункта фиксируем π-систему J ∈ π[I], получая в виде (I,J ) ИП в расширительном
толковании. В виде

F
∗(J )

△
=

{
F ∈ P ′(J \{∅}) | (A∩B ∈ F ∀A ∈ F ∀B ∈ F)&(∀F ∈ F ∀J ∈ J (F ⊂ J)⇒(J ∈ F)

)}

имеем непустое (так как {I} ∈ F∗(J )) множество фильтров ИП (I,J ). При этом, конечно,

(
(I,J )− ult

)
[x]

△
= {J ∈ J | x ∈ J} ∈ F

∗(J ) ∀x ∈ I

(введены тривиальные фильтры ИП (I,J )). Наконец, в виде

F∗
o(J )

△
= {U ∈ F∗(J ) | ∀F ∈ F∗(J ) (U ⊂ F) ⇒ (U = F)}

= {U ∈ F∗(J ) | ∀J ∈ J (J ∩ U 6= ∅ ∀U ∈ U) ⇒ (J ∈ U)} ∈ P ′
(
F∗(J )

)
(2.5)

имеем (непустое) множество у/ф ИП (I,J ). Среди этих у/ф выделяем свободные:

F
∗
o,f (J )

△
=

{
U ∈ F

∗
o(J )

∣∣ ⋂

L∈U

L = ∅

}
= F

∗
o(J ) \ F∗

o,t(J ),

где F∗
o,t(J )

△
=

{(
(I,J )− ult

)
[x] : x ∈ I

}
∈ P ′

(
F∗(J )

)
. При этом

(J ∈ π̃o[I]) ⇐⇒
(
((I,J )− ult)[x] ∈ F

∗
o(J ) ∀x ∈ I

)
. (2.6)
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Элементы топологии, 1. В пределах настоящего пункта фиксируем τ ∈ (top)[I] (тогда,

в частности, τ ∈ π[I]). Если x ∈ I, то No
τ (x)

△
= {G ∈ τ | x ∈ G} ∈ F∗(τ). При этом cl(A, τ)

△
=

{x ∈ I | A ∩ G 6= ∅ ∀G ∈ No
τ (x)} ∈ CI [τ ] ∀A ∈ P(E) (введено замыкание п/м I в ТП (I, τ)).

Напомним, что CI [τ ] — семейство всех замкнутых в ТП (I, τ) п/м I.

Ультрафильтры π-систем (естественная топология). Рассмотрим естественное то-
пологическое оснащение множества (2.5). Для этого отметим сначала, что (при J ∈ π[I])

ΦJ (L)
△
= {U ∈ F

∗
o(J ) | L ∈ U} = {U ∈ F

∗
o(J ) | L ∩ U 6= ∅ ∀U ∈ U} ∀L ∈ J . (2.7)

Тогда семейство (UF)[I;J ]
△
= {ΦJ (J) : J ∈ J } есть база топологии

T∗
J [I]

△
= {G ∈ P

(
F
∗
o(J )

)
| ∀U ∈ G ∃U ∈ U : ΦJ (U) ⊂ G} ∈ (top)[F∗

o(J )], (2.8)

превращающей F∗
o(J ) в хаусдорфово ТП

(
F
∗
o(J ),T∗

J [I]
)
. (2.9)

При этом ΦJ (J) ∈ CF∗

o
(J )

[
T∗

J [I]
]

при J ∈ J (доказательство извлекается из (2.7)), а потому
все множества из (UF)[I;J ] открыто-замкнуты; в итоге ТП (2.9) нульмерно (см.[8, 6.2]).

З а м е ч а н и е 2.1. Если J ∈ (alg)[I], то (2.9) — компакт (компактное хаусдорфово ТП),
а, точнее, пространство Стоуна, для которого (UF)[I;J ] = T∗

J [I] ∩CF∗

o
(J )

[
T∗

J [I]
]
.

В свою очередь,

F
∗
o(J |I)

△
= {U ∈ F

∗
o(J ) | I ⊂ U} =

⋂

L∈I

ΦJ (L) ∈ CF∗

o
(J )

[
T∗

J [I]
]

∀I ∈ P ′(J ). (2.10)

Мы дополним (2.7), (2.10) аналогами, касающимися использования п/м I, уже не обязательно
содержащихся в J . Итак, с учетом (2.7) и (2.8) имеем, что

F∗
o[J |A]

△
= {U ∈ F

∗
o(J ) | A ∩ U 6= ∅ ∀U ∈ U} ∈ CF∗

o
(J )

[
T∗

J [I]
]

∀A ∈ P(I) (2.11)

(ясно, что F∗
o[J |J ] = ΦJ (J) при J ∈ J ). Как следствие получаем, что

F∗
o(J |I)

△
=

⋂
A∈I

F∗
o[J |A] = {U ∈ F∗

o(J ) | A ∩ U 6= ∅ ∀A ∈ I ∀U ∈ U}

∈ CF∗

o
(J )

[
T∗

J [I]
]

∀I ∈ P ′
(
P(I)

)
(2.12)

(при I ∈ P ′(J ) имеем F∗
o(J | I) = F∗

o(J | I) (см. (2.7), (2.10), (2.12))).

Свойства плотности. Полагаем в пределах настоящего пункта, что J ∈ π̃o[I], получая в
виде (I,J ) отделимое ИП [9, с. 40]. Тогда согласно (2.6) имеем отображение

((I,J )− ult)[·]
△
=

(
((I,J )− ult)[x]

)
x∈I

∈ F
∗
o(J )I , (2.13)

реализующее погружение I в ТП (2.9). Мы можем теперь рассматривать образы п/м I при
действии оператора (2.13), получая п/м F∗

o(J ). Точнее, при S ∈ P(I) в соответствии с опреде-
лением разд. 2 ((I,J )−ult)[·]1(S) = {((I,J )−ult)[s] : s ∈ S}. При этом (см. [10, предложение 1])

F∗
o[J |A] = cl

(
((I,J )− ult)[·]1(A),T∗

J [I]
)

= cl
(
{((I,J )− ult)[x] : x ∈ A},T∗

J [I]
)

∀A ∈ P(I). (2.14)

Как следствие получаем (см. (2.14)), в частности, что

ΦJ (L) = cl
(
((I,J )− ult)[·]1(L),T∗

J [I]
)

∀L ∈ J . (2.15)
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В свою очередь, из (2.15) имеем (см. [10, (3.6)]) цепочку равенств

F
∗
o(J ) = ΦJ (I) = cl

(
F
∗
o,t(J ),T∗

J [I]
)
. (2.16)

Грубо говоря, (2.16) означает, что само множество I всюду плотно в ТП (2.9).

Ультрафильтры семейства всех п/м I. В настоящем пункте рассматриваем случай

J = P(I), полагая в этой связи F[I]
△
= F∗

(
P(I)

)
, Fu[I]

△
= F∗

o

(
P(I)

)
и

(I − ult)[x]
△
=

(
(I,P(I)) − ult

)
[x] ∀x ∈ I

(разумеется, (I − ult)[x] ∈ Fu[I] при x ∈ I). Тогда Φo(L| I)
△
= ΦP(I)(L) = {U ∈ Fu[I] | L ∈ U}

∀L ∈ P(I). Получаем, что

τ∗o [I]
△
= T∗

P(I)[I] = {G ∈ P(Fu[I]) | ∀U ∈ G ∃U ∈ U : Φo(U | I) ⊂ G} ∈ (top)[I].

Данная топология превращает Fu[I] в экстремально несвязный [8, c. 540] компакт. Пусть

Fo
u[I|I]

△
= {U ∈ Fu[I] | I ⊂ U} =

⋂

J∈I

Φo(J | I) ∀I ∈ P ′
(
P(I)

)
. (2.17)

В (2.17) введены множества “стоун-чеховских” у/ф, содержащих всякий раз семейство, ис-
пользуемое в качестве ОАХ.

Базы фильтров. Через β[I] и βo[I] обозначаем соответственно множества всех семейств
B ∈ P ′

(
P(I)

)
и B ∈ P ′

(
P ′(I)

)
, для каждого из которых ∀B1 ∈ B ∀B2 ∈ B ∃B3 ∈ B : B3 ⊂

B1 ∩ B2. Элементы β[I] — направленные семейства п/м I, а элементы βo[I] — суть БФ I;
Fu[I] ⊂ F[I] ⊂ βo[I] ⊂ β[I]. Легко видеть, что (см. (2.1)) {∩}f (I) ∈ β[I] ∀I ∈ P ′

(
P(I)

)
. Кроме

того, (I − fi)[B]
△
= {J ∈ P(I) | ∃B ∈ B : B ⊂ J} ∈ F[I] ∀B ∈ βo[I].

Элементы топологии, 2. В данном пункте фиксируем топологию τ ∈ (top)[I], получая

ТП (I, τ). Поскольку F∗(τ) ⊂ βo[I], то при x ∈ I определен фильтр Nτ (x)
△
= (I−fi)[No

τ (x)] ∈ F[I]
всех окрестностей [11, гл. I] точки x. Если H ∈ P(I), то cl(H, τ) = {x ∈ I | S ∩H 6= ∅ ∀S ∈

Nτ (x)}, а (τ − Int)[H]
△
= {x ∈ I | H ∈ Nτ (x)} и (τ − Fr)[H]

△
= cl(H, τ) \ (τ − Int)[H] определяют

внутренность и границу H соответственно. При этом (τ − dens)[I] = {H ∈ P(I) | I = cl(H, τ)}

есть семейство всех п/м I, всюду плотных в (I, τ). Наконец, в виде (τ − isol)[I]
△
=

{
x ∈ I | {x} ∈

τ
}

имеем множество всех точек I, изолированных в смысле ТП (I, τ). Если B ∈ βo[I] и x ∈ I,
то [11, гл. I]

(B
τ

=⇒x)
def
⇐⇒

(
Nτ (x) ⊂ (I − fi)[B]

)
.

В виде (can − clos)[τ ]
△
= {F ∈ P(I) | F = cl((τ − Int)[F ], τ)} = {cl(G, τ) : G ∈ τ} ∈ P ′(CI [τ ])

имеем семейство всех канонически замкнутых в (I, τ) п/м I.

Отметим известное свойство: если J ∈ P ′(I), то τ |J
△
= {J ∩ G : G ∈ τ} ∈ (top)[J ] и в виде

(J, τ |J ) имеем подпространство ТП(I, τ).

Элементы топологии, 3. Фиксируем в данном пункте непустые множества X и Y, а

также топологии τ1 ∈ (top)[X] и τ2 ∈ (top)[Y ]. Тогда C(X, τ1, Y, τ2)
△
= {g ∈ Y X | g−1(G) ∈ τ1

∀G ∈ τ2} ∈ P ′(Y X) есть множество всех отображений из Y X , непрерывных в смысле ТП
(X, τ1) и (Y, τ2). Если g ∈ C(X, τ1, Y, τ2), а множество K ∈ P(X) компактно [8, 3.1] в (X, τ1), то
множество g1(K) компактно в (Y, τ2).
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3. Множества притяжения

Всюду в дальнейшем фиксируем непустое множество E, играющее роль пространства
обычных решений (управлений). В настоящем разделе фиксируем ТП (Y, τ) (итак, τ ∈ (top)[Y ]),
Y 6= ∅, и отображение n ∈ Y E, играющее роль целевого. Тогда n1[B] ∈ βo[Y ] ∀B ∈ βo[X]. С
учетом этого полагаем, что

(as)[E;Y ; τ ;n;C]
△
= {y ∈ Y | ∃ U ∈ Fo

u[E|C] : n1[U ]
τ

=⇒y} ∀C ∈ P ′
(
P(E)

)
. (3.1)

Множества типа (3.1) именуем далее МП. Эквивалентные представления МП см. в [12, § 3].
Сейчас отметим только, что

(as)[E;Y ; τ ;n;B] =
⋂

B∈B

cl
(
n1(B), τ

)
∀B ∈ β[E]. (3.2)

С использованием (2.1) и (3.2) получаем, конечно, что

(as)[E;Y ; τ ;n;C] = (as)[E;Y ; τ ;n; {∩}f (C)]

=
⋂

Σ∈{∩}f (C)

cl
(
n1(Σ), τ

)
∈ CY [τ ] ∀C ∈ P ′

(
P(E)

)
. (3.3)

Заметим, что для представления МП (3.1)–(3.3) могут использоваться [12] направленности и
сходимость по Мору — Смиту. Условия, достаточные для секвенциальной реализации МП,
см., например, в [9]. Если Ξ ∈ P(E), то {Ξ} ∈ β[E] и согласно (3.2) (as)[E;Y ; τ ;n; {Ξ}] =
cl
(
n1(Ξ), τ

)
, что соответствует стандартной реализации (достижимость при стандартных огра-

ничениях). Если C ∈ P ′
(
P(E)

)
, то в терминах множества

cl
(
n1

(⋂

Σ∈C

Σ
)
, τ
)
= cl

(
n1

( ⋂

Σ∈{∩}f (C)

Σ
)
, τ
)
∈ P

(
(as)[E;Y ; τ ;n;C]

)

определяем нарост МП, отвечающий ОАХ, связанным с C:

(rem)[E;Y ; τ ;n;C]
△
= (as)[E;Y ; τ ;n;C] \ cl

(
n1

(⋂

Σ∈C

Σ
)
, τ
)
. (3.4)

Множество (3.4) локально замкнуто [8, 2.7] в (Y, τ), поскольку оно является разностью двух
замкнутых множеств (см. (3.3)).

4. Компактификаторы и преобразования множеств притяжения

Всюду в дальнейшем фиксируем (наряду с множеством E, E 6= ∅) ТП (H, τ̃), H 6= ∅, и
отображение r ∈ HE. Мы рассматриваем точки (H, τ̃) как состояния, в реализации которых
на значениях r заинтересован исследователь; само отображение r именуем при этом целевым
(имея в виду определения предыдущего раздела, можно полагать, что (H, τ̃ ) играет роль (Y, τ),
а r — роль оператора n). Если при этом (K, t̃), K 6= ∅, есть ТП, m ∈ KE, g ∈ C(K, t̃,H, τ̃) и
r = g ◦m (◦ — символ композиции отображений), то [13, предложение 3.3.1]

g1
(
(as)[E;K; t̃;m;C]

)
⊂ (as)[E;H; τ̃ ; r;C] ∀C ∈ P ′

(
P(E)

)
. (4.1)

В (4.1) (as)[E;H; τ̃ ; r;C] есть основное, а (as)[E;K; t̃;m;C] — вспомогательное МП.
Всюду в дальнейшем полагаем, что (H, τ̃) — хаусдорфово ТП. Набор (K, t̃,m, g), для ко-

торого (K, t̃) — компактное [8, c. 196] ТП, K 6= ∅, m ∈ KE, g ∈ C(K, t̃,H, τ̃ ) и r = g ◦ m,
называем компактификатором. Если (K, t̃,m, g) — компактификатор и Σ ∈ P(E), то, как
легко видеть,

cl
(
r1(Σ), τ̃

)
= g1

(
cl
(
m1(Σ), t̃

))
. (4.2)
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Из (4.2) следует, в частности, что при всяком выборе компактификатора (K, t̃,m, g)

cl
(
r1(E), τ̃

)
= g1

(
cl
(
m1(E), t̃

))
. (4.3)

Отметим, что для всяких компактификатора (K, t̃,m, g) и семейства E ∈ P ′
(
P(E)

)

(as)[E;H; τ̃ ; r; E ] = g1
(
(as)[E;K; t̃;m; E ]

)
(4.4)

(в связи с (4.4) см., в частности, [9; 12]). Компактификатор (K, t̃,m, g) называем плотным,
если cl

(
m1(E), t̃

)
= K. В этом случае (см. (4.3))

g1(K) = cl
(
r1(E), τ̃

)
(4.5)

(итак, если (K, t̃,m, g) — плотный компактификатор, то справедливо равенство (4.5)).

Предложение 4.1. Если (K, t̃,m, g) — компактификатор, то набор

(
cl
(
m1(E), t̃

)
, t̃|cl(m1(E),t̃),m, g̃

)
,

где g̃ ∈ Hcl(m1(E),t̃ ) определяется правилом g̃
△
=

(
g(x)

)
x∈cl(m1(E),t̃ )

, является плотным компак-

тификатором.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть (K, t̃,m, g) — произвольный компактификатор, P
△
=

cl
(
m1(E), t̃

)
и θ

△
= t̃|P . Тогда m ∈ PE , (P, θ) — подпространство (K, t̃). При этом P замкнуто

в (K, t̃) и, стало быть, компактно в данном ТП. В итоге (P, θ) — компактное ТП, P 6= ∅, так
как m1(E) 6= ∅. Далее g̃ ∈ HP и при G ∈ τ̃

g̃−1(G) = {y ∈ P | g̃(y) ∈ G} = {y ∈ P | g(y) ∈ G} = g−1(G) ∩ P ∈ θ.

Имеем g̃ ∈ C(P, θ,H, τ̃). Наконец, (g̃◦m)(x) = g̃
(
m(x)

)
= g

(
m(x)

)
= (g◦m)(x) = r(x) при x ∈ E.

Итак, r = g̃ ◦m. Следовательно, (P, θ,m, g̃) — компактификатор, для которого cl
(
m1(E), θ

)
=

cl
(
m1(E), t̃

)
∩P = P ∩ P = P.

Предложение доказано.

Итак, всякий компактификатор может быть несложным преобразованием превращен в
плотный, а тогда справедливо свойство, подобное (4.5).

Отметим, что (см. (3.3)) (as)[E;H; τ̃ ; r;C] ⊂ cl
(
r1(E), τ̃

)
∀C ∈ P ′

(
P(E)

)
. С учетом этого

без потери общности будем полагать до конца настоящего раздела выполненным равенство

H = cl
(
r1(E), τ̃

)
. (4.6)

Тогда для всякого компактификатора (K, t̃,m, g) имеем (см. (4.3), (4.6)), что g1(K) = H.
Действительно, из (4.3) и (4.6) следует в рассматриваемом случае, что H = cl

(
r1(E), τ̃

)
⊂

g1(K) ⊂ H, т. е. g1(K) = H. Отметим очевидное

Предложение 4.2. Если (K, t̃,m, g) — компактификатор, для которого g — инъектив-

ное отображение, то g является гомеоморфизмом (K, t̃) на (H, τ̃ ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть (K, t̃,m, g) есть компактификатор с инъективным отобра-
жением g. Тогда (см. (4.6)) g есть непрерывная биекция компактного ТП (K, t̃) на хаусдорфово
ТП (H, τ̃). Поэтому [8, 3.1.13] g является гомеоморфизмом.

Предложение доказано.

Условимся о соглашении: компактификатор (K, t̃,m, g), для которого отображение g инъ-
ективно, называем инъективным. Покажем, что каждый компактификатор может быть пре-
образован в инъективный. Если при этом исходный компактификатор является плотным, то
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и преобразованный будет таким же. Упомянутое преобразование связываем с естественной
факторизацией.

Итак, пусть (K, t̂, µ, ν) есть произвольный компактификатор. Стало быть, (K, t̂ ), K 6= ∅,
есть компактное ТП, µ ∈ KE, ν ∈ C(K, t̂,H, τ̃) и при этом r = ν ◦µ. Напомним, что ν1(K) = H,

т. е. ν — сюръекция K на H. Введем в рассмотрение D
△
=

{
ν−1({h}) : h ∈ H

}
∈ P ′

(
P ′(K)

)
. Легко

видеть, что семейство D — разбиение K. В частности, ∀D1 ∈ D ∀D2 ∈ D

(D1 ∩D2 = ∅) ∨ (D1 = D2).

Естественное и связанное с D отношение эквивалентности ≡ на K определяем условием:
∀y1 ∈ K, ∀y2 ∈ K

(y1 ≡ y2)
def
⇐⇒

(
ν(y1) = ν(y2)

)
.

Тогда D соответствует фактор-пространству K/≡; при этом классы эквивалентности — эле-
менты K/≡ — имеют следующий вид:

[y]ν
△
= {ỹ ∈ K | y ≡ ỹ} = ν−1({ν(y)}) ∈ P ′(K) ∀y ∈ K. (4.7)

Соответственно этому представлению имеем равенство D =
{
ν−1

(
{ν(y)}

)
: y ∈ K

}
. Отметим,

что (см. (4.7)) ∀D ∈ D ∃!h ∈ H : ν(y) = h ∀y ∈ D. С учетом этого полагаем, что σ ∈ HD есть
def такое отображение, что σ(D) = ν(y) ∀D ∈ D ∀y ∈ D. Разумеется, σ — биекция D на H

(учитываем свойство сюръективности ν).

Отметим, что p
△
= ([y]ν)y∈K ∈ DK — сюръекция (каноническая проекция K на фактор-

пространство), для которой p(ỹ) = ν−1
(
{ν(ỹ)}

)
при ỹ ∈ K. В виде ν = σ ◦ p имеем (легко

проверяемое) каноническое разложение ν. Следуя [8, 2.4], оснащаем D фактор-топологией

T
△
= {G ∈ P(D) | p−1(G) ∈ t̂ } ∈ (top)[D], (4.8)

для которой имеет место свойство непрерывности p, т. е. p ∈ C(K, t̂,D,T ), а тогда (D,T ) —
компактное ТП (см. [8, 3.1.10]). С другой стороны, из непрерывности (и канонического разло-
жения) ν вытекает [8, 2.4.2], что σ ∈ C(D,T ,H, τ̃ ).

Заметим, что p◦µ ∈ DE и σ◦(p◦µ) = σ◦p◦µ = (σ◦p)◦µ = ν ◦µ = r. Тем самым завершена
проверка следующего свойства: (D,T ,p ◦ µ, σ) есть инъективный компактификатор.

Пусть теперь (K, t̂, µ, ν) — плотный компактификатор. Тогда cl
(
µ1(E), t̂

)
= K. Учтем тот

факт, что отображение p непрерывно. Тогда [8, 1.4.1]

p1(K) = p1
(
cl
(
µ1(E), t̂

))
⊂ cl

(
p1

(
µ1(E)

)
,T

)
= cl

(
(p ◦ µ)1(E),T

)
. (4.9)

В силу сюръективности p имеем из (4.9) вложение

D ⊂ cl
(
(p ◦ µ)1(E),T

)
(4.10)

(учитываем, что D = p1(K)). Однако (p ◦ µ)1(E) = p1
(
µ1(E)

)
⊂ p1(K) = D, а тогда (см. (4.8))

cl
(
(p ◦ µ)1(E),T

)
⊂ D.

В итоге (см. (4.10)) D = cl
(
(p ◦ µ)1(E),T

)
и, стало быть, (D,T ,p ◦ µ, σ) — плотный компакти-

фикатор. Следовательно,

(
cl
(
µ1(E), t̂

)
= K

)
=⇒

(
cl
(
(p ◦ µ)1(E),T

)
= D

)
.

Итак (см. предложение 4.1), располагая произвольным компактификатором, мы всегда можем
построить инъективный плотный компактификатор.
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Возвращаясь к (K, t̂, µ, ν), отметим, что ТП (D,T ) является компактом. Достаточно пока-
зать для этого, что (D,T ) — хаусдорфово ТП, что на самом деле следует из предложения 4.2.
Но все же поясним соответствующую конструкцию, фиксируя D1 ∈ D и D2 ∈ D \ {D1}. То-
гда в силу биективности σ как отображения D на H имеем, что σ(D1) 6= σ(D2), а потому в
силу отделимости (H, τ̃) для некоторых G1 ∈ No

τ̃

(
σ(D1)

)
и G2 ∈ No

τ̃

(
σ(D2)

)
имеем свойство

G1 ∩G2 = ∅. При этом по непрерывности σ имеем

(
σ−1(G1) ∈ No

T (D1)
)
&
(
σ−1(G2) ∈ No

T (D2)
)
,

причем σ−1(G1) ∩ σ−1(G2) = σ−1(G1 ∩ G2) = σ−1(∅) = ∅. Коль скоро выбор D1 и D2 был
произвольным, отделимость ТП (D,T ) установлена. Вообще для всякого инъективного ком-
пактификатора (K, t̃,m, g) в виде (K, t̃) имеем компакт (см. предложение 4.2).

Всюду в дальнейшем фиксируем семейство E ∈ P ′
(
P(E)

)
, определяющее ОАХ. Отме-

тим два простых свойства, связанных с предложением 4.2. Итак, пусть (при условии (4.6))
(K, ϑ, p, q) — инъективный компактификатор (свойство плотности выполненным не предпола-
гается). Тогда в рассматриваемом случае

(rem)[E;H; τ̃ ; r; E ] = q1
(
(rem)[E;K;ϑ; p; E ]

)
(4.11)

(для произвольного компактификатора (K, t̃,m, g) равенство, подобное (4.11), может отсут-
ствовать, однако всегда

(rem)[E;H; τ̃ ; r; E ] ⊂ g1
(
(rem)[E;K; t̃;m; E ]

)
;

следовательно, при (rem)[E;H; τ̃ ; r; E ] 6= ∅ непременно (rem)[E;K; t̃;m; E ] 6= ∅). Кроме того,

q1
(
(ϑ − Int)

[
(as)[E;K;ϑ; p; E ]

])
= (τ̃ − Int)

[
(as)[E;H; τ̃ ; r; E ]

]
. (4.12)

Свойства (4.11), (4.12) связаны с гомеоморфностью q (см. предложение 4.2). Ограничимся
обсуждением (4.12). Поскольку q — биекция K на H, то

(
q1
(
q−1(H)

)
= H ∀H ∈ P(H)

)
&
(
q−1

(
q1(K)

)
= K ∀K ∈ P(K)

)
. (4.13)

При этом r = q ◦ p и справедливо (см. (4.4)) равенство

(as)[E;H; τ̃ ; r; E ] = q1
(
(as)[E;K;ϑ; p; E ]

)
. (4.14)

Поскольку, в частности, q — открытое отображение, то q1
(
(ϑ − Int)

[
(as)[E;K;ϑ; p; E ]

])
∈ τ̃ и

q1
(
(ϑ− Int)

[
(as)[E;K;ϑ; p; E ]

])
⊂ (as)[E;H; τ̃ ; r; E ] в силу (4.14). В итоге

q1
(
(ϑ − Int)

[
(as)[E;K;ϑ; p; E ]

])
⊂ (τ̃ − Int)

[
(as)[E;H; τ̃ ; r; E ]

]
. (4.15)

С другой стороны, имеем в силу непрерывности q, что q−1
(
(τ̃ − Int)

[
(as)[E;H; τ̃ ; r; E ]

])
∈ ϑ.

Причем, как легко видеть, с учетом (4.13)

q−1
(
(τ̃ − Int)

[
(as)[E;H; τ̃ ; r; E ]

])
⊂ q−1

(
(as)[E;H; τ̃ ; r; E ]

)

= q−1
(
q1
(
(as)[E;K;ϑ; p; E ]

))
= (as)[E;K;ϑ; p; E ],

откуда по определению внутренности получаем, что q−1
(
(τ̃ − Int)

[
(as)[E;H; τ̃ ; r; E ]

])
⊂ (ϑ −

Int)
[
(as)[E;K;ϑ; p; E ]

]
и, как следствие (см. (4.13)),

(τ̃ − Int)
[
(as)[E;H; τ̃ ; r; E ]

]
⊂ q1

(
(ϑ − Int)

[
(as)[E;K;ϑ; p; E ]

])
. (4.16)

Из (4.15) и (4.16) получаем (4.12).

Предложение 4.3. Если (K, t̃,m, q)—компактификатор, то τ̃={G∈P(H) | q−1(G)∈ t̃}.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Напомним, что q — сюръекция K на H. При этом (K, t̃) —
компактное, а (H, τ̃ ) — хаусдорфово ТП. Тогда в силу непрерывности q имеем также, что q —
замкнутое отображение (K, t̃) на (H, τ̃ ), а потому согласно [14, гл. 3, теорема 8] справедливо
требуемое равенство, означающее, что τ̃ есть фактор-топология H.

Предложение доказано.

В связи с понятием фактор-топологии отметим исследования П.С.Александрова [15, c. 116].
Заметим ряд совсем простых свойств:

(1) Если (X, τ1), X 6= ∅, и (Y, τ2), Y 6= ∅, — два ТП, а f — непрерывная и замкнутая
[8, 1.4] сюръекция X на Y, то f1

[
CX [τ1]

]
= CY [τ2].

(2) Если (X, τ1) и (Y, τ2) соответствуют (1), а f — непрерывная и открытая [8, 1.4] сюръ-
екция X на Y, то f1[τ1] = τ2.

Предложение 4.4. Если (K, t̃,m, g) — компактификатор, то g1
[
CK[t̃]

]
= CH[τ̃ ].

Д о к а з а т е л ь с т в о легко следует из свойства (1).

Для каждого ТП (X, t) через (t− comp)[X] обозначаем семейство всех п/м X, компактных
в смысле (X, t). Весьма очевидно

Следствие 4.1. Если (K, t̃,m, g) — компактификатор, то

g1[(t̃− comp)[K]] = (τ̃ − comp)[H].

Два последних положения дополним простым следствием известного положения [15, c. 346]:
пусть (K, t̃,m, g) — компактификатор, у которого g есть неприводимое [8, c. 211] отображение
K на H, т. е. g — сюръекция K на H и g1(F ) 6= H ∀F ∈ CK[t̃] \ {K}. Тогда g1[(can − clos)[t̃]] =
(can − clos)[τ̃ ] и, более того, отображение F 7−→ g1(F ) : (can− clos)[t̃] −→ (can − clos)[τ̃ ] явля-
ется биекцией (can − clos)[t̃] на (can − clos)[τ̃ ].

5. Ультрафильтры как обобщенные элементы в задачах о достижимости

В настоящем разделе приводятся основные сведения, касающиеся построения и исполь-
зования МП в пространстве у/ф широко понимаемых ИП. В этой связи отметим сначала
некоторые общие положения, связанные с (2.14)–(2.16), фиксируя (в настоящем разделе) от-
делимую π-систему L ∈ π̃o[E]. Тогда (2.13) определяет правило погружения E в нульмерное
хаусдорфово ТП (2.9), где следует только полагать I = E и J = L. При этом

(as)[E;F∗
o(L);T

∗
L[E];

(
(E,L)− ult

)
[·]; E ] =

⋂
Σ∈{∩}f (E)

F∗
o[L|Σ] = F∗

o

(
L| {∩}f (E)

)

= {U ∈ F∗
o(L) | Σ ∩ U 6= ∅ ∀Σ ∈ {∩}f (E) ∀U ∈ U} ∈ CF∗

o
(L)

[
T∗

L[E]
]

(5.1)

определяет множество E-допустимых у/ф ИП (E,L). Отметим очевидное следствие: если E ⊂
L, то E ∈ P ′(L), определено (см. (2.10)) множество F∗

o(L| E) и при этом

(as)[E;F∗
o(L);T

∗
L[E];

(
(E,L) − ult

)
[·]; E ] = F

∗
o(L| E). (5.2)

Итак, в виде (5.1), (5.2) имеем варианты МП в ТП типа (2.9). В свете общих построений разд. 4
данные МП имеют смысл вспомогательных. Возвращаясь к проблеме достижимости в (H, τ̃ ),
введем (см. [9]) при L̃ ∈ π[E]

Flim[E; L̃;H; τ̃ ]
△
= {f ∈ HE | ∀U ∈ F∗

o(L̃) ∃h ∈ H : f1[U ]
τ̃

=⇒h}

= {f ∈ HE | ∀U ∈ F∗
o(L̃) ∃!h ∈ H : f1[U ]

τ̃
=⇒h} ∈ P ′(HE) (5.3)



304 А. Г.Ченцов

(учитываем, что F∗
o(L̃) ⊂ βo[E]). С учетом (5.3) получаем, что при L̃ ∈ π[E] и f ∈ Flim[E; L̃;H; τ̃ ]

определено отображение
ϕlim[f | L̃] : F

∗
o(L̃) −→ H (5.4)

по следующему правилу: если U ∈ F∗
o(L̃), то

f1[U ]
τ̃

=⇒ϕlim[f | L̃](U). (5.5)

Важно, что уже в столь общем случае при E ⊂ L̃ определяемое посредством (2.10) множество
F∗
o(L̃| E) реализует свойство

ϕlim[f | L̃]
1
(
F
∗
o(L̃| E)

)
⊂ (as)[E;H; τ ; f ; E ] (5.6)

(конструкция на основе (5.4), (5.5) позволяет (см. (5.6)) оценивать основное МП снизу). Разу-
меется, мы можем использовать (5.4)–(5.6) при L̃ = L. Полагаем в дальнейшем, что

r ∈ Flim[E;L;H; τ̃ ] (5.7)

(в [9;16] указаны конкретные классы отображений, для которых (5.7) выполнено). Условимся

также о соглашении ϕ
△
= ϕlim[r| L], получая отображение ϕ : F∗

o(L) → H со свойством

r1[U ]
τ̃

=⇒ϕ(U) ∀U ∈ F
∗
o(L). (5.8)

Из (5.6) извлекается при E ⊂ L соответствующий вариант оценки снизу для основного МП.
В случае E ∈ P ′

(
P(E)

)
следует использовать положения [10, § 5] (см. также (5.1)). Ниже

рассматривается этот общий случай.
В настоящем исследовании ограничимся обсуждением той естественной ситуации, когда

основное МП можно представить в виде непрерывного образа вспомогательного. В этой связи
полагаем далее, что ТП (H, τ̃) регулярно [8, 1.5], т. е. (H, τ̃ ) является T1-пространством, в
котором замкнутые окрестности каждой точки образуют локальную базу (в терминологии
[14, гл. 4] (H, τ̃ ) является T3-пространством). Тогда

ϕ ∈ C
(
F
∗
o(L),T

∗
L[E],H, τ̃

)
. (5.9)

Кроме того, полагаем в дальнейшем, что
(
F
∗
o(L),T

∗
L[E]

)
(5.10)

есть компактное ТП (это всегда так в случае, когда L — полуалгебра п/м E; в частности,
данное условие выполнено при L ∈ (alg)[E], что соответствует ситуации, когда (5.10) — про-
странство Стоуна). Разумеется, в рассматриваемом случае ТП (5.10) — непустой нульмерный
компакт. С учетом (5.9) и того очевидного свойства, что r = ϕ ◦

(
(E,L) − ult

)
[·], получа-

ем важное положение: набор
(
F∗
o(L),T

∗
L[E],

(
(E,L) − ult

)
[·], ϕ

)
является (см. (2.16)) плотным

компактификатором. Поэтому (см. (5.1))

(as)[E;H; τ̃ ; r; E ] = ϕ1
(
(as)

[
E;F∗

o(L);T
∗
L[E];

(
(E,L) − ult

)
[·]; E

])

= ϕ1
( ⋂
Σ∈{∩}f (E)

F∗
o[L|Σ]

)
= ϕ1

(
F∗
o(L| {∩}f (E)

))
. (5.11)

Тогда имеем (см. разд. 4) следующее оценочное свойство:

(rem)[E;H; τ̃ ; r; E ] ⊂ ϕ1
(
(rem)

[
E;F∗

o(L);T
∗
L[E];

(
(E,L) − ult

)
[·]; E

])
, (5.12)

при этом согласно (3.4) и (5.1) справедливо равенство

(rem)
[
E;F∗

o(L);T
∗
L[E];

(
(E,L)− ult

)
[·]; E

]

= F∗
o

(
L| {∩}f (E)

)
\cl

((
(E,L)− ult

)
[·]1(Eo),T

∗
L[E]

)
= F∗

o(L| {∩}f (E)
)
\F∗

o[L|Eo], (5.13)
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где (здесь и ниже)

Eo
△
=

⋂

Σ∈E

Σ. (5.14)

В связи с (5.13) и (5.14) напомним, что согласно (2.14) множество

F∗
o[L|Eo] = cl

((
(E,L) − ult

)
[·]1(Eo),T

∗
L[E]

)
= cl

({(
(E,L)− ult

)
[x] : x ∈ Eo

}
,T∗

L[E]
)

характеризует точные решения при погружении в компакт (5.10). Заметим, что, как легко
видеть, согласно (2.11), (2.12), (2.4) F∗

o[L|Eo] ⊂ F∗
o(L| {∩}f (E)), причем в силу (5.12), (5.13)

истинна импликация

(
(rem)[E;H; τ̃ ; r; E ] 6= ∅

)
=⇒

(
F∗
o[L|Eo] 6= F∗

o

(
L| {∩}f (E)

))
.

Отметим, что, вообще говоря, возможен случай, когда Eo = ∅ и вместе с тем F∗
o,t(L) ∩

F∗
o

(
L|{∩}f (E)

)
6= ∅ (т. е. и при отсутствии точных решений вспомогательное МП (в простран-

стве у/ф) может содержать тривиальные у/ф).

П р и м е р. Пусть E = [0, 1[, L есть семейство всех множеств [a, b[, 0 6 a 6 b 6 1. Иными
словами, (E,L) — пространство-стрелка. Пусть, кроме того, E — семейство всех множеств ]0, ε],
ε ∈]0, 1/2]. Тогда E = {∩}f (E) и пересечение всех множеств из E пусто. Поэтому (см. (5.14))
Eo = ∅. Напомним, что в нашем случае

F∗
o

(
L| {∩}f (E)

)
= F∗

o(L|E) =
{
U ∈ F

∗
o(L) | ]0, ε] ∩ U 6= ∅ ∀ε ∈ ]0, 1/2] ∀U ∈ U

}
.

Семейство L является полуалгеброй п/м E; в частности, L ∈ π̃o[E]. Рассмотрим тривиальный

у/ф U
△
=

(
(E,L) − ult

)
[0], U = {L ∈ L | 0 ∈ L}. Легко видеть, что U = {[0, ε[ : ε ∈]0, 1]}. Как

следствие, ]0, ε]∩ U 6= ∅ ∀ε ∈ ]0, 1/2] ∀U ∈ U. Получили включение U ∈ F∗
o

(
L| {∩}f (E)

)
. Иными

словами, в настоящем примере при Eo = ∅ имеем свойство

F
∗
o,t(L) ∩ (as)[E;F∗

o(L);T
∗
L[E];

(
(E,L) − ult

)
[·]; E ] 6= ∅.

Подчеркнем, что в данном примере все множества семейства E неизмеримы в смысле (E,L),
т. е. Σ /∈ L ∀Σ ∈ E .

Отметим, однако, что, как показано в [17], в случаях, когда

(E ⊂ L) ∨ (L ∈ π′
o[E]), (5.15)

истинна следующая импликация:

(Eo = ∅) =⇒
(
(as)[E;F∗

o(L);T
∗
L[E];

(
(E,L)− ult

)
[·]; E ] ⊂ F

∗
o,f (L)

)
. (5.16)

Вышеупомянутый пример показывает, что условия (5.15) существенны для истинности импли-
кации (5.16).

Обсудим теперь конкретизацию процедуры факторизации разд. 4.
Напомним, что предполагается выполненным (4.6), а тогда ϕ1

(
F∗
o(L)

)
= H. Итак, ϕ есть

сюръекция F∗
o(L) на H со свойством непрерывности (см. (5.9)). В виде

D[L]
△
=

{
ϕ−1({h}) : h ∈ H

}
=

{
ϕ−1

(
{ϕ(U)}

)
: U ∈ F

∗
o(L)

}
(5.17)

имеем разбиение F∗
o(L), все ячейки которого — непустые множества. Отношение эквивалент-

ности, соответствующее (5.17), имеет следующий вид (сохраняем обозначение разд. 4): ∀U1 ∈
F∗
o(L) ∀U2 ∈ F∗

o(L) (U1 ≡ U2) ⇐⇒
(
ϕ(U1) = ϕ(U2)

)
.

З а м е ч а н и е 5.1. Легко видеть, что при U1 ∈ F∗
o(L) и U2 ∈ F∗

o(L)

(U1 ≡ U2) ⇐⇒
(
∃h ∈ H : (r1[U1]

τ̃
⇒h)& (r1[U2]

τ̃
⇒ h)

)
.
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В самом деле, если U1 ≡ U2, то (см. разд. 4) h
△
= ϕ(U1) = ϕ(U2) ∈ H обладает согласно (5.8)

тем свойством, что (r1[U1]
τ̃
⇒h)& (r1[U2]

τ̃
⇒h). Итак, имеем импликацию

(U1 ≡ U2) =⇒
(
∃h ∈ H : (r1[U1]

τ̃
⇒h)& (r1[U2]

τ̃
⇒ h)

)
. (5.18)

Пусть, напротив, r1[U1]
τ̃
⇒h∗ и r1[U2]

τ̃
⇒h∗, где h∗ ∈ H. При этом согласно (5.3), (5.7) и (5.8) h∗ =

ϕ(U1) = ϕ(U2), а потому U1 ≡ U2. Итак, импликация, противоположная (5.18), установлена.

Отметим, что при L ∈ π′
0[E] имеет место равенство (T∗

L[E]− isol)[F∗
0(L)] = F∗

0,t(L). В более

общем случае L ∈ π̃0[E] имеем (см. [18, §6]), что при E ∈ P ′(L) и E0 ∈ L справедливо равенство
ΦL(E0) = (T∗

L[E]−Int)[F∗
0(L|E)] и, кроме того, (F∗

0(L|E) = ΦL(E0)) ⇐⇒ ((T∗
L[E]−Fr)[F∗

0(L|E)] =
∅).

6. Один пример построения множества притяжения

В настоящем разделе дано одно естественное обобщение построений [19, предложение 2].
В этой связи совсем кратко напомним нужные конструкции [20], полагая в дальнейшем, что

E
△
= [a, b], где a ∈ R, b ∈ R и при этом a < b (здесь R — вещественная прямая). Пусть

I
△
= {Λ ∈ P(E) | ∃c ∈ E ∃d ∈ E : (]c, d[⊂ Λ)& (Λ ⊂ [c, d])} (полуалгебра промежутков R,

содержащихся в E). Всюду в дальнейшем L ∈ (alg)[E] есть def алгебра п/м E, порожденная
полуалгеброй I. Структура F∗

0(L) в этом случае известна [20]: определяем (свободные) у/ф

U
(−)
t

△
= {L ∈ L | ∃c ∈ [a, t[ : [c, t[⊂ L} ∈ F

∗
0,f (L) ∀t ∈]a, b], (6.1)

U
(+)
t

△
= {L ∈ L | ∃c ∈]t, b] : ]t, c] ⊂ L} ∈ F

∗
0,f (L) ∀t ∈ [a, b[. (6.2)

Тогда J−
△
= {U

(−)
t : t ∈]a, b]} и J+

△
= {U

(+)
t : t ∈ [a, b[} реализуют равенство F∗

0(L) = J− ∪ J+ ∪
F∗
0,t(L). При этом, конечно, F∗

0,f (L) = J− ∪ J+.
Фиксируем произвольное семейство E ∈ P ′(P(E)) (напомним, что в [19] предполагалось,

что E ⊂ L) и введем множества

(T−[E ]
△
= { t ∈]a, b] | [c, t[ ∩Σ 6= ∅ ∀Σ ∈ {∩}f (E) ∀c ∈ [a, t[})

& (T+[E ]
△
= { t ∈ [a, b[|]t, c] ∩Σ 6= ∅ ∀Σ ∈ {∩}f (E) ∀c ∈]t, b]}). (6.3)

В терминах (6.3) определяем следующие два множества:

(U−[L|E ]
△
= {U

(−)
t : t ∈ T−[E ]} ∈ P(J−))& (U+[L|E ]

△
= {U

(+)
t : t ∈ T+[E ]} ∈ P(J+)). (6.4)

Предложение 6.1. Справедливо равенство

F∗
0(L|{∩}f (E)) = U−[L|E ] ∪ U+[L|E ] ∪ {((E,L) − ult)[x] : x ∈ E0}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из (2.12) и (5.14) следует, что

F∗
0(L|{∩}f (E)) = F∗

0(L|{∩}f (E)) ∩ F∗
0(L)

= (F∗
0(L|{∩}f (E)) ∩ J−) ∪ (F∗

0(L|{∩}f (E)) ∩ J+) ∪ (F∗
0(L|{∩}f (E)) ∩ F∗

0,t(L)). (6.5)

При этом F∗
0(L|{∩}f (E)) ∩F∗

0,t(L) = {((E,L)− ult)[x] : x ∈ E0} (учитываем очевидное свойство
L ∈ π′

0(L)).

Пусть V ∈ F∗
0(L|{∩}f (E)) ∩ J−. Тогда для некоторого t∗ ∈]a, b] имеем V = U

(−)
t∗

и при этом
U ∩ Σ 6= ∅ ∀Σ ∈ {∩}f (E) ∀U ∈ V. Тогда, в частности, имеем из (6.1), что [c, t∗[∩Σ 6= ∅ ∀Σ ∈
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{∩}f (E) ∀c ∈ [a, t∗[ (действительно, [c̃, t∗[∈ V при c̃ ∈ [a, t∗[). В силу (6.3) t∗ ∈ T−[E ], а потому

(см. (6.4)) V = U
(−)
t∗

∈ U−[L|E ], чем и завершается проверка вложения

F∗
0(L|{∩}f (E)) ∩ J− ⊂ U−[L|E ]. (6.6)

Пусть, напротив, W ∈ U−[L|E ]. Тогда для некоторого t∗ ∈ T−[E ] имеем равенство W = U
(−)
t∗ , а,

стало быть,

W = {L ∈ L | ∃c ∈ [a, t∗[ : [c, t∗[⊂ L}. (6.7)

Заметим, что W ∈ J−. Пусть W ∈ W. Тогда W ∈ L и согласно (6.7) для некоторого c∗ ∈
[a, t∗[ имеем вложение [c∗, t∗[⊂ W, где согласно (6.3) [c∗, t∗[∩Σ 6= ∅ ∀Σ ∈ {∩}f (E). В итоге
Σ ∩W 6= ∅ ∀Σ ∈ {∩}f (E). Поскольку выбор W был произвольным, установлено (см. (2.12)),
что W ∈ F∗

0(L|{∩}f (E))∩J−. Итак, вложение, противоположное (6.6), а стало быть, и равенство

F∗
0(L|{∩}f (E)) ∩ J− = U−[L|E ] (6.8)

установлены. Аналогичным образом проверяется равенство

F∗
0(L|{∩}f (E)) ∩ J+ = U+[L|E ]. (6.9)

С учетом (6.5), (6.8) и (6.9) получаем требуемое равенство F∗
0(L|{∩}f (E)) = U−[L|E ]∪U+[L|E ]∪

{((E,L) − ult)[x] : x ∈ E0}.

Предложение доказано.

Как и прежде, рассмотрим ТП (H, τ̃ ), H 6= ∅, в качестве пространства результатов или
оценок. Сначала предположим только, как и в разд. 4, что ТП (H, τ̃) хаусдорфово (T2-прост-
ранство). Следуя построениям разд. 5, зафиксируем отображение r (5.7). Итак, r есть отоб-
ражение невырожденного отрезка вещественной прямой в хаусдорфово ТП. Тогда определено
отображение ϕ разд. 5, действующее из F∗

0(L) в H по правилу (5.8). Следовательно, значе-
ния ϕ(U) отображения ϕ определены при U ∈ J−, U ∈ J+ и U ∈ F∗

0,t(L). Более того, этими тре-
мя вариантами исчерпывается описание ϕ. Напомним соответствующие конкретизации ϕ(U),
следуя [19, замечание 2].

Если t ∈]a, b], то ϕ(U
(−)
t ) ∈ H есть предел значений r слева в точке t, а, точнее,

(∀S ∈ Nτ̃ (ϕ(U
(−)
t )) ∃δ ∈]0,∞[ : r(ξ) ∈ S ∀ξ ∈]t− δ, t[∩E)

& (∀h ∈ H (∀S ∈ Nτ̃ (h) ∃δ ∈]0,∞[ : r(ξ) ∈ S ∀ξ ∈]t− δ, t[∩E) =⇒ (h = ϕ(U
(−)
t ))). (6.10)

Аналогичным образом при t ∈ [a, b[ имеем, что ϕ(U
(+)
t ) ∈ H есть предел значений r справа в

точке t, т. е.

(∀S ∈ Nτ̃ (ϕ(U
(+)
t )) ∃δ ∈]0,∞[ : r(ξ) ∈ S ∀ξ ∈]t, t+ δ[∩E)

& (∀h ∈ H (∀S ∈ Nτ̃ (h) ∃δ ∈]0,∞[ : r(ξ) ∈ S ∀ξ ∈]t, t+ δ[∩E) =⇒ (h = ϕ(U
(+)
t ))). (6.11)

Итак, r обладает односторонними пределами в точках из ]a, b[, пределом справа в точке a и
пределом слева в точке b. Эти пределы как раз и указаны в (6.10), (6.11).

Потребуем теперь от (H, τ̃) несколько большего: пусть до конца раздела (H, τ̃ ) есть ре-
гулярное ТП, т. е. T1- и T3-пространство одновременно. Тогда имеем (5.9) и, как следствие,
(5.11). Последнее означает (см. предложение 6.1), что справедлива следующая теорема.

Теорема 6.1. Если (H, τ̃ ) — регулярное ТП, то основное МП имеет вид

(as)[E;H; τ̃ ; r; E ] = {ϕ(U
(−)
t ) : t ∈ T−[E ]} ∪ {ϕ(U

(+)
t ) : t ∈ T+[E ]} ∪ r1(E0). (6.12)
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Д о к а з а т е л ь с т в о получается комбинацией (6.4) и предложения 6.1 с учетом (5.1),
(5.11) и простейших свойств операции взятия образа (образ объединения множеств равен объ-
единению образов).

Смысл (6.12) состоит в указании конкретного способа построения основного МП из одно-
сторонних τ̃ -пределов значений r и самих значений r: требуется построить множество Φ− всех
пределов слева отображения r в точках из T−[E ], множество Φ+ всех пределов справа того же
отображения r в точках из T+[E ] и образ множества E0 при действии r. Тогда Φ−∪Φ+∪r

1(E0) и
будет искомым МП (6.12). Таким образом, теорема 6.1 доставляет упомянутое МП в терминах
исходных данных, а именно в терминах отображения r и семейства E .

З а м е ч а н и е 6.1. Если семейство E направлено, т. е. ∀Σ1 ∈ E ∀Σ2 ∈ E ∃Σ3 ∈ E : Σ3 ⊂
Σ1 ∩ Σ2, то T−[E ] = {t ∈]a, b] | [c, t[∩Σ 6= ∅ ∀Σ ∈ E ∀c ∈ [a, t[} и T+[E ] = {t ∈ [a, b[|]t, c] ∩ Σ 6=
∅ ∀Σ ∈ E ∀c ∈]t, b]}. Это свойство вытекает из [21, (3.3.16)]. Построение множеств T−[E ] и
T+[E ] упрощается, что приводит к более простому представлению основного МП в (6.12).

З а м е ч а н и е 6.2. С учетом положений [19, c. 150] заметим, что условие (5.7) охватыва-
ет (см. [9;16]) обширный класс отображений. В частности, в качестве r может использоваться
ярусное покомпонентно отображение из E в тихоновскую степень ТП, метризуемого полной
метрикой. Так, например, в качестве (H, τ̃ ) можно рассматривать тихоновскую степень веще-
ственной прямой R в обычной |·|-топологии и использовать в качестве r отображение, имеющее
своими компонентами функции из B(E,L) (см. [13;16]), где B(E,L) есть вариант пространства
B(S,Σ) в [22, гл. IV].

З а м е ч а н и е 6.3. Представления, подобные (6.10) и (6.11), использовались в [23; 24] в
сочетании с процедурами, связанными с применением конечно-аддитивных мер при построе-
нии расширений [13;21] задач управления линейными системами с разрывностью в коэффици-
ентах при управляющих воздействиях. Исследовался режим “узких” импульсов, при котором
требуется израсходовать запас топлива за промежуток времени, имеющий исчезающе малую
длительность. Допускались также ограничения моментного характера (имеются в виду есте-
ственные аналогии с [24], где рассматриваемая задача имела вероятностную интерпретацию),
соблюдаемые приближенно. В основе построений [23; 24] находятся конструкции в духе (6.1)
и (6.2), восходящие к [20]. Подчеркнем тот факт, что в [23; 24] получены весьма конкретные
представления МП. Следовательно (см. также теорему 6.1 и замечание 6.1), наряду с абстракт-
ными представлениями, расширения в классе у/ф или с применением у/ф могут в ряде случаев
приводить и к достаточно обозримым результатам.
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