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Статья посвящена нахождению инвариантных решений нелинейного уравнения теплопроводности (филь-
трации) без источников и стоков при степенной зависимости коэффициента теплопроводности от темпе-
ратуры в случае одной пространственной переменной. Процедура построения сводится к задачам Коши
для обыкновенных дифференциальных уравнений с особенностью при старшей производной, для кото-
рых доказана теорема существования и единственности решения в классе аналитических функций (в виде
сходящегося степенного ряда). В одном из частных случаев получена оценка области сходимости данного
ряда.
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A. L.Kazakov, S. S. Orlov. On some exact solutions of the nonlinear heat equation.

The paper is devoted to finding invariant solutions of the nonlinear heat (filter) equation without sources
or sinks in the case of one spatial variable and a power dependence of the thermal conduction coefficient on
the temperature. The construction procedure is reduced to Cauchy problems for ordinary differential equations
with a singularity at the highest derivative. An existence and uniqueness theorem is proved for solutions of such
problems in the class of analytic functions (in the form of a converging series). An estimate is obtained for the
convergence domain of this series in one particular case.
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Введение

С нелинейными уравнениями с частными производными [1] приходится встречаться в раз-
личных областях физики, механики, химии, биологии и так далее – приложения весьма мно-
гочисленны. При этом лишь в исключительных случаях удается получить общее решение
таких уравнений. Поэтому обычно исследователи ограничиваются поиском и анализом част-
ных решений, которые принято называть точными. Последние играют немаловажную роль
в формировании правильного понимания качественных особенностей явлений и процессов в
различных областях естествознания.

На данный момент разработано множество методов нахождения точных решений нели-
нейных уравнений с частными производными. Одним из них является классический метод
группового анализа (поиска симметрий), который позволяет получать инвариантные относи-
тельно некоторых преобразований решения исследуемого уравнения. Истоки группового ана-
лиза дифференциальных уравнений следует искать в фундаментальных трудах норвежского
математика Софуса Ли. Дальнейшее развитие теоретико-групповых методов анализа диффе-
ренциальных уравнений связано с работами многих известных математиков, среди которых
особо выделяются фундаментальные работы Л.В.Овсянникова [2] и его учеников (см., напри-
мер, [3]).

Объектом исследования в настоящей статье является нелинейное уравнение теплопровод-
ности (фильтрации) [4] в случае степенной зависимости коэффициента теплопроводности от
температуры [5]. К настоящему времени существует довольно значительное количество работ,
посвященных нахождению его точных решений и исследованию симметричных свойств [6; 7].

1Работа выполнена при частичной поддержке РФФИ (проекты 16-01-00608 А, 16-31-00291 мол_а).
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Групповой анализ является, пожалуй, наиболее популярным, но далеко не единственным
методом нахождения точных решений нелинейных эволюционных уравнений. Полный обзор
исследований подобной направленности вряд ли может быть дан в журнальной статье, укажем
в качестве примера “геометрический метод”, который развивается в отделе прикладных задач
Института математики и механики УрО РАН [8], и предложенный О.В.Капцовым [9, гл. 3]
метод линейных определяющих уравнений, который в случаях, когда уравнение допускает
бедную группу преобразований, зачастую оказываются более действенным. Например, с ис-
пользованием указанных подходов для нелинейного уравнения теплопроводности с источни-
ком найдены новые точные решения.

Настоящая статья посвящена нахождению автомодельных решений нелинейного уравне-
ния теплопроводности (фильтрации) без источников и стоков. Рассмотрен случай одной про-
странственной переменной, которая имеет смысл расстояния до некоторой точки, прямой или
плоскости. Построение сводится к задачам Коши для обыкновенных дифференциальных урав-
нений с особенностью при старшей производной. Доказана теорема, обеспечивающая существо-
вание и единственность нетривиальных решений таких задач в классе аналитических функций.
Получена оценка радиуса сходимости ряда в одном из частных случаев.

1. Постановка задачи

Рассмотрим нелинейное параболическое уравнение, описывающее распространение тепла
в случае степенной зависимости коэффициента теплопроводности от температуры, а также
фильтрацию идеального политропного газа в пористой среде. В литературе данное уравнение
встречается под названием “the porous medium equation” [5]. В случае одной пространственной
переменной это уравнение имеет вид

ut = uuxx +
1

σ
u2x +

ν

x
uux, ν ∈ {0, 1, 2}, σ ∈ R>0, (1.1)

где u
def
= u(t, x), t — переменная времени, x — пространственная переменная. Здесь и далее

индекс у функции означает дифференцирование по соответствующему аргументу.
Важной и интересной с точки зрения приложений разновидностью решений нелинейного

уравнения теплопроводности являются тепловые волны, распространяющиеся по холодному
(нулевому) фону с конечной скоростью. C геометрической точки зрения это две гиперповерх-
ности: возмущенное решение u = ϕ(t, x) > 0 и холодный фон u ≡ 0, непрерывно состыкованные
вдоль некоторой достаточно гладкой линии x = a(t), называемой фронтом.

Первое упоминание о решениях типа тепловых волн, имеющих конечную скорость распро-
странения, в нелинейном случае встречается в работе Я.Б. Зельдовича, А.С.Компанейца [10].
Отметим, что сам вид решений типа тепловой волны делает целесообразным рассмотрение
начально-краевых задач, предполагающих обращение в нуль искомой функции в начальный
момент времени. Автомодельные решения указанного типа, описывающие локализацию режи-
мов с обострением, были получены в научной школе А.А.Самарского [11].

Построение тепловых волн в классе кусочно-аналитических функций в те же годы было
выполнено А.Ф.Сидоровым [4], результаты которого были развиты представителями его науч-
ной школы [12]. В частности, для начально-краевых задач специального вида был доказан ряд
теорем существования и единственности решений (как одномерных, так и многомерных), име-
ющих вид аналитических тепловых волн, распространяющихся по холодному фону с конечной
скоростью [12; 13]. Также с использованием метода согласованных [14] и характеристических
рядов [15] были построены новые решения нелинейных параболических уравнений и систем.
Помимо аналитического выполнялось и численное исследование указанных задач с помощью
разностных схем [16] и на основе гранично-элементного подхода [17; 18].

В настоящей статье для уравнения (1.1) в случаях плоской, цилиндрической и сферической
симметрии (ν = 0, ν = 1 и ν = 2 соответственно) производится построение некоторых точных
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решений, в том числе имеющих вид тепловой волны.
Следует отметить, что в качестве параметров ν и σ, вообще говоря, могут быть взяты

любые вещественные числа, однако рассмотренный нами случай представляется наиболее со-
держательным с точки зрения приложений.

2. Инвариантные решения

Классический метод исследования симметрий (метод группового анализа) дифференци-
альных уравнений позволяет найти преобразования, относительно которых рассматриваемое
уравнение является инвариантным, а также новые переменные, при переходе к которым урав-
нение существенно упрощается. Применим его для исследования уравнения (1.1).

Справедливы следующие результаты.

Утверждение 1. Уравнение (1.1) в случае плоской симметрии (ν = 0) допускает четыре

различных инфинитезимальных оператора:

X1 = ∂x, X2 = ∂t, X3 = x∂x + 2t∂t, X4 = x∂x + 2u∂u. (2.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. При ν = 0 уравнение (1.1) является частным случаем нелиней-
ного уравнения теплопроводности ut = [k(u)ux]x (см. введение) которое, как известно [2], в
случае k(u) = u допускает операторы (2.1). �

Утверждение 2. Уравнение (1.1) в случаях цилиндрической и сферической симметрии

(ν ∈ {1, 2}) допускает три различных инфинитезимальных оператора:

X2 = ∂t, X3 = x∂x + 2t∂t, X4 = x∂x + 2u∂u.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Справедливость утверждения также без труда устанавливается
с помощью стандартных методов группового анализа [2]. При этом единственное отличие от
плоскосимметричного случая состоит в том, что сдвиг по пространственной координате уже
не является инвариантным преобразованием. �

Построим инвариантные решения уравнения (1.1), генерируемые операторами (2.1). Для
этого требуется рассмотреть линейные уравнения с частными производными первого порядка

XnI = 0, I
def
= I(t, u, x), n = 1, 4.

1◦. X1I = 0. В этом случае решение имеет вид u = C ∈ R.
2◦. X2I = 0. Инвариантное решение имеет вид u = w(x). Подставляя его в (1.1), получим

обыкновенное дифференциальное уравнение

wwxx +
1

σ
w2
x +

ν

x
wwx = 0. (2.2)

Очевидно, что одним из решений уравнения (2.2) является произвольная постоянная. Пусть
w 6= 0, wx 6= 0. Разделив (2.2) на wwx, приходим к уравнению в полных дифференциалах,
решение которого представим как w(x) = (C1 + C2x

1−ν)σ/(σ+1) при ν ∈ {0, 2} или w(x) =
(C1 + C2 lnx)

σ/(σ+1) при ν = 1, где C1, C2 — произвольные постоянные. Таким образом, урав-
нение (1.1) имеет решение

u(t, x) =

{

(C1 + C2x
1−ν)σ/(σ+1) при ν ∈ {0, 2},

(C1 + C2 lnx)
σ/(σ+1) при ν = 1.

3◦. X3I = 0. Инвариантное решение имеет вид u = w(z), z = xt−1/2. Подставляя его в (1.1),
получим обыкновенное дифференциальное уравнение

wwzz +
1

σ
w2
z +

(ν

z
w +

z

2

)

wz = 0. (2.3)
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Замена w(z) = esf(s), s = 2 ln z, а затем понижение порядка приводят уравнение (2.3) к виду
уравнения Абеля второго рода [19].

4◦. X4I = 0. Инвариантное решение имеет вид u = x2w(t). Подставляя его в (1.1), получим
обыкновенное дифференциальное уравнение

wt =
(

2 +
4

σ
+ 2ν

)

w2,

решением которого является функция w(t) = σ/[C − 2(νσ + σ + 2)t], где C — произвольная
постоянная. Таким образом, уравнение (1.1) имеет решение

u(t, x) =
σx2

C − 2(νσ + σ + 2)t
.

З а м е ч а н и е 1. Множество инвариантных решений уравнения (1.1) не исчерпывается
решениями, генерируемыми только операторами (2.1). Для того чтобы найти все типы неэкви-
валентных инвариантных решений, нужно построить их оптимальную систему. Оптимальная
система одномерных подалгебр алгебры L4 с базисом (2.1) включает в себя

X1, X4, X1,2 = X1 +X2, X2,4 = X2 + cX4, X3,4 = X3 + cX4, X1,3,4 = X1 +X3 −X4,

где c ∈ R. Можно указать оптимальную систему инвариантных решений уравнения (1.1). Ин-
вариантные относительно преобразований, порожденных X1 и X4, решения построены выше.

5◦. X1,2I = 0. Инвариантное решение имеет вид u = w(z), z = x− t.

6◦. X2,4I = 0. Инвариантное решение имеет вид u = e2ctw(z), z = xe−ct.

7◦. X3,4I = 0. Инвариантное решение имеет вид u = tcw(z), z = xt−(c+1)/t.

8◦. X1,3,4I = 0. Инвариантное решение имеет вид u = t−1w(z), z = x− ln t1/2.

Таким образом, в настоящем разделе найдены симметрии для нелинейного уравнения теп-
лопроводности (1.1) при ν ∈ {0, 1, 2} (утверждения 1, 2) и построена оптимальная система
инвариантных решений. Некоторые из представленных решений для случая ν = 0 можно
найти в [20, гл. 7]. При ν 6= 0 соответствующие результаты нам ранее не были известны.

3. Решения типа тепловой волны

Для уравнения (1.1) поставим задачу с заданным тепловым фронтом, т. е. потребуем вы-
полнения граничного условия

u(t, x)
∣

∣

∣

x=a(t)
= 0, (3.1)

где a(t) — некоторая известная функция. Целью данного раздела является нахождение допу-
стимых граничных условий вида (3.1) и удовлетворяющих им точных решений уравнения (1.1)
(решений типа тепловой волны, распространяющейся по нулевому фону).

Утверждение 3. Если для эволюционного уравнения ut = F (x, u, ∂u/∂x, ∂2u/∂x2) функ-

ция u(t, x) = g(t, x)w(z) при z = x/a(t) является решением, то при z = ln[x/a(t)] эта функция

также является решением.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Справедливость утверждения следует из того, что функцио-
нальные коэффициенты при w(z) и ее производных для данных подстановок будут одинако-
выми, в чем нетрудно убедиться. �

Опираясь на утверждение 3 и виды инвариантных решений, построенных в разд. 2, сфор-
мулируем и докажем следующее утверждение.
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Утверждение 4. Пусть ν ∈ {0, 1, 2}, тогда краевая задача (1.1), (3.1)
1) при a(t) = C1e

C2t, C1, C2 ∈ R, допускает точное решение типа тепловой волны вида

u(t, x) = C2x
2w(z), z = ln

x

C1eC2t
,

где функция w(z) определяется как решение задачи Коши

σwwzz + w2
z + [(νσ + 3σ + 4)w + σ]wz + (2νσ + 2σ + 4)w2 = 0, (3.2)

w(0) = 0, wz(0) = −σ; (3.3)

2) при a(t) = (C1t + C2)
α, α ∈ R \ {0}, C1, C2 ∈ R, допускает точное решение типа

тепловой волны вида

u(t, x) =
αC1

C1t+ C2
x2w(z), z = ln

x

(C1t+ C2)α
,

где функция w(z) определяется как решение задачи Коши

σwwzz + w2
z + [(νσ + 3σ + 4)w + σ]wz +

[

(2νσ + 2σ + 4)w +
σ

α

]

w = 0, (3.4)

w(0) = 0, wz(0) = −σ. (3.5)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть

u(t, x) = g(t, x)w(z), z = ln
x

a(t)
. (3.6)

Учитывая (3.6), найдем производные функции u(t, x), фигурирующие в (1.1):

ut = gtw − at
a
gwz, ux = gxw +

gwz

x
, uxx = gxxw +

(2gx
x

− g

x2

)

wz +
gwzz

x2
. (3.7)

Подставляя (3.6) и (3.7) в уравнение (1.1), предварительно умноженное на σ, приходим к
соотношению

σ
g2

x2
wwzz +

g2

x2
w2
z +

[(

(νσ − σ)
g2

x2
+ (2σ + 2)

ggx
x

)

w + σ
at
a
g
]

wz

+
[(

νσ
ggx
x

+ σggxx + g2x

)

w − σgt

]

w = 0.

Для того чтобы последнее выражение представляло собой обыкновенное дифференциальное
уравнение относительно функции w(z), потребуем пропорциональности функциональных ко-
эффициентов

g2

x2
,
at
a
g,

ggx
x

, g2x, ggxx, gt. (3.8)

Пусть
g2

x2
= B

at
a
g, B ∈ R \ {0},

тогда g(t, x) = 0 (тривиальное решение не представляет интереса) или g(t, x) = x2at/a (для
определенности будем полагать B = 1). С учетом последнего получаем

ggx
x

= ggxx = 2
(at
a

)2
x2, g2x = 4

(at
a

)2
x2, gt =

(att
a

− a2t
a2

)

x2.

Очевидно, что коэффициенты (3.8) являются попарно пропорциональными, если

att
a

= C
a2t
a2

⇔
{

a(t) = (C1t+C2)
1/(1−C) при C 6= 1,

a(t) = C1e
C2t при C = 1.



О некоторых точных решениях нелинейного уравнения теплопроводности 117

Итак, для задачи (1.1), (3.1) найдено точное решение типа тепловой волны

u(t, x) =
at
a
x2w(z), z = ln

x

a(t)
, (3.9)

где a(t) = (C1t+C2)
α или a(t) = C1e

C2t, α ∈ R \ {0}, C1, C2 ∈ R, а функция w(z) определяется
как решение задачи Коши:

σwwzz + w2
z + [(νσ + 3σ + 4)w + σ]wz +

[

(2νσ + 2σ + 4)w − σ
(aatt

a2t
− 1

)]

w = 0,

w(0) = 0, wz(0) = −σ.

В случае a(t) = C1e
C2t решение (3.9) принимает вид

u(t, x) = C2x
2w(z), z = ln

x

C1eC2t
,

где функция w(z) определяется как решение задачи Коши (3.2), (3.3).
Если a(t) = (C1t+ C2)

α, то решение (3.9) вычисляется следующим образом:

u(t, x) =
αC1

C1t+ C2
x2w(z), z = ln

x

(C1t+ C2)α
,

где функция w(z) определяется как решение задачи Коши (3.4), (3.5).
Утверждение доказано. �

Отметим, что в случае плоской симметрии также имеет место

Утверждение 5. Пусть ν = 0, тогда краевая задача (1.1), (3.1)
1) при a(t) = C1t+ C2, C1, C2 ∈ R, допускает линейное решение типа тепловой волны

u(t, x) = σC1(C1t− x+ C2);

2) при a(t) = − ln(C1t + C2)
α, α ∈ R \ {0}, C1, C2 ∈ R, допускает точное решение типа

тепловой волны вида

u(t, x) = − αC1

C1t+ C2
w(z), z = x+ ln(C1t+ C2)

α,

где функция w(z) определяется как решение задачи Коши

σwwzz +w2
z + σwz −

σ

α
w = 0, (3.10)

w(0) = 0, wz(0) = −σ. (3.11)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть

u(t, x) = g(t, x)w(z), z = x− a(t). (3.12)

Определим виды функций g(t, x) и a(t). Подставляя (3.12) в уравнение (1.1), предвари-
тельно умноженное на σ, и учитывая, что ν = 0, получаем соотношение

σg2wwzz + g2w2
z + [(2σ + 2)ggxw + σatg]wz + [(σggxx + g2x)w − σgt]w = 0.

Для того чтобы последнее выражение представляло собой обыкновенное дифференциальное
уравнение относительно функции w(z), потребуем пропорциональности функциональных ко-
эффициентов g2, atg, ggx, g

2
x, ggxx, gt. Пусть

g2 = Batg, B ∈ R \ {0},
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тогда g(t, x) = 0 (тривиальное решение не представляет интереса) или g(t, x) = at (для
определенности будем полагать B = 1). На этом этапе возможны два случая: at=const, т. е.
a(t) = C1t + C2 или at 6=const. Во втором случае, получаем ggx = g2x = ggxx = 0, gt = att.
Потребуем пропорциональности для g2 и gt, т. е. a2t = αatt, α ∈ R \ {0}. Решая это уравнение,
получаем a(t) = − ln(C1t+C2)

α, C1, C2 ∈ R.
Итак, для задачи (1.1), (3.1) в случае ν = 0 найдено точное решение типа тепловой волны

u(t, x) = atw(z), z = x− a(t), (3.13)

где a(t) = C1t + C2 или a(t) = − ln(C1t + C2)
α, α ∈ R \ {0}, C1, C2 ∈ R, а функция w(z)

определяется как решение задачи Коши

a2t
(

σwwzz + w2
z + σwz

)

− σattw = 0, (3.14)

w(0) = 0, wz(0) = −σ. (3.15)

В случае a(t) = C1t+C2 задача Коши (3.14), (3.15) принимает вид

σwwzz + w2
z + σwz = 0,

w(0) = 0, wz(0) = −σ,

и, очевидно, имеет решение w(z) = −σz. Следовательно, одним из решений краевой зада-
чи (1.1), (3.1) при ν = 0 согласно (3.13) является u(t, x) = σC1(C1t− x+ C2).

Если a(t) = − ln(C1t+ C2)
α, то решение (3.13) принимает вид

u(t, x) = − αC1

C1t+ C2
w(z), z = x+ ln(C1t+ C2)

α,

где функция w(z) определяется как решение задачи Коши (3.10), (3.11).

Утверждение доказано. �

З а м е ч а н и е 2. Вопрос о конечной разрешимости обыкновенных дифференциальных
уравнений (2.3), (3.2), (3.4) и (3.10) (в общем виде) в рамках данной статьи остается открытым
и является предметом дальнейших исследований авторов. В настоящее время установлено,
что ряд преобразований приводит указанные уравнения к виду уравнений Абеля второго рода
[19, c. 93], которые, как известно, не всегда интегрируемы в явном виде.

4. Теорема существования и единственности

Задачи Коши для обыкновенных дифференциальных уравнений, к которым в предыду-
щем разделе было сведено построение точных решений уравнения (1.1), имеют особенность,
поскольку при z = 0 обращается в нуль множитель перед старшей производной. Поэтому
вопрос о существовании их решений требует дополнительного исследования, которому и по-
священ данный раздел. Рассмотрим задачу общего вида

σwwzz + w2
z + σwz +C1wwz + C2w

2 + C3w = 0, (4.1)

w(0) = 0, wz(0) = −σ, (4.2)

где Ci ∈ R, i = 1, 3. Справедлива следующая

Теорема. Задача (4.1), (4.2) имеет единственное ненулевое аналитическое решение в

некоторой окрестности точки z = 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Доказательство теоремы излагается кратко, поскольку выпол-
няется с использованием стандартной процедуры метода мажорант (см., например, [12]).
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Решение задачи Коши (4.1), (4.2) будем строить в виде степенного ряда

w(z) =
+∞
∑

n=0

wn

n!
zn, wn

def
=

dn

dzn
w(z)

∣

∣

∣

∣

z=0

. (4.3)

В этом случае w0 = 0, w1 = −σ, а остальные коэффициенты ряда (4.3) однозначно определя-
ются согласно рекуррентному соотношению

wn+1 = − 1

σ(σn+ 1)(n + 1)

[

σ

n−2
∑

k=0

(k + 1)(k + 2)wk+2wn−k +

n−1
∑

k=1

(k + 1)(n − k + 1)wk+1wn−k+1

+ C1

n−1
∑

k=0

(k + 1)wk+1wn−k + C2

n−1
∑

k=1

wkwn−k + C3wn

]

, n ∈ N.

Далее осуществляется переход к новой неизвестной функции v(z) по формуле

w(z) = −σz + z2v(z). (4.4)

Подставляя (4.4) в (4.1), приходим к уравнению для функции v
def
= v(z)

Av +Bzvz + Cz2vzz = D + zg1(z, v) + z2g2(z, v, vz) + z3g3(z, v, vz , vzz), (4.5)

где A,B,C ∈ R+, D ∈ R, а функции g1,2,3 являются аналитическими функциями своих аргу-
ментов (конкретный вид этих констант и функций для доказательства несущественен).

Мажорантная задача для уравнения (4.5) имеет вид

Vzz = E[(G1)z + (G1)V Vz +G2 + zG3], V (0) = V0, Vz(0) = V1, (4.6)

где

E = max
n∈Z>0

[ (n− 1)n + 1

A+ nB + (n− 1)nC

]

, G1
def
= G1(z, V ), G2

def
= G2(z, V, Vz), G3

def
= G3(z, V, Vz , Vzz),

V0 > v0, V1 > v1, Gi > gi, i = 1, 3.

Докажем, что у задачи (4.6) имеется аналитическое, мажорирующее нуль решение. Поло-
жим z = 0 и подставим в правую часть уравнения (4.6) V0, V1, тогда V2 = Vzz(0) однозначно
определяется из соотношения V2 = E[G1z(0, V0) +G1V (0, V0)V1 +G2(0, V0, V1)], причем V2 > 0.

Дифференцируя (4.6) по z, а затем выражая Vzzz, в конечном счете, приходим к диффе-
ренциальному уравнению третьего порядка с аналитической правой частью:

Vzzz =
E

1− Ez(G3)Vzz

[

(G1)zV + 2(G1)zV V Vz + (G1)zzV V Vz + (G1)V V Vzz

+ (G2)z + (G2)V Vz + (G2)Vz
Vzz + (G3) + z(G3)z + z(G3)V Vz + z(G3)Vz

Vzz

]

. (4.7)

Величины V0, V1, V2 представляют собой начальные условия для уравнения (4.7) и яв-
ляются строго положительными, значит, по теореме Коши о существовании аналитического
решения в некоторой окрестности точки z = 0 у задачи (4.6) существует единственное реше-
ние — аналитическая, мажорирующая нуль функция V (z). Следовательно, функции v(z) и
w(z) также являются аналитическими.

Теорема доказана. �

Поскольку уравнения (3.2), (3.4), (3.10) являются частными случаями уравнения (4.1), то
в силу теоремы каждая из задач Коши (3.2), (3.3); (3.4), (3.5); (3.10), (3.11) имеет единственное
аналитическое в окрестности z = 0 решение.
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5. Оценка области существования решения

Доказанная выше теорема обеспечивает локальную разрешимость задач Коши в классе
аналитических функций, однако не позволяет оценить область сходимости рядов. В данном
разделе этот сложный и содержательный вопрос исследуется для одного частного случая.
Рассмотрим задачу Коши

σwwzz +w2
z + σwz −

σ

α
w = 0, (5.1)

w(0) = 0, wz(0) = −σ, (5.2)

к которой, как показано ранее, сводится построение решения уравнения (1.1) в случае, когда
ν = 0, а уравнение теплового фронта имеет вид a(t) = − ln(C1t+C2)

α.

Построим решение задачи (5.1), (5.2) в виде степенного ряда

w(z) =
+∞
∑

n=0

Anz
n, An

def
=

wn

n!
, wn

def
=

dn

dzn
w(z)

∣

∣

∣

z=0
. (5.3)

В этом случае A0 = 0, A1 = −σ, а остальные коэффициенты ряда (5.3) определяются согласно
рекуррентному соотношению

An+1 =
1

σ(σn + 1)(n + 1)

[ n−2
∑

k=0

((k + 1)σ + n− k)(k + 2)Ak+2An−k −
σ

α
An

]

, n ∈ N. (5.4)

Для получения оценки радиуса сходимости ряда (5.3) воспользуемся следующей леммой.

Лемма. Для коэффициентов An+1 степенного ряда (5.3), определяемых из рекуррентного
соотношения (5.4), при n > 2, σ > 1 имеет место оценка

|An+1| <
Mn

(n+ 1)2
, M =

1

|α|σ . (5.5)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Следует отметить, что для A2 = σ/[2α(σ +1)] при α > 0, σ > 1
оценка (5.5) не выполняется. Это в значительной мере осложняет доказательство леммы.

Доказательство проводится индукцией по n > 2.

Рассмотрим в качестве базы индукции значения 2 6 n 6 5. Используя формулу (5.4),
получаем

|A3| =
σ

6α2(σ + 1)2(2σ + 1)
<

M2

(2 + 1)2
, |A4| =

σ(3σ + 5)

24|α|3(σ + 1)3(2σ + 1)(3σ + 1)
<

M3

(3 + 1)2
,

|A5| =
σ(36σ3 + 132σ2 + 143σ + 41)

120α4(σ + 1)4(2σ + 1)2(3σ + 1)(4σ + 1)
<

M4

(4 + 1)2
,

|A6| =
σ(360σ4 + 1824σ3 + 3203σ2 + 2232σ + 469)

720|α|5(σ + 1)5(2σ + 1)2(3σ + 1)(4σ + 1)(5σ + 1)
<

M5

(5 + 1)2
.

Можно убедиться, что каждое из представленных неравенств верно для любого σ > 1. База
индукции установлена.

Предположим теперь, что формула (5.5) верна для любого n = m−1. Тогда для n = m > 6
имеем

Am+1 =
1

σ(σm+ 1)(m+ 1)

[m−2
∑

k=0

((k + 1)σ +m− k)(k + 2)Ak+2Am−k −
σ

α
Am

]

.
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Введем обозначение

Bm =
m−2
∑

k=0

((k + 1)σ +m− k)(k + 2)Ak+2Am−k −
σ

α
Am

и перегруппируем слагаемые следующим образом:

Bm =

m−3
∑

k=1

((k + 1)σ +m− k)(k + 2)Ak+2Am−k + 2(m+ σ)A2Am +m(σm− σ + 2)A2Am − σ

α
Am.

Подставляя в последнее выражение явный вид коэффициента A2 и учитывая предположение
индукции, получаем

|Bm| < Mm

[

σ
m−3
∑

k=1

1

(k + 1)2
+

2

m+ 2

m−3
∑

k=1

1

k + 1
+

σ2(σm− σ + 4)

2(σ + 1)m

]

.

Теперь воспользуемся двумя известными неравенствами:

m−3
∑

k=1

1

k + 1
6 ln

(2m− 1

5

)

,

m−3
∑

k=1

1

(k + 1)2
< β1 =

π2

6
− 5

4
.

Последовательность
2

m+ 2
ln

(2m− 1

5

)

ограничена сверху величиной β2 = 2 ln(17/5)/11.

Таким образом,

|Am+1| <
Mm

(m+ 1)2

[

β1
m+ 1

σm+ 1
+ β2

m+ 1

σ(σm+ 1)
+

σ(σm− σ + 4)(m + 1)

2(σ + 1)m(σm+ 1)

]

<
Mm

(m+ 1)2

[

β1 +
β2
σ

+
1

2
− 1

4(σ + 1)
− (σ − 3)(σ − 1)

2(σ + 1)m(σm+ 1)

]

.

При σ > 1 имеем, что

− (σ − 3)(σ − 1)

2(σ + 1)m(σm+ 1)
6 β3 =

11

50
−

√
266

75
,

в итоге получаем

|Am+1| <
Mm

(m+ 1)2

[

β1 +
β2
σ

+
1

2
− 1

4(σ + 1)
− (σ − 3)(σ − 1)

2(σ + 1)m(σm+ 1)

]

<
Mm

(m+ 1)2

(

β1 + β2 + β3 +
1

2
− 1

8

)

<
Mm

(m+ 1)2
.

Справедливость предположения индукции установлена. Лемма доказана. �

Утверждение 6. Степенной ряд (5.3) является сходящимся при |z| 6 |α|σ, σ > 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку верно неравенство (5.5), то справедлива оценка

+∞
∑

n=3

|An|zn < S(z) =

+∞
∑

n=3

Mn−1

n2
zn.

Используя лемму и теорему Адамара о степенном ряде, получаем следующую оценку для
радиуса сходимости R ряда (5.3):

R =
1

lim
n→+∞

n

√

|An|
>

1

lim
n→+∞

n

√

Mn−1

n2

=
1

M
= |α|σ,
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т. е. доказано, что ряд (5.3) сходится при |z| < |α|σ. Покажем, что при |z| = 1/M = |α|σ ряд
также является сходящимся. Действительно,

S(|α|σ) = |α|σ
+∞
∑

n=3

1

n2
= |α|σ

(π2

6
− 5

4

)

.

Таким образом, ряд (5.3) сходится при |z| 6 |α|σ. Утверждение доказано. �

Утверждение 6 позволяет уточнить область существования аналитического решения зада-
чи Коши (5.1), (5.2). Полученный результат означает, что решение данной задачи существует
и единственно на отрезке z ∈ [−|α|σ, |α|σ]. Выясним, к каким выводам приводит этот факт
для исходной задачи.

Напомним, что в рассматриваемом случае

u(t, x) = − αC1

C1t+ C2
w(z), z = x+ ln(C1t+ C2)

α, t > 0.

Будем предполагать, что тепловая волна начинает движение из начала координат. Для этого
функция a(t) = −α ln(C1t + C2), задающая фронт тепловой волны, должна удовлетворять
условию a(0) = 0. Таким образом, C2 = 1, следовательно, a(t) = −α ln(C1t + 1). Поскольку
t > 0, то a(t) будет обладать свойством аналитичности при 0 6 t 6 1/C1, C1 > 0.

Следует отметить, что в зависимости от знака величины α тепловая волна может иметь
два направления движения. Пусть α < 0, тогда u(t, x) > 0, если и только если z 6 0. Поскольку
нас интересует аналитическое решение, то предполагаем ασ 6 z 6 0. В этом случае можем
заключить, что тепловая волна распространяется вправо (первый координатный октант), а
область существования аналитического решения имеет вид 0 6 t 6 1/C1, 0 6 x 6 −α ln 2.
При α > 0 тепловая волна движется влево (четвертый координатный октант). Этот случай
симметричен предыдущему относительно оси t.

З а м е ч а н и е 3. Ограничение σ > 1, разумеется, нарушает общность рассмотрения,
однако является вполне обоснованным с точки зрения физики, поскольку для задач фильтра-
ции σ является показателем адиабаты газа, которая, как известно [1], должна быть больше
единицы.

Заключение

Подведем итог представленной работы. Нами получены новые точные решения нелиней-
ного уравнения теплопроводности вида (1.1), которые ранее в литературе не встречались.
Посредством анализа структуры найденных инвариантных решений выделены классы допу-
стимых граничных условий вида (3.1) уравнения (1.1) как в случае плоской, так и в случаях
цилиндрической и сферической симметрии. С учетом этих условий построены краевые зада-
чи (1.1), (3.1) (задачи с заданным тепловым фронтом) и их точные решения типа тепловой
волны (утверждения 4, 5 и теорема). В одном из рассмотренных случаев получена оценка
области существования решения (утверждение 6).

Задачи такого типа ввиду их важности и содержательности прикладного характера часто
исследуются методами вычислительной математики — строятся численные решения. Однако,
доказать сходимость применяемых численных методов удается далеко не всегда. Поэтому для
установления корректности расчетов точные решения оказываются очень полезными.

Следует отметить, что из соответствующих видов инвариантных решений уравнений эво-
люционного типа, как показано в работе, можно “извлекать” допустимые граничные условия
вида (3.1). Тем самым появляется возможность построения новых краевых задач и их точных
решений.
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