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ОЦЕНКИ КОЛМОГОРОВСКИХ ПОПЕРЕЧНИКОВ

КЛАССОВ НИКОЛЬСКОГО — БЕСОВА — АМАНОВА

В ПРОСТРАНСТВЕ ЛОРЕНЦА1

Г. Акишев

В данной статье рассматривается пространство Лоренца с анизотропной нормой периодических функ-

ций многих переменных. Установлены оценки колмогоровских поперечников классов Никольского — Бе-

сова — Аманова в пространстве Лоренца с анизотропной нормой.
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G. Akishev. Estimates for Kolmogorov widths of the Nikol’skii–Besov–Amanov classes in the Lorentz space.

The Lorentz space with anisotropic norm of periodic functions of several variables is considered. Estimate

for the Kolmogorov widths of the Nikol’skii–Besov–Amanov classes in the Lorentz space with anisotropic norm

are found.
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Введение

Пусть x̄ = (x1, . . . , xm) ∈ Im = [0, 2π)m и числа θj, qj ∈ [1,+∞), j = 1, . . . ,m.
Через S0(R

m) обозначается класс всех измеримых по Лебегу почти всюду конечных функ-
ций f на R

m таких, что для любого числа y > 0 мера Лебега множества {x̄ = (x1, . . . , xm) ∈
R
m : |f(x̄)| > y} конечна; мера этого множества называется функцией распределения и обо-

значается λf (y) (см., например, [1;2]). Функции f, g ∈ S0(R
m) называются равноизмеримыми,

если их функций распределения равны.
Невозрастающей перестановкой функции f ∈ S0(R

m) называется невозрастающая на по-
луоси (0,+∞) функция f∗, равноизмеримая с |f |; она определяется по следующей формуле
(см., например, [1; 2]): f∗(t) = inf{y > 0: λf (y) < t}, t > 0.

Рассмотрим теперь повторные перестановки функции. Пусть f ∈ S0(R
m). При фикси-

рованных x2, . . . , xm, рассматривая |f(x1, x2, . . . , xm)| как функцию переменной x1, можно
определить ее невозрастающую перестановку f∗1(t1, x2, . . . , xm) по x1. Теперь при фиксиро-
ванных t1, x3, . . . , xm по функции f∗1(t1, x2, x3 . . . , xm) определяется ее невозрастающая пере-
становка f∗1,∗2(t1, t2, x3, . . . , xm) по x2. Далее, продолжая этот процесс при фиксированных
t1, t2, . . . , tm−1 по функции f∗1,...,∗m−1(t1, t2, t3 . . . , tm−1, xm) определяется (см. [2; 3]) ее невоз-
растающая перестановка f∗1,∗2,...,∗m−1,∗m(t1, t2, . . . , tm) по xm.

Через L∗
q̄,θ̄

(Im) обозначим пространства всех измеримых по Лебегу функций f (x̄) 2π-пе-

риодических по каждой переменной, для которых конечна величина (см. [3])

‖f‖∗q̄,θ̄ =

[ 2π
∫

0

t
θm
qm

−1
m

[

· · ·

[ 2π
∫

0

(

f∗1,...,∗m(t1, . . . , tm)
)θ1

t
θ1
q1

−1

1 dt1

]

θ2
θ1

· · ·

]
θm

θm−1

dtm

]
1

θm

.
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В случае q1 = · · · = qm = θ1 = · · · = θm = q пространство L∗
q,θ

(Im) совпадает с пространством

Лебега Lq (I
m) (см. [4, гл. I, п. 1.1]). В дальнейшем

◦
L∗
q,θ

(Im) означает множество всех функций

f ∈ L∗
q,θ

(Im) таких, что
∫ 2π

0
f (x) dxj = 0 при j = 1, . . . ,m.

Функции f ∈ L1 (I
m) = L (Im) сопоставим ее ряд Фурье

∑

n∈Zm an (f) e
i〈n,x〉 по кратной

тригонометрической системе {ei〈n,x〉}Zm , где Z
m — целочисленная решетка в R

m. Положим

δs (f, x) =
∑

n∈ρ(s)

an (f) e
i〈n,x〉, где 〈ȳ, x̄〉 =

m
∑

j=1

yjxj, sj = 1, 2, . . . ,

ρ(s̄) =
{

k = (k1, . . . , km) ∈ Z
m : 2sj−1 ≤ |kj| < 2sj , j = 1, . . . ,m

}

.

Пусть lmp при 1 ≤ p ≤ ∞ обозначает пространство R
m с нормой

‖x̄‖lmp =

( m
∑

j=1

|xj |
p

)1/p

при 1 ≤ p < +∞, ‖x̄‖lm∞ = max
j=1,...,m

|xj |.

Обозначим через Um
p единичный шар в lmp .

Числовая последовательность {an}n∈Zm ∈ lp, если

∥

∥{an}n∈Zm

∥

∥

lp
=

{ ∞
∑

nm=−∞

[

. . .

[ ∞
∑

n1=−∞

|an|
p1

]

p2
p1

. . .

]
pm

pm−1

}
1

pm

< +∞,

где p = (p1, . . . , pm), 1 ≤ pj < +∞, j = 1, 2, . . . ,m.
Через C(p, q, r, y) обозначим положительные величины, зависящие от указанных в скоб-

ках параметров, вообще говоря, различные в разных формулах. Для положительных величин
A(y), B(y) запись A (y) ≍ B (y) означает, что существуют положительные числа C1, C2 такие,
что C1A (y) ≤ B (y) ≤ C2A (y).

Пространства функций с доминирующей смешанной производной S r̄
pH, S r̄

p,θB определены
соответственно С.М.Никольским [5] и Т.И.Амановым [6] в терминах смешанных модулей
гладкости соответствующих смешанных производных (см. также [4; 7]).

П.И.Лизоркин и С.М.Никольский [8, теорема 5.3] исследовали декомпозиционное разло-

жение элементов пространства
◦
S
r̄

p,θB и доказали, что величина

{

∑

s̄∈Zm
+

2〈s,r〉θ‖δs(f)‖
θ
p

}1/θ

является нормой пространства
◦
S
r̄

p,θB , эквивалентной исходной при 1 < p < +∞, 1 ≤ θ ≤ +∞.

Здесь
◦
S
r̄

p,θB =
◦
Lp(I

m) ∩ S r̄
p,θB.

В анизотропном пространстве Лоренца
◦
L∗
p,θ

(Im) рассмотрим аналогичное пространство.

Через
◦
S
r

p,θ,τB обозначим пространство всех функций f ∈
◦
L∗
p,θ

(Im), для которых

‖f‖◦
S
r

p,θ,τB
=

∥

∥

∥

{

2〈s,r〉‖δs(f)‖
∗
p,θ

}

s̄∈Zm
+

∥

∥

∥

lτ
< ∞,

где p = (p1, . . . , pm), θ = (θ1, . . . , θm), τ = (τ1, . . . , τm), 1 < pj < ∞, 1 ≤ θj < ∞, 1 ≤ τj ≤ +∞,
rj > 0, j = 1, . . . ,m. В этом пространстве рассмотрим (с сохранением обозначения) класс

◦
S
r

p,θ,τB =
{

f ∈
◦

L∗
p,θ

(Im) : ‖f‖◦
S
r

p,θ,τB
=

∥

∥

∥

{

2〈s,r〉‖δs(f)‖
∗
p,θ

}

s̄∈Zm
+

∥

∥

∥

lτ
≤ 1

}

.
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Понятие поперечника как аппроксимативной характеристики подмножеств банахова про-
странства было введено А.Н.Колмогоровым [9].

О п р е д е л е н и е. Пусть банахово пространство X и центрально-симметричное подмно-
жество W ⊂ X. M -поперечником по Колмогорову множества W называется величина

dM (W,X) = inf
P

sup
f∈W

‖f − Pf‖X ,

где inf берется по всем действующим в X отображениям P на линейные подпространства
размерности не более M .

В одномерном случае для класса Соболева W r
p при условии r > (1/p − 1/q)+ известна

следующая оценка:

dM (W r
p , Lq) ≍































M−r, 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞, r > 0,

M−r+ 1
p
− 1

q , 1 < p ≤ q < 2, r > 1/p− 1/q,

M
−r+ 1

p
− 1

2 , 1 < p ≤ 2 ≤ q ≤ ∞, r > 1/p,

M−r, 2 ≤ p ≤ q < ∞, r >
1/p − 1/q

1− 2/q
.

При p = q = 2 точные значения dM (W r
p , Lq) получены А.Н.Колмогоровым [9]; в случае

q = p = 2, r = 1 порядок найден В.Рудиным [10], а при p = 1, q = 2 и p = q = ∞ —
С.Б.Стечкиным [11], при p = q = ∞ точные значения определены В.М.Тихомировым [12], при
1 ≤ p = q < ∞ порядки найдены С.Б.Бабаджановым и В.М.Тихомировым [13], при p = q = 1
и нечетном M точное значение установлено Ю.Н.Субботиным [14; 15], при 1 ≤ p ≤ q ≤ 2
порядки найдены Р.С.Исмагиловым [16; 17], Е.Д. Глускиным [18] (случай p = 1, 2 < q ≤ ∞),
Б.С.Кашиным [19] (случай 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞, q ≥ 2), Ю.И.Маковозом [20] (при 1 ≤ q ≤ p). Оцен-
ки поперечников классов Соболева малой гладкости получены Б.С.Кашиным [21] и Е.Д.Ку-
ланиным [22].

Оценки колмогоровских поперечников классов гладких функций многих переменных уста-
новили К.И.Бабенко [23], Б.С.Митягин [24], С.А.Теляковский [25], Я.С.Бугров [26], Э.М. Га-
леев [27–29], В.Н.Темляков [30; 31], Динь Зунг [32], Э.С.Белинский [33; 34], А.С.Рома-
нюк [35–37], Ван Хэпин и Сунь Юншен [38], Д.Б.Базарханов [39] и др.

Для класса Бесова Sr
p,θB А.С.Романюк [35] доказал следующую теорему.

Теорема А. Пусть r1 = . . . = rν < rν+1 < . . . < rm, 1 ≤ θ ≤ ∞.

1. Если 2 ≤ p < q < ∞ и r1 > β = (1/p − 1/q)/(1 − 2/q), то

dM (Sr
p,θB,Lq) ≍

( logν−1 M

M

)r1
(logM)

(ν−1)
(

1
2
− 1

θ

)

+ .

2. Если 1 < p ≤ 2 < q < ∞ и r1 > 1/p, то

dM (Sr
p,θB,Lq) ≍

( logν−1 M

M

)r1−
1
p
+ 1

2
(logM)

(ν−1)
(

1
2
− 1

θ

)

+ .

Здесь и в дальнейшем logM — логарифм с основанием 2 от числа M > 1.

Для других соотношений между p и q оценки dM (Sr
p,θB,Lq) получены Э.М.Галеевым [29].

Цель настоящей статьи — найти оценки колмогоровского поперечника класса
◦
S
r̄

p̄,θ̄,τ̄B
в пространстве L∗

q̄,θ̄
(Im).
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1. Вспомогательные утверждения

Приведем некоторые дополнительные обозначения и вспомогательные утверждения.
Пусть s̄ ∈ Z

m
+ и ℑ(ρ(s̄)) — множество функций вида f(x̄) =

∑

n∈ρ(s) an̄e
i〈n̄,x̄〉.

Лемма 1 [29, лемма Д]. Пусть s̄ ∈ N
m, f ∈ ℑ(ρ(s̄)), Ms̄ ∈ Z+, Ms̄ ≤ 2〈s̄,1̄〉 =

∏m
j=1 2

sj ,

ᾱ = (α1, . . . , αm), αj = rj + 1/q − 1/p, j = 1, . . . ,m, 1 < p, q < +∞. Тогда существуют

линейное подпространство LMs ⊂ ℑ(ρ(s̄)) размерности Ms̄ и оператор PMs̄ : ℑ(ρ(s̄)) → LMs

такой, что

‖δs̄(f)− PMs̄δs̄(f)‖q ≍ dMs̄

(

U2〈s̄,1̄〉
p , l2

〈s̄,1̄〉

q

)

2〈s̄,−ᾱ〉‖δs̄(f
(r))‖p.

Для вектора γ̄ = (γ1, . . . , γm), γj > 0, j = 1, . . . ,m, положим

Y m (γ, n) =
{

s = (s1, . . . , sm) ∈ Z
m
+ : 〈x̄, γ̄〉 ≥ n

}

Лемма 2 (см. [40]). Пусть даны число α ∈ (0,+∞) и γ = (γ1, . . . , γm), γ
′
= (γ

′

1, . . . , γ
′

m),
θ = (θ1, . . . , θm), θj ∈ [1,+∞), j = 1, . . . ,m, 1 = γ1 = · · · = γν < γν+1 ≤ · · · ≤ γm, 1 = γ

′

j = γj,

j = 1, . . . , ν, и 1 = γ
′

j < γj , j = ν + 1, . . . ,m. Тогда имеет место соотношение

∥

∥

∥

{

2−α〈s,γ〉
}

s∈Y m(γ
′
,n)

∥

∥

∥

l
θ

≍ 2−nαn
∑ν

j=2
1
θj .

2. Основные результаты

В данном разделе докажем оценки поперечника по Колмогорову в пространстве L∗
p̄,q̄(I

m)

класса Никольского — Бесова — Аманова
◦
S
r

p,θ,τB.

Теорема 1. Пусть 1 < pj < qj ≤ 2, 1 < θ
(1)
j , θ

(2)
j < ∞, 1 ≤ τj ≤ ∞, j = 1, . . . m, и

0 < r1+1/q1− 1/p1 = · · · = rν +1/qν − 1/pν < rν+1+1/qν+1− 1/pν+1 ≤ · · · ≤ rm+1/qm− 1/pm.

Тогда

dM

( ◦
S
r

p,θ
(1)

,τB, L∗
q̄,θ̄(2)

)

≤ C
( logν−1 M

M

)

(

r1+
1
q1

− 1
p1

)

(logM)
∑ν

j=2

(

1
2
− 1

τj

)

+ .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть f ∈
◦
S
r

p,θ
(1)

,τB и γj = (rj + 1/qj − 1/pj)/(r1 + 1/q1 − 1/p1),
j = 1, . . . ,m. Тогда из условия теоремы следует, что 1 = γ1 = · · · = γν < γν+1 ≤ · · · ≤ γm.
Выберем числа γ

′

j такие, что γ
′

j = γj при j = 1, . . . , ν и γ
′

j < γj для j = ν+1, . . . ,m. Рассмотрим
частичную сумму

Sγ
′

n (f, x̄) =
∑

〈s̄,γ̄′ 〉<n

δs̄(f, x̄)

ряда Фурье функции f ∈
◦
S
r

p,θ
(1)

,τB по ступенчатому гиперболическому кресту.
В [40] доказано, что

sup

f∈
◦
S
r̄

p̄,θ̄(1),τ̄B

‖f − Sγ
′

n (f)‖∗
q̄,θ̄(2)

≤ C 2
−n

(

r1+
1
q1

− 1
p1

)

n

∑ν
j=2

(

1

θ
(2)
j

− 1
τj

)

, θ
(2)
j < τj , j = 1, . . . ,m,

sup

f∈
◦
S

r̄

p̄,θ̄(1),τ̄B

‖f − Sγ
′

n (f)‖∗
q̄,θ̄(2)

≤ C 2
−n

(

r1+
1
q1

− 1
p1

)

, τj ≤ θ
(2)
j , j = 1, . . . ,m.
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Выберем натуральное число n такое, что M ≍ 2nnν−1. Тогда

dM

(◦
S

r

p,θ
(1)

,τB, L∗
q̄,θ̄(2)

)

≤ sup

f∈
◦
S
r̄

p̄,θ̄(1),τ̄B

‖f − Sγ
′

n (f)‖∗
q̄,θ̄(2)

≤ C 2
−n

(

r1+
1
q1

− 1
p1

)

n

∑ν
j=2

(

1

θ
(2)
j

− 1
τj

)

≤ C
( logν−1M

M

)

(

r1+
1
q1

− 1
p1

)

(logM)
∑ν

j=2

(

1
2
− 1

τj

)

,

если θ
(2)
j < τj, j = 1, . . . ,m, и

dM

( ◦
S
r

p,θ
(1)

,τB, L∗
q̄,θ̄(2)

)

≤ C 2
−n

(

r1+
1
q1

− 1
p1

)

≤ C
( logν−1M

M

)

(

r1+
1
q1

− 1
p1

)

,

если τj ≤ θ
(2)
j , j = 1, . . . ,m. Теорема 1 доказана. �

Теорема 2. Пусть 1 < θ
(1)
j , θ

(2)
j < ∞, 1 ≤ τj ≤ ∞, j = 1, . . . m, и 0 < r1 + 1/q1 − 1/p1 =

· · · = rν + 1/qν − 1/pν < rν+1 + 1/qν+1 − 1/pν+1 ≤ · · · ≤ rm + 1/qm − 1/pm.

1. Если 2 ≤ pj < q ≤ θ
(2)
j < ∞, j = 1, . . . ,m, r1 > β = (1/p1 − 1/q)/(1 − 2/q), то

dM

( ◦
S
r

p,θ
(1)

,τB, L∗
q,θ̄(2)

)

≤ C
( logν−1M

M

)r1
(logM)

∑ν
j=2

(

1
2
− 1

τj

)

+.

2. Если 1 < pj ≤ 2 < q ≤ θ
(2)
j , rj > 1/pj , j = 1, . . . ,m, то

dM
(
◦
S

r

p,θ
(1)

,τB,L∗
q,θ̄(2)

)

≤ C
( logν−1M

M

)

(

r1+
1
2
− 1

p1

)

(logM)
∑ν

j=2

(

1
2
− 1

τj

)

+ .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем первое утверждение теоремы. Пусть f ∈
◦
S

r̄

p̄,θ̄(1),τ̄B.

Так как q ≤ θ
(2)
j , j = 1, . . . ,m, то Lq(I

m) ⊂ L∗
q̄,θ̄(2)

(Im) и ‖f‖∗
q,θ̄(2)

≤ C‖f‖q.

Поскольку 2 < q < ∞, то 0 < 1− 2/q < 1. Следовательно, r1 > β = (1/p1 − 1/q)(1 − 2/q) >
1/p1 − 1/q. Поэтому из условия 0 < r1 + 1/q1 − 1/p1 = · · · = rν + 1/qν − 1/pν < rν+1 + 1/qν+1 −
1/pν+1 ≤ · · · ≤ rm + 1/qm − 1/pm следует, что rj > 1/pj − 1/qj , j = 1, . . . ,m. Следовательно,
◦
S

r

p,θ
(1)

,τB ⊂ Lq(I
m) (см. [40]), т. е. f ∈ Lq(I

m).
Как в [29, c. 660] рассмотрим оператор PM : Lq(I

m) → LM , действующий на функцию

f(x̄) =
∑

s̄∈Zm
+

δs̄(f, x̄) по формуле (PMf)(x̄) =
∑

s̄∈Zm
+

PMs̄δs̄(f, x̄),

где PMs̄ и LMs̄ — соответственно операторы и подпространства из леммы 1, LM =
⋃

s̄∈Zm
+
LMs̄.

Положим ρj = rj +1/q − 1/pj , γj = ρj/ρ1. Тогда из условия теоремы нетрудно видеть, что
γ1 = · · · = γν < γν+1 ≤ · · · ≤ γm.

Известно, что существуют числа ρ
′

j такие, что ρ
′

j = ρj = ρ1 для j = 1, . . . , ν и ρ1 < ρ
′

j для

j = ν + 1, . . . ,m, 1 < ρν+1/ρ
′

ν+1 < · · · < ρm/ρ
′

m. Положим γ
′

j = ρ
′

j/ρ
′

1, j = 1, . . . ,m. Тогда

γ
′

j = γj для j = 1, . . . , ν и γ
′

j < γj для j = ν + 1, . . . ,m.

Для натурального числа M выберем число n ∈ N такое, что M ≍ 2nnν−1, и для каждого
s̄ ∈ Z

m
+ поставим в соответствие число

Ms̄ =

{

2〈s̄,1̄〉, если 〈s̄, γ̄′〉 ≤ n,

2n(1+ερ1)−ε〈s̄,ρ̄〉, если 〈s̄, γ̄′〉 > n,
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где положительное число ε будет выбрано в дальнейшем и [a] — целая часть числа a. Тогда,
пользуясь леммами В и Г из [30], получим

∑

s̄∈Zm
+
Ms̄ ≤ C 2nnν−1 ≤ CM. Таким образом,

размерность подпространства LM имеет порядок 2nnν−1.
Применяя неравенство ‖f‖∗

q,θ̄(2)
≤ C‖f‖q к функции f−PMf ∈ Lq(I

m) и пользуясь теоремой

Литтльвуда — Пэли в пространстве Лебега Lq(I
m) (см. [4, c. 54]), будем иметь

‖f − PMf‖∗
q,θ̄(2)

≤ C‖f − PMf‖q

≤ C

∥

∥

∥

∥

(

∑

s̄∈Zm
+

|δs̄(f)− PMs̄δs̄(f)|
2

)1/2∥
∥

∥

∥

q

≤ C

(

∑

s̄∈Zm
+

‖δs̄(f)− PMs̄δs̄(f)‖
2
q

)1/2

. (2.1)

Выберем число p0 > maxj=1,...,m pj. Тогда по лемме 1, учитывая неравенство Бернштейна для
тригонометрических полиномов (см. [4, с. 98]), получим

‖δs̄(f)− PMs̄δs̄(f)‖q ≍ dMs̄

(

B2〈s̄,1̄〉

p0 , l2
〈s̄,1̄〉

q

)

m
∏

j=1

2
sj
(

1
p0

− 1
q

)

‖δs̄(f)‖p0 . (2.2)

Так как pj < p0, j = 1, . . . ,m, то в силу неравенства разных метрик Никольского для триго-
нометрических полиномов (см. [41; 42]) имеем

‖δs̄(f)‖p0 ≤ C

m
∏

j=1

2
sj

(

1
pj

− 1
p0

)

‖δs̄(f)‖
∗
p̄,θ̄(1)

. (2.3)

Из неравенств (2.1)–(2.3) следует, что

‖f − PMf‖∗
q,θ̄(2)

≤ C

(

∑

s̄∈Zm
+

( m
∏

j=1

2
sj
(

1
pj

− 1
q

)

‖δs̄(f
(r))‖∗

p̄,θ̄(1)

)2

d2Ms̄

(

B2〈s̄,1̄〉
p0 , l2

〈s̄,1̄〉

q

)

)1/2

. (2.4)

Если τj ≤ 2, j = 1, . . . ,m, то, применяя неравенство Йенсена (см. [4, c. 125]), из (2.4) получим

‖f − PMf‖∗
q,θ̄(2)

≤ C

∥

∥

∥

∥

{ m
∏

j=1

2
sj

(

1
pj

− 1
q

)

dMs̄

(

B2〈s̄,1̄〉
p0 , l2

〈s̄,1̄〉

q

)

‖δs̄(f)‖
∗
p̄,θ̄(1)

}

s̄∈Zm
+

∥

∥

∥

∥

τ̄

. (2.5)

Если 2 < τj < +∞, j = 1, . . . ,m, то, применяя неравенство Гельдера (при αj = τj/2 > 1,
j = 1, . . . ,m, ) из (2.4), имеем

‖f − PMf‖∗
q,θ̄(2)

≤ C
∥

∥

∥

{

2〈s̄,r̄〉‖δs̄(f)‖
∗
p̄,θ̄(1)

}

s̄∈Zm
+

∥

∥

∥

τ̄

×

∥

∥

∥

∥

{ m
∏

j=1

2
−sj

(

rj+
1
q
− 1

pj

)

dMs̄

(

B2〈s̄,1̄〉

p0 , l2
〈s̄,1̄〉

q

)

}

〈s̄,γ′〉>n

∥

∥

∥

∥

ε̄

, (2.6)

где ε̄ = (ε1, . . . , εm), εj = 2τj/(τj − 2), j = 1, . . . ,m.
По определению поперечника Колмогорова из (2.5) и (2.6) следует, что

dM

( ◦
S
r

p,θ
(1)

,τB,L∗
q,θ̄(2)

)

≤ C sup
s̄∈Zm

+

m
∏

j=1

2
−sj

(

rj+
1
q
− 1

pj

)

dMs̄

(

B2〈s̄,1̄〉

p0 , l2
〈s̄,1̄〉

q

)

(2.7)

в случае 1 < τj ≤ 2, j = 1, . . . ,m, и

dM

( ◦
S
r

p,θ
(1)

,τB,L∗
q,θ̄(2)

)

≤ C

∥

∥

∥

∥

{ m
∏

j=1

2
−sj

(

rj+
1
q
− 1

pj

)

dMs̄

(

B2〈s̄,1̄〉

p0 , l2
〈s̄,1̄〉

q

)

}

〈s̄,γ′〉>n

∥

∥

∥

∥

ε̄

, (2.8)
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если 2 < τj, j = 1, . . . ,m, где ε̄ = (ε1, . . . , εm), εj = 2τj/(τj − 2), j = 1, . . . ,m.

Подставляя в формулы (2.7) и (2.8) значение поперечника dMs̄

(

B2〈s̄,1̄〉
p0 , l2

〈s̄,1̄〉

q

)

= 0 для

〈s̄, γ̄
′
〉 ≤ n и оценки конечномерных поперечников [43; 44]

dns̄(B
m
p0 , l

m
q ) ≍ min

{

1,m
2β
q n−β

}

, m > n,

для 〈s̄, γ̄
′
〉 > n получим

dM

( ◦
S
r

p,θ
(1)

,τB,L∗
q,θ̄(2)

)

≤ C sup
s̄∈Zm

+

m
∏

j=1

2
−sj

(

rj+
1
q
− 1

pj

)

2
2β
q
〈s̄,1̄〉

M−β
s̄ (2.9)

в случае 1 ≤ τj ≤ 2, j = 1, . . . ,m, и

dM

( ◦
S
r

p,θ
(1)

,τB,L∗
q,θ̄(2)

)

≤ C

∥

∥

∥

∥

{ m
∏

j=1

2
−sj

(

rj+
1
q
− 1

pj

)

2
2β
q
〈s̄,1̄〉

M−β
s̄

}

〈s̄,γ′〉>n

∥

∥

∥

∥

ε̄

(2.10)

в случае 2 < τj ≤ ∞, j = 1, . . . ,m.
Пусть 2 < τj ≤ ∞, j = 1, . . . ,m. Тогда, подставляя значения чисел Ms̄ из (2.10), получим

dM

( ◦
S
r

p,θ
(1)

,τB,L∗
q,θ̄(2)

)

≤ C2−nβ(1+ερ1)

∥

∥

∥

∥

{ m
∏

j=1

2
−sj

(

rj+
1
q
− 1

pj

)

2
2β
q
〈s̄,1̄〉

2εβ〈s̄,ρ̄〉
}

〈s̄,γ′〉>n

∥

∥

∥

∥

ε̄

. (2.11)

Так как ρj = rj +1/q− 1/pj и γj = ρj/ρ1, j = 1, . . . ,m, то, учитывая, что 1 ≤ γj и β > 0, будем
иметь

m
∏

j=1

2
−sj

(

rj+
1
q
− 1

pj

)

2
2β
q
〈s̄,1̄〉2εβ〈s̄,ρ̄〉 = 2−ρ1〈s̄,γ̄〉2

2β
q
〈s̄,1̄〉2εβρ1〈s̄,γ̄〉 ≤ 2−

(

ρ1−
2β
q
−εβρ1

)

〈s̄,γ̄〉. (2.12)

Учитывая соотношение (2.12), из (2.11) выводим

dM

( ◦
S
r

p,θ
(1)

,τB,L∗
q,θ̄(2)

)

≤ C2−nβ(1+ερ1)
∥

∥

∥

{

2−
(

ρ1−
2β
q
−εβρ1

)

〈s̄,γ̄〉
}

〈s̄,γ′〉>n

∥

∥

∥

ε̄
(2.13)

в случае 2 < τj ≤ ∞, j = 1, . . . ,m.

Так как β =
1/p1 − 1/q

1− 2/q
, нетрудно убедиться, что ρ1 − 2β/q = r1 − β. Поэтому неравен-

ство (2.13) можно переписать в следующем виде:

dM

( ◦
S
r

p,θ
(1)

,τB,L∗
q,θ̄(2)

)

≤ C2−nβ(1+ερ1)
∥

∥

∥

{

2−(r1−β−εβρ1)〈s̄,γ̄〉
}

〈s̄,γ′ 〉>n

∥

∥

∥

ε̄
(2.14)

в случае 2 < τj ≤ ∞, j = 1, . . . ,m.
По условию теоремы r1 > β и 2 < q < ∞. Поэтому r1 > 1/p1 − 1/q. Следовательно,

r1 − β

β
(

r1 +
1

q
−

1

p1

)
> 0.

Выберем число ε такое, что

0 < ε <
r1 − β

β
(

r1 +
1

q
−

1

p1

)
.

Тогда

r1 − β − εβ
(

r1 +
1

q
−

1

p1

)

= r1 − β − εβρ1 > 0.
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Поэтому, применяя лемму 2, получим

∥

∥

∥

{

2−
(

r1−β−εβρ1
)

〈s̄,γ̄〉
}

〈s̄,γ′〉>n

∥

∥

∥

ε̄
≤ C2−n(r1−β−εβρ1)n

∑ν
j=2

1
εj . (2.15)

Следовательно, учитывая, что 1/εj = (τj − 2)/2τj , j = 1, . . . ,m , и 2nnν−1 ≍ M , из неравенств
(2.14) и (2.15) выводим

dM

( ◦
S
r

p,θ
(1)

,τB,L∗
q,θ̄(2)

)

≤ C2−nβ(1+ερ1)2−n(r1−β−εβρ1)n
∑ν

j=2

(

1
2
− 1

τj

)

≤ C2−nr1n
∑ν

j=2

(

1
2
− 1

τj

)

≤ C
( logν−1 M

M

)r1
(logM)

∑ν
j=2

(

1
2
− 1

τj

)

в случае 2 < τj ≤ ∞, 2 ≤ pj < q < ∞, j = 1, . . . ,m, r1 > β.
Пусть 1 ≤ τj ≤ 2, j = 1, . . . ,m. Тогда, подставляя значения Ms̄ в (2.9), имеем

dM

( ◦
S
r

p,θ
(1)

,τB,L∗
q,θ̄(2)

)

≤ C2−nβ(1+ερ1) sup
〈s̄,γ̄′〉>n

m
∏

j=1

2
−sj

(

rj+
1
q
− 1

pj

)

2
2β
q
〈s̄,1̄〉2εβ〈s̄,ρ̄〉

≤ C2−nβ(1+ερ1) sup
〈s̄,γ̄

′
〉>n

2
−
(

ρ1−
2β
q
−εβρ1

)

〈s̄,γ̄〉
= C2−nβ(1+ερ1) sup

〈s̄,γ̄
′
〉>n

2−(r1−β−εβρ1)〈s̄,γ̄〉

≤ C2−nr1 ≤ C
( logν−1 M

M

)r1
.

Таким образом,

dM

( ◦
S
r

p,θ
(1)

,τB,L∗
q,θ̄(2)

)

≤ C
( logν−1 M

M

)r1

в случае 1 ≤ τj ≤ 2, j = 1, . . . ,m, 2 ≤ pj < q < ∞, j = 1, . . . ,m.

Докажем второе утверждение теоремы 2. Пусть 1 < pj ≤ 2 < q < ∞, j = 1, . . . m, r1 > 1/p1.

Так как 1 < pj ≤ 2, j = 1, . . . m, то
◦
S
r

p,θ
(1)

,τB ⊂
◦
S
ρ

2,θ
(1)

,τB, где ρ̄ = (ρ1, . . . , ρm), ρj = rj + 1/2 −
1/pj , j = 1, . . . ,m. С учетом условия теоремы r1 > 1/p1 имеем ρ1 > β = (1/2 − 1/q)/(1 − 2/q).

Следовательно, в силу доказанного п. 1 при pj = 2, j = 1, . . . ,m, и с заменой rj на ρj имеем

dM

( ◦
S
r

p,θ
(1)

,τB,L∗
q,θ̄(2)

)

≤ dM

( ◦
S
r

2,θ
(1)

,τB,L∗
q,θ̄(2)

)

≤ C
( logν−1M

M

)r1+
1
2
− 1

p1 (logM)
∑ν

j=2

(

1
2
− 1

τj

)

в случае 1 ≤ τj ≤ ∞, j = 1, . . . ,m. Теорема 2 доказана. �

Теорема 3. Пусть 1 < θ
(1)
j , θ

(2)
j < ∞, j = 1, . . . m, 1 ≤ τ ≤ ∞, и 0 < r1 = · · · = rν <

rν+1 ≤ · · · ≤ rm, rj > 1/pj , j = 1, . . . ,m. Тогда если 2 ≤ qj < pj < ∞, j = 1, . . . ,m, то

dM

( ◦
S
r

p,θ
(1)

,τB,L∗
q̄,θ̄(2)

)

≥ C
( logν−1M

M

)r1
(logM)

(ν−1)
(

1
2
− 1

τ

)

+ .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Выберем число p0 > maxj=1,...,m pj. Тогда Lp0(I
m) ⊂ L∗

p̄,θ̄(1)
(Im).

Пользуясь свойством нормы, неравенством разных метрик Никольского для тригонометри-
ческих полиномов (см. [41;42]) и неравенством Гельдера (1/τ +1/τ

′
= 1), нетрудно убедиться,

что

‖f‖p0 ≤
∑

s̄∈Zm
+

m
∏

j=1

2
sj(

1
pj

− 1
p0

)
‖δs̄(f)‖

∗
p̄,θ̄(1)

≤
{

∑

s̄∈Zm
+

2〈s̄,r̄〉τ (‖δs̄(f)‖
∗
p̄,θ̄(1)

)τ
}1/τ{ ∑

s̄∈Zm
+

m
∏

j=1

2
−sj(rj−

1
pj

+ 1
p0

)τ ′
}1/τ ′

.
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Так как rj > 1/pj > 1/pj − 1/p0, j = 1, . . . ,m, то отсюда следует, что
◦
S
r

p,θ
(1)

,τB ⊂ Lp0(I
m) .

С другой стороны, так как p0 > maxj=1,...,m pj , то ‖δs̄(f)‖
∗
p̄,θ̄(1)

≤ C‖δs̄(f)‖p0 . Поэтому
◦
S
r

p0,τB ⊂
◦
S
r

p,θ
(1)

,τB. Следовательно, dM

( ◦
S
r

p,θ
(1)

,τB,L∗
q̄,θ̄(2)

)

≥ dM

( ◦
S
r

p0,τB,L∗
q̄,θ̄(2)

)

. Так как по

условию теоремы qj ≥ 2, j = 1, . . . ,m, то отсюда получим

dM

( ◦
S
r

p,θ
(1)

,τB,L∗
q̄,θ̄(2)

)

≥ dM

( ◦
S
r

p0,τB,L∗
q̄,θ̄(2)

)

≥ dM

( ◦
S
r

p0,τB,L2

)

. (2.16)

Э.М.Галеевым [27] доказана оценка

dM
(
◦
S
r

p0,τB,L2

)

≥ C
( logν−1 M

M

)r1
(logM)

(ν−1)
(

1
2
− 1

τ

)

+ . (2.17)

Из (2.16) и (2.17) следует, что

dM

( ◦
S
r

p,θ
(1)

,τB,L∗
q̄,θ̄(2)

)

≥ C
( logν−1M

M

)r1
(logM)

(ν−1)
(

1
2
− 1

τ

)

+ .

Теорема 3 доказана. �

Теорема 4. Пусть 1 < θ
(1)
j , θ

(2)
j < ∞, j = 1, . . . m, 1 ≤ τ ≤ ∞, и 0 < r1 = · · · = rν <

rν+1 ≤ · · · ≤ rm, rj > 1/pj , j = 1, . . . ,m. Тогда выполняются следующие утверждения.

1. Если 2 ≤ pj < qj < ∞, rj > 1/pj , j = 1, . . . ,m, то

dM

( ◦
S
r

p,θ
(1)

,τB,L∗
q̄,θ̄(2)

)

≥ C
( logν−1M

M

)r1
(logM)

(ν−1)
(

1
2
− 1

τ

)

+ .

2. Если 1 < pj ≤ 2 < qj < ∞, rj > 1/pj , j = 1, . . . ,m, и p1 > pj, j = 2, . . . ,m, то

dM

( ◦
S
r

p,θ
(1)

,τB,L∗
q̄,θ̄(2)

)

≥ C
( logν−1M

M

)r1+
1
2
− 1

p1 (logM)(ν−1)
(

1
2
− 1

τ

)

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 2 ≤ pj < qj < ∞, j = 1, . . . m. Тогда, учитывая, что

L∗
q̄,θ̄(2)

(Im) ⊂ L2(I
m), по теореме 3 (при qj = θ

(2)
j = 2, j = 1, . . . ,m) получим

dM

( ◦
S
r

p,θ
(1)

,τB,L∗
q̄,θ̄(2)

)

≥ dM

( ◦
S
r

p,θ
(1)

,τB,L2

)

≥ C
( logν−1M

M

)r1
(logM)

(ν−1)
(

1
2
− 1

τ

)

+ .

Докажем второе утверждение. Так как 2 < qj < ∞, j = 1, . . . m, то L∗
q̄,θ̄(2)

(Im) ⊂ L2(I
m)

Поэтому

dM

( ◦
S
r

p,θ
(1)

,τB,L∗
q̄,θ̄(2)

)

≥ dM

( ◦
S
r

p,θ
(1)

,τB,L2

)

. (2.18)

Из условия p1 > pj , j = 2, . . . ,m, следует, что Sr
p1,τB ⊂ Sr

p,θ
(1)

,τ
B. Тогда

dM

( ◦
S
r

p,θ
(1)

,τB,L2

)

≥ dM
(

Sr
p1,τB,L2

)

. (2.19)

Из неравенств (2.18) и (2.19) следует, что dM

( ◦
S
r

p,θ
(1)

,τB,L∗
q̄,θ̄(2)

)

≥ dM
(

Sr
p1,τB,L2

)

. Поэтому,

пользуясь п. d) теоремы [29, c. 659], имеем

dM

( ◦
S
r

p,θ
(1)

,τB,L∗
q̄,θ̄(2)

)

≥ C
( logν−1 M

M

)r1+
1
2
− 1

p1 (logM)
∑ν

j=2

(

1
2
− 1

τ

)

.

Теорема 4 доказана. �
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З а м е ч а н и е. Из пп. 2 теорем 2, 4 вытекает, что при τ1 = . . . τm = τ и q1 = · · · = qm =

q ≤ θ
(2)
j , j = 1, . . . ,m, верна следующая оценка при p1 > pj, j = 1, . . . ,m, :

dM

( ◦
S
r

p,θ
(1)

,τB,L∗
q,θ̄(2)

)

≍
( logν−1M

M

)r1+
1
2
− 1

p1 (logM)
(ν−1)

(

1
2
− 1

τ

)

+ .

Из пп. 1 теорем 2, 4 следует, что

dM

( ◦
S
r

p,θ
(1)

,τB,L∗
q,θ̄(2)

)

≍
( logν−1M

M

)r1
(logM)

(ν−1)
(

1
2
− 1

τ

)

+

при τ1 = . . . = τm = τ и q1 = · · · = qm = q ≤ θ
(2)
j , j = 1, . . . ,m.
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