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Пусть последовательность d-мерных векторов nk = (n1
k
, n2

k
, . . . , nd

k
) с положительными целочисленны-

ми координатами удовлетворяет условию nj
k
= αjmk + O(1), k ∈ N, 1 6 j 6 d, где α1 > 0, . . . , αd > 0, а

{mk}
∞
k=1 — возрастающая последовательность натуральных чисел. При некоторых условиях на функцию

ϕ : [0,+∞) → [0,+∞) доказано, что если что для любой функции g ∈ ϕ(L)([0, 2π)) последовательность

сумм Фурье Smk
(g, x) сходится почти всюду, то для любого d ∈ N, для всех f ∈ ϕ(L)(ln+ L)d−1([0, 2π)d)

последовательность Snk
(f,x) прямоугольных частичных сумм кратного тригонометрического ряда Фурье

функции f , а также соответствующие последовательности частичных сумм всех его сопряженных рядов

сходятся почти всюду.
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N. Yu.Antonov. On almost everywhere convergence for lacunary sequences of multiple rectangular Fourier

sums.

Let a sequence of d-dimensional vectors nk = (n1
k
, n2

k
, . . . , nd

k
) with positive integer coordinates satisfy the

condition nj
k
= αjmk + O(1), k ∈ N, 1 6 j 6 d, where α1 > 0, . . . , αd > 0, and {mk}

∞
k=1 is an increasing

sequence of positive integers. Under some conditions on a function ϕ : [0,+∞) → [0,+∞), it is proved that, if

the sequence of Fourier sums Smk
(g, x) converges almost everywhere for any function g ∈ ϕ(L)([0, 2π)), then,

for any d ∈ N and f ∈ ϕ(L)(ln+ L)d−1([0, 2π)d), the sequence Snk
(f,x) of rectangular partial sums of the

multiple trigonometric Fourier series of the function f and the corresponding sequences of partial sums of all

conjugate series converge almost everywhere.

Keywords: multiple trigonometric Fourier series, convergence almost everywhere.

1. Введение

Пусть N, Z, R — множества натуральных, целых и действительных чисел соответственно,
d ∈ N, E ⊂ R

d, ϕ : [0,+∞) → [0,+∞) — неубывающая функция. Обозначим через ϕ(L)(E)
множество всех определенных на E измеримых по Лебегу вещественнозначных функций f,
удовлетворяющих условию

∫

E

ϕ(|f(t)|)dt <∞.

Пусть f : Rd → R — 2π-периодическая по каждой переменной функция такая, что f ∈
L([0, 2π)d), k = (k1, k2, . . . , kd) ∈ Z

d, x = (x1, x2, . . . , xd) ∈ R
d, kx = k1x1 + k2x2 + . . . + kdxd,

∑

k∈Zd

ake
ikx (1.1)

— кратный тригонометрический ряд Фурье функции f. Пусть n = (n1, n2, . . . , nd) — вектор
с неотрицательными целочисленными координатами. Обозначим через Sn(f,x) значение n-й
прямоугольной частичной суммы ряда (1.1):

Sn(f,x) =
∑

k=(k1,...,kd) : |kj |6nj, 16j6d

ake
ikx

1Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект 14-11-00702).
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(далее прямоугольные частичные суммы ряда (1.1) будем для краткости называть также сум-
мами Фурье).

Пусть B — некоторое непустое подмножество множества первых d натуральных чисел:
B = {r1, . . . , rl} ⊂ {1, . . . , d}. Ряд

∑

k∈Zd

l
∏

j=1

(−i sign krj )ake
ikx (1.2)

называется сопряженным к ряду (1.1) по переменным, номера которых входят во множество B,
или B-сопряженным, а n-я прямоугольная частичная сумма S̃n,B(f,x) ряда (1.2) определяет-
ся аналогично n-й прямоугольной частичной сумме ряда (1.1). При d = 1 ряды (1.1) и (1.2)
совпадают соответственно с обычным тригонометрическим рядом Фурье 2π-периодической
функции и его сопряженным рядом. В случае, когда множество B пустое, будем считать, что
ряд (1.2) совпадает с рядом (1.1), а S̃n,∅(f,x) — с Sn(f,x). Вообще, всюду далее произве-
дение

∏

, в котором множество сомножителей пусто, будем по определению считать равным
единице. Через mesE будем обозначать лебегову меру множества E, будем также полагать
ln+ u = ln(u+ e), u > 0.

Рассмотрим одномерный случай (d = 1). Л.Карлесон [1] доказал, что если f ∈ L2([0, 2π)),
то тригонометрический ряд Фурье функции f сходится почти всюду. Р.Хант [2] обобщил это
утверждение о сходимости почти всюду рядов Фурье на функции из классов Lp([0, 2π)), p > 1,
и L(ln+ L)2([0, 2π)), а П.Шёлин [3] — на функции из класса L(ln+ L)(ln+ ln+ L)([0, 2π)). Ав-
тором [4] было установлено, что условие f ∈ L(ln+ L)(ln+ ln+ ln+ L)([0, 2π)) также является
достаточным для сходимости почти всюду ряда Фурье функции f. Наилучший на сегодняш-
ний день результат, касающийся расходимости на множестве положительной меры рядов Фу-
рье функций из классов ϕ(L)([0, 2π)), принадлежит С.В.Конягину [5]: для любой неубываю-
щей функции ϕ : [0,+∞) → [0,+∞), удовлетворяющей условию ϕ(u) = o

(

u
√

lnu/ ln lnu
)

при
u → ∞, найдется функция из класса ϕ(L)([0, 2π)) такая, что ее ряд Фурье неограниченно
расходится всюду на [0, 2π).

В 2005 г. С.В.Конягиным [6] была доказана следующая теорема о расходимости подпо-
следовательностей последовательности сумм Фурье: для любой возрастающей последователь-
ности {nk}∞k=1 ⊂ N и любой неубывающей функции ϕ : [0,∞) → [0,∞), удовлетворяющей
условию ϕ(u) = o(u ln lnu), u → ∞, найдется функция F ∈ ϕ(L)([0, 2π)) такая, что подпосле-
довательность Snk

(F, x) неограниченно расходится всюду.
Последовательность натуральных чисел {nk}∞k=1 называется лакунарной (по Адамару), ес-

ли существует число q > 1 такое, что nk+1/nk > q для любого k ∈ N. В связи с результатом
работы [6] С.В.Конягиным была сформулирована гипотеза о том, что если последователь-
ность {nk}∞k=1 ⊂ N лакунарная, то подпоследовательность Snk

(f, x)∞k=1 последовательности
сумм Фурье любой функции f из класса L(ln+ ln+ L)([0, 2π)) сходится почти всюду. В рам-
ках исследования этой гипотезы сначала В.Ли [7] доказал сходимость почти всюду лакунар-
ной подпоследовательности последовательности сумм Фурье произвольной функции из класса
f ∈ L(ln+ ln+ L)(ln+ ln+ ln+ L)([0, 2π)), а затем Ф.Ди Плинио [8] усилил результат работы [7],
показав, что условие f ∈ L(ln+ ln+ L)(ln+ ln+ ln+ ln+ L)([0, 2π)) также является достаточным
для сходимости почти всюду лакунарной подпоследовательности последовательности сумм
Фурье функции f.

Обратимся теперь к случаю кратных рядов Фурье (d > 2). Ряд (1.1) (ряд (1.2)) называется
сходящимся по кубам (в случае d = 2 — по квадратам) в точке x ∈ [0, 2π)d, если последо-
вательность кубических частичных сумм (т. е. последовательность Sn(f,x) (S̃n,B(f,x)), при
n = (n, n, . . . , n)) имеет предел при n→ ∞.

Сходимость почти всюду по квадратам рядов Фурье функций f ∈ L2([0, 2π)2) была уста-
новлена Н.Р.Тевзадзе [9]. Ч.Фефферман [10] распространил этот результат на функции f ∈
Lp([0, 2π)d), p > 1, d > 2, а затем П.Шёлин [11] доказал, что если функция f принадлежит
классу L(ln+ L)d(ln+ ln+ L)([0, 2π)d), d > 2, то ее ряд Фурье сходится по кубам почти всюду.



32 Н.Ю.Антонов

Автором в [12] доказана теорема, позволяющая переносить результаты о сходимости почти
всюду одномерных рядов Фурье функций из классов ϕ(L)([0, 2π)) на кратные ряды Фурье
функций из классов ϕ(L)(ln+ L)d−1([0, 2π)d) в случае сходимости по кубам. В качестве след-
ствия этой теоремы и результата работы [4] там получено утверждение о сходимости почти
всюду по кубам рядов Фурье функций из класса L(ln+ L)d(ln+ ln+ ln+ L)([0, 2π)d). Наилучший
на сегодня результат, касающийся расходимости по кубам на множестве положительной меры
кратных рядов Фурье функций из ϕ(L)([0, 2π)d), d > 2, принадлежит С.В.Конягину [13]: для
любой функции ϕ(u) = o(u(ln u)d−1 ln lnu) при u → ∞ существует f ∈ ϕ(L)([0, 2π)d) с расхо-
дящимся всюду по кубам рядом Фурье. В работе [14] результаты работы [12] распространены
с последовательности кубических сумм Фурье на последовательности сумм Фурье несколько
более общего вида.

Ниже, как и в [14], мы будем рассматривать последовательности кратных прямоугольных
сумм Фурье Snk

(f,x) такие, что векторы nk = (n1k, n
2
k, . . . , n

d
k) удовлетворяют условию

njk = αjmk +O(1), k ∈ N, 1 6 j 6 d, (1.3)

где α = (α1, . . . , αd) — вектор с положительными координатами, а {mk}∞k=1 — некоторая после-
довательность натуральных чисел. Обозначим через Φ̄ множество всех непрерывных функций
ϕ : [0,+∞) → [0,+∞), представимых в виде ϕ(u) = uψ(u), где функция ψ(u) дифференциру-
ема при u > A > 0, ψ(u) и uψ′(u) не убывают на [A,+∞), а ψ(u)u−1/2 и ψ′(u) не возрастают
на [A,+∞).

В настоящей работе доказана следующая

Теорема 1. Пусть ϕ ∈ Φ̄, {mk}∞k=1 — возрастающая последовательность натуральных

чисел. Предположим, что для любой функции g ∈ ϕ(L)([0, 2π)) последовательность сумм

Фурье Smk
(g, x) сходится почти всюду. Тогда для каждого d ∈ N, любого d-мерного век-

тора (α1, . . . , αd) с положительными координатами, произвольной последовательности nk,
удовлетворяющей условию (1.3), и любой функции f ∈ ϕ(L)(ln+ L)d−1([0, 2π)d) последователь-

ность Snk
(f,x) и последовательности S̃nk,B(f,x) для всех B ⊂ {1, 2, . . . , d} сходятся почти

всюду на [0, 2π)d.

Следствием теоремы 1 и результата работы [4] является следующее утверждение.

Теорема 2 [14, теорема 2]. Пусть d ∈ N, последовательность nk = (n1k, n
2
k, . . . , n

d
k) удо-

влетворяет условию (1.3). Тогда, если f ∈ L(ln+ L)d(ln+ ln+ ln+ L)([0, 2π)d), то последова-

тельность Snk
(f,x) и последовательности S̃nk,B(f,x) для всех B ⊂ {1, 2, . . . , d} сходятся

почти всюду на [0, 2π)d.

Из теоремы 1 и результата работы [8] вытекает

Теорема 3. Пусть d ∈ N, последовательность {nk}∞k=1 ∈ N
d удовлетворяет ус-

ловию (1.3), причем последовательность {mk}∞k=1 в этом условии является лакунарной. То-

гда для произвольной функции f ∈ L(ln+ L)d−1(ln+ ln+ L)(ln+ ln+ ln+ ln+ L)([0, 2π)d) последо-

вательность Snk
(f,x) и последовательности S̃nk ,B(f,x) для всех B ⊂ {1, 2, . . . , d} сходятся

почти всюду на [0, 2π)d.

2. Вспомогательные утверждения

Пусть ϕ ∈ Φ̄. Можно считать, что в формулировке условий на функцию ψ(u) число A рав-
но нулю; в противном случае можно рассматривать функцию ψ1(u) = ψ(u+A), которая также
удовлетворяет требуемым свойствам; при этом соответствующие классы ϕ(L)(ln+ L)d−1([0, 2π)d),
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d ∈ N, не изменятся. Далее, так как ϕ′(u) = ψ(u) + uψ′(u) не убывает на [0,+∞), то ϕ(u) вы-
пуклая на [0,+∞). Так как

(

ϕ
(√
u
))′

=
ψ(

√
u)

2
√
u

+
ψ′(

√
u)

2

не возрастает на [0,+∞), то ϕ(
√
u) вогнутая на [0,+∞). Классы ϕ(L)(ln+ L)d−1([0, 2π)d), d ∈ N,

также не изменятся, если функцию ϕ заменить на отрезке [0, u0] на функцию u3/2, а на ин-
тервале (u0,+∞) — на функцию uψ(u) + b, где числа u0 ∈ (0, e] и b ∈ R выбраны так, чтобы
функция ϕ(u) осталась выпуклой (в частности, непрерывной) на [0,+∞), а функция ϕ(

√
u) —

вогнутой на [0,+∞).
Таким образом, с учетом вышеотмеченного, не ограничивая общности, в доказательстве

теоремы 1 будем для удобства полагать, что

ϕ(u) =

{

uψ(u) + b, u > u0,

u3/2, 0 6 u 6 u0,
(2.1)

где функция ψ(u) дифференцируема при u > u0, ψ(u) и uψ′(u) не убывают на [u0,+∞), а
ψ(u)u−1/2 и ψ′(u) не возрастают на [u0,+∞); кроме того, функция ϕ(u) выпуклая на [0,+∞),
а функция ϕ(

√
u) — вогнутая на [0,+∞). Множество функций ϕ(u) ∈ Φ̄ с описанными выше

дополнительными свойствами будем обозначать через Φ.
Следующее утверждение является тривиальным следствием леммы 2 работы [14].

Лемма 1. Пусть ϕ ∈ Φ, f ∈ ϕ(L) ln+ L (Rd), µ, ν ∈ R, µ2 + ν2 6= 0. Тогда функция

hµ,ν(x1, x2, . . . , xd), определяемая равенством

hµ,ν(x1, x2, . . . , xd) =

∫

R

f(x1 + µt, x2 + νt, x3, . . . , xd)
1

t
dt, (2.2)

где интеграл понимается в смысле главного значения, принадлежит классу ϕ(L)(Rd) и
∫

Rd

ϕ(|hµ,ν(x1, . . . , xd)|) dx1 . . . dxd 6 A1

∫

Rd

ϕ(|f(x1, . . . , xd)|) ln+ |f(x1, . . . , xd)| dx1 . . . dxd,

где константа A1 не зависит от f.

Теперь докажем аналог леммы 1 для класса L2(R).

Лемма 2. Пусть f ∈ L2(Rd), µ, ν ∈ R, µ2 + ν2 6= 0. Тогда функция hµ,ν(x1, x2, . . . , xd),
определяемая равенством (2.2), принадлежит классу L2(Rd) и

∫

Rd

(hµ,ν(x1, . . . , xd))
2 dx1 . . . dxd 6 A2

∫

Rd

f2(x1, . . . , xd) dx1 . . . dxd, (2.3)

где константа A2 не зависит от f.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть g ∈ L2(R), ḡ(x) — преобразование Гильберта функции g:

ḡ(x) =

∫

R

g(t+ x)

t
dt,

где интеграл понимается в смысле главного значения. Известно (см., например, [15, гл. 5,
теорема 2]), что преобразование Гильберта является оператором типа (2, 2), т. е. существует
абсолютная константа A2 > 0 такая, что для всех g ∈ L2(R)

∫

R

(ḡ(t))2dt 6 A2

∫

R

g2(t)dt. (2.4)
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Пусть f ∈ L2(Rd). Без ограничения общности можно считать, что µ 6= 0. Вводя новые
переменные x1 = x′1, x2 = x′2 + (ν/µ)x′1, x3 = x′3, . . . , xd = x′d, получим

hµ,ν(x1, x2, . . . , xd) =

∫

R

f
(

x′1 + µt, x′2 +
ν

µ
x′1 + νt, x′3, . . . , x

′
d

)1

t
dt

=

∫

R

f(x′1 + t, x′2 +
ν

µ
(x′1 + t), x′3, . . . , x

′
d)
1

t
dt. (2.5)

При фиксированных x′2,. . . ,x
′
d правая часть (2.5) как функция переменной x′1 является преоб-

разованием Гильберта функции g(x′1) = f(x′1, x
′
2 + (ν/µ)x′1, x

′
3, . . . , x

′
d), поэтому согласно (2.4)

имеем
∫

R

(
∫

R

f(x′1 + t, x′2 +
ν

µ
(x′1 + t), x′3, . . . , x

′
d)
1

t
dt

)2

dx′1

6 A2

∫

R

(

f
(

x′1, x
′
2 + (ν/µ)x′1, x

′
3, . . . , x

′
d

)

)2
dx′1. (2.6)

Интегрируя (2.6) по (x′2, . . . , x
′
d) ∈ R

d−1, пользуясь равенством (2.5) и замечая, что якобиан
перехода от (x′1, x

′
2, . . . , x

′
d) к (x1, x2, . . . , xd) равен единице, получаем (2.3). Лемма доказана.

Пусть

Dn(t) =
sin
(

n+
1

2

)

t

2 sin
t

2

, D̃n(t) =
cos

t

2
− cos

(

n+
1

2

)

t

2 sin
t

2

, n ∈ N, t ∈ R,

— ядро Дирихле и сопряженное ядро Дирихле,

D∗
β(t) =

sinβt

t
, D̃∗

β(t) =
1− cos βt

t
, β > 0, t ∈ R,

— модифицированное ядро Дирихле и модифицированное сопряженное ядро Дирихле соот-
ветственно. Обозначим для функции f, определенной на R,

S∗
β(f, x) =

∫

R

D∗
β(t)f(x+ t)dt, S̃∗

β(f, x) = −
∫

R

D̃∗
β(t)f(x+ t)dt.

Для последовательности положительных чисел θ = {βk}∞k=1 положим

M∗(f, x) =M∗(f, θ, x) = sup
k∈N

|S∗
βk
(f, x)|, M̃∗(f, x) = M̃∗(f, θ, x) = sup

k∈N
|S̃∗

βk
(f, x)|.

Лемма 3. Пусть ϕ ∈ Φ, α > 0, {mk}∞k=1 — возрастающая последовательность нату-

ральных чисел. Предположим, что для любой функции g ∈ ϕ(L)([0, 2π)) последовательность

сумм Фурье Smk
(g, x) сходится почти всюду. Тогда для функции f ∈ ϕ(L)(R), последователь-

ности θ = {αmk}∞k=1 и числа y > 0

mes{x ∈ [−π, π) : M∗(f, θ, x) > y} 6 A3

∫

R

ϕ
( |f(x)|

y

)

dx, (2.7)

mes{x ∈ [−π, π) : M̃∗(f, θ, x) > y} 6 A3

∫

R

ϕ
( |f(x)|

y

)

dx, (2.8)

где константа A3 не зависит ни от f, ни от y.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем вначале справедливость оценки (2.7). Пусть функ-
ция g принадлежит классу ϕ(L)([0, 2π)). Поскольку последовательность сумм Фурье Smk

(g, x)
сходится почти всюду, то мажоранта M(g, x) = M(g, {mk}, x) = sup

k∈N
|Smk

(g, x)| почти всю-

ду конечна. Отсюда согласно [16, теорема 3] найдется константа C1 > 0 такая, что для всех
g ∈ ϕ(L)([0, 2π)) и y > 0 справедлива оценка

mes {x ∈ [−π, π) : M(g, x) > y} 6 C1

π
∫

−π

ϕ
( |g(x)|

y

)

dx. (2.9)

Покажем, что из (2.9) для функций f ∈ ϕ(L)(R) и y > 0 вытекает оценка

mes

{

x ∈
(

− π

2
,
π

2

)

: sup
k∈N

∣

∣

∣

∣

π/2
∫

−π/2

f(t+ x)D∗
mk

(t)dt

∣

∣

∣

∣

> y

}

6 C2

π
∫

−π

ϕ
( |f(x)|

y

)

dx. (2.10)

В самом деле, пусть f1(x) — 2π-периодическая функция, совпадающая на [−π, π) с функцией
f(x), k ∈ N. Тогда с помощью неравенств

|Dmk
(t)−D∗

mk
(t)| 6 C3 при t ∈ (−π, π), |D∗

mk
(t)| 6 2

π
при |t| > π

2

имеем

∣

∣

∣

∣

π/2
∫

−π/2

f1(t+ x)D∗
mk

(t) dt

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

π
∫

−π

f1(t+ x)Dmk
(t) dt+

π
∫

−π

f1(t+ x)(D∗
mk

(t)−Dmk
(t)) dt

−
(

−π/2
∫

−π

+

π
∫

π/2

)

f1(t+ x)D∗
mk

(t) dt

∣

∣

∣

∣

6 π|Smk
(f1, x)|+ (C3 + 2)

π
∫

−π

|f1(t)| dt,

откуда вытекает, что левая часть (2.10) не превосходит

mes

{

x ∈
(

− π

2
,
π

2

)

: M(f1, x) >
y

2π

}

+ mes

{

x ∈
(

− π

2
,
π

2

)

: (C3 + 2)

π
∫

−π

|f1(t)| dt > y

2

}

.

Заметим, что из условия ϕ(0) = 0 и вогнутости функции ϕ(
√
u) вытекает неравенство

ϕ(βu) 6 β2ϕ(u) для всех u > 0, β > 1. (2.11)

Применяя последовательно неравенства Иенсена и Чебышева, а затем (2.11), получаем

mes

{

x ∈
(

− π

2
,
π

2

)

: (C3 + 2)

π
∫

−π

|f1(t)| dt > y

2

}

= mes

{

x ∈
(

− π

2
,
π

2

)

: ϕ

(

π
∫

−π

|f1(t)|
y

dt

)

> ϕ
( 1

2(C3 + 2)

)

}

6 mes

{

x ∈
(

− π

2
,
π

2

)

:
1

2π

π
∫

−π

ϕ
(2π|f1(t)|

y

)

dt > ϕ
( 1

2(C3 + 2)

)

}
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6
1

2ϕ(1/(2(C3 + 2)))

π
∫

−π

ϕ
(2π|f1(t)|

y

)

dt 6
2π2

ϕ(1/(2(C3 + 2)))

π
∫

−π

ϕ
( |f1(t)|

y

)

dt.

Отсюда и из оценки (2.9), примененной при g(x) = f1(x), получаем соотношение (2.10) для
функции f1 вместо f. Замечая, что в (2.10) используются значения функции f лишь на [−π, π),
заключаем, что (2.10) справедливо и для функции f.

Пусть α > 0. Тогда для точки v = αx и функции h(u) = f(u/α) имеем

π/(2α)
∫

−π/(2α)

f(t+ x)D∗
αmk

(t) dt =

π/(2α)
∫

−π/(2α)

f(t+ x)
sinαmkt

t
dt

=

π/2
∫

−π/2

f

(

v + u

α

)

sinmku

u
du =

π/2
∫

−π/2

h(v + u)D∗
mk

(u) du.

Отсюда с помощью оценки (2.10), примененной к функции h(u), получаем

mes

{

x ∈
(

− π

2α
,
π

2α

)

: sup
k∈N

∣

∣

∣

∣

π/(2α)
∫

−π/(2α)

f(t+ x)D∗
αmk

(t) dt

∣

∣

∣

∣

> y

}

=
1

α
mes

{

v ∈
(

− π

2
,
π

2

)

: sup
k∈N

∣

∣

∣

∣

π/2
∫

−π/2

h(u+ v)D∗
mk

(u) du

∣

∣

∣

∣

> y

}

6
C2

α

π
∫

−π

ϕ
( |h(v)|

y

)

dv = C2

π/α
∫

−π/α

ϕ
( |f(x)|

y

)

dx 6 C2

∫

R

ϕ
( |f(x)|

y

)

dx. (2.12)

Далее пусть j0 = [α] + 1. Поскольку

{

x ∈ (−π, π) : sup
k∈N

∣

∣

∣

∣

π/(2α)
∫

−π/(2α)

f(t+ x)D∗
αmk

(t) dt

∣

∣

∣

∣

> y

}

⊂
j0
⋃

j=−j0

{

x ∈
(

− π

2α
+
πj

α
,
π

2α
+
πj

α

)

: sup
k∈N

∣

∣

∣

∣

π/(2α)
∫

−π/(2α)

f(t+ x)D∗
αmk

(t) dt

∣

∣

∣

∣

> y

}

=

j0
⋃

j=−j0

{

x ∈
(

− π

2α
,
π

2α

)

: sup
k∈N

∣

∣

∣

∣

π/(2α)
∫

−π/(2α)

f
(

t+ x− πj

α

)

D∗
αmk

(t) dt

∣

∣

∣

∣

> y

}

,

то согласно (2.12)

mes

{

x ∈ (−π, π) : sup
k∈N

∣

∣

∣

∣

π/(2α)
∫

−π/(2α)

f(t+ x)D∗
αmk

(t) dt

∣

∣

∣

∣

> y

}

6

j0
∑

j=−j0

C2

∫

R

ϕ
( |f(x− πj/α)|

y

)

dx 6 C3

∫

R

ϕ
( |f(x)|

y

)

dx, (2.13)
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где C3 = C2(2α + 3). Наконец,

mes{x ∈ [−π, π) :M∗(f, θ, x) > y} = mes

{

x ∈ (π, π) : sup
k∈N

∣

∣

∣

∣

∫

R

f(t+ x)D∗
αmk

(t) dt

∣

∣

∣

∣

> y

}

6 mes

{

x ∈ (−π, π) : sup
k∈N

∣

∣

∣

∣

π/(2α)
∫

−π/(2α)

f(t+ x)D∗
αmk

(t) dt

∣

∣

∣

∣

>
y

2

}

+ mes

{

x ∈ (−π, π) : sup
k∈N

∣

∣

∣

∣

∫

R\(−π
2α

, π
2α

)

f(t+ x)D∗
αmk

(t) dt

∣

∣

∣

∣

>
y

2

}

= µ1 + µ2. (2.14)

Согласно (2.13), а также (2.11) имеем µ1 6 4C3

∫

R

ϕ
( |f(x)|

y

)

dx. Получим аналогичную оценку

для µ2, и тем самым неравенство (2.7) будет доказано.

Используя представление функции ϕ в виде (2.1), для x ∈ (−π, π) и u0 > 0 имеем

sup
k∈N

∣

∣

∣

∣

∣

∫

R\(−π
2α

, π
2α)

f(t+ x)D∗
αmk

(t)

y
dt

∣

∣

∣

∣

∣

6

∫

R\(−π
2α

, π
2α )

|f(t+ x)|
|t|y dt

6

∫

{

t∈R\(−π
2α

, π
2α ) :

|f(t+x)|
y

>u0

}

|f(t+ x)|
|t|y dt+

∫

{

t∈R\(−π
2α

, π
2α) :

|f(t+x)|
y

6u0

}

|f(t+ x)|
|t|y dt.

Отсюда

µ2 6 mes

{

x ∈ (−π, π) :
∫

{

t∈R\(−π
2α

, π
2α) :

|f(t+x)|
y

>u0

}

|f(t+ x)|
|t|y dt >

1

4

}

+ mes

{

x ∈ (−π, π) :
(

∫

{

t∈R\(−π
2α

, π
2α) :

|f(t+x)|
y

6u0

}

|f(t+ x)|
|t|y dt

)3/2

>
1

43/2

}

= µ12 + µ22. (2.15)

Применяя к первому слагаемому в правой части (2.15) неравенство Чебышева, а затем исполь-
зуя представление функции ϕ в виде (2.1), получаем

µ12 6 4

π
∫

−π

∫

{

t∈R\(−π
2α

, π
2α ) :

|f(t+x)|
y

>u0

}

|f(t+ x)|
|t|y dt dx 6 16α

∫

{

t∈R :
|f(t)|

y
>u0

}

|f(t)|
y

dt 6 C4

∫

R

ϕ

( |f(t)|
y

)

dt.

Действуя аналогичным образом со слагаемым µ22, используя вдобавок неравенство Гельдера
для интегралов, имеем

µ22 6 43/2
π
∫

−π

(

∫

{

t∈R\(−π
2α

, π
2α ) :

|f(t+x)|
y

6u0

}

|f(t+ x)|
|t|y dt

)3/2

dx

6 2 · 43/2π
∫

{

t∈R : |f(t)|
y

6u0

}

( |f(t)|
y

)3/2
dt

(

∫

{t∈R:|t|> π
2α}

dt

t3

)1/2

6 C5

∫

R

ϕ
( |f(t)|

y

)

dt.
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Таким образом, µ2 6 µ12 + µ22 6 (C4 + C5)

∫

R

ϕ
( |f(t)|

y

)

dt, и (2.7) доказано.

Обратимся теперь к оценке (2.8). Поскольку для любой функции g ∈ ϕ(L)([0, 2π)) подпо-
следовательность Smk

(g, x) сумм Фурье сходится почти всюду на [0, 2π), то подпоследователь-
ность S̃mk

(g, x) сопряженных сумм Фурье любой функции g из ϕ(L)([0, 2π)) также сходится
почти всюду [17, т. 2, гл. 13, замечание 1 к теореме 5.1]. Дальнейшее доказательство справед-
ливости оценки (2.8) аналогично приведенному доказательству справедливости оценки (2.7),
поскольку использованные свойства ядра Дирихле и модифицированного ядра Дирихле ана-
логичны соответствующим свойствам сопряженного ядра Дирихле и модифицированного со-
пряженного ядра Дирихле. Лемма доказана.

Лемма 4. Пусть α > 0, {mk}∞k=1 — возрастающая последовательность натуральных

чисел. Тогда для функции f ∈ L2(R), последовательности θ = {αmk}∞k=1 и числа y > 0

mes{x ∈ [−π, π) :M∗(f, θ, x) > y} 6
A4

y2

∫

R

f2(x)dx, (2.16)

mes{x ∈ [−π, π) : M̃∗(f, θ, x) > y} 6
A4

y2

∫

R

f2(x)dx, (2.17)

где константа A4 не зависит ни от f, ни от y.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно теореме Карлесона [1] ряд Фурье любой функции
f ∈ L2([0, 2π)) сходится почти всюду. Отсюда следует, что для любой возрастающей последо-
вательности натуральных чисел {mk}∞k=1 мажоранта M(g, x) =M(g, {mk}, x) = sup

k∈N
|Smk

(g, x)|
почти всюду конечна. Дальнейшее доказательство почти идентично доказательству леммы 3.
В самом деле, при получении оценки (2.13) в доказательстве леммы 3 мы пользовались лишь
следующими свойствами функции ϕ ∈ Φ : ϕ(0) = 0, выпуклость ϕ(u) на [0,+∞) и вогну-
тость ϕ(

√
u) на [0,+∞). А этими свойствами функция ϕ(u) = u2 обладает. Следовательно,

имеет место следующий аналог (2.13):

mes

{

x ∈ (−π, π) : sup
k∈N

∣

∣

∣

∣

π/(2α)
∫

−π/(2α)

f(t+ x)D∗
αmk

(t) dt

∣

∣

∣

∣

> y

}

6 C3

∫

R

( |f(x)|
y

)2
dx. (2.18)

Теперь воспользуемся неравенством (2.14). Затем к слагаемому µ1 применим (2.18), а для
слагаемого µ2 справедлива следующая цепочка неравенств

µ2 6 mes

{

x ∈ (−π, π) :
(

∫

R\(−π
2α

, π
2α )

|f(t+ x)|
|t|y dt

)2

>
1

4

}

6 8π

∫

R

(f(t)

y

)2
dt

∫

R\(−π
2α

, π
2α)

1

t2
dt =

C6

y2

∫

R

f2(t)dt.

Таким образом, (2.16) доказано. Оценка (2.17) доказывается аналогично оценке (2.8). Лемма
доказана.

3. Основные леммы и доказательство теоремы 1

Пусть d — натуральное число, B ⊂ {1, 2, . . . , d}, {mk}∞k=1 — возрастающая последователь-
ность натуральных чисел, (α1, . . . , αd) — d-мерный вектор с положительными координатами.
Для функции f, определенной на R

d, и x = (x1, . . . , xd) положим

S∗
k,B(f,x) =

∫

Rd

∏

j∈B

(−D̃∗
αjmk

(tj))
∏

j∈{1,...,d}\B

D∗
αjmk

(tj)f(x+ t) dt, M∗
B(f,x) = sup

k∈N
|S∗

k,B(f,x)|.
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Лемма 5. Пусть ϕ ∈ Φ, {mk}∞k=1 — возрастающая последовательность натуральных чи-

сел. Предположим, что для любой функции g ∈ ϕ(L)([0, 2π)) последовательность сумм Фурье

Smk
(g, x) сходится почти всюду. Тогда для каждого d ∈ N и d-мерного вектора (α1, . . . , αd) с

положительными координатами найдется константа Kd > 0 такая, что для любой функ-

ции f ∈ ϕ(L)(ln+ L)d−1(Rd), для всех B ⊂ {1, 2, . . . , d} и любых y > 1

mes
{

x ∈ [−π, π)d :M∗
B(f,x) > y

}

6
Kd

y

∫

Rd

ϕ(|f(x)|)(ln+ |f(x)|)d−1 dx. (3.1)

Лемма 6. Пусть {mk}∞k=1 — возрастающая последовательность натуральных чисел, d ∈
N, (α1, . . . , αd) — d-мерный вектор с положительными координатами. Тогда найдется кон-

станта Kd > 0 такая, что для любой функции f ∈ L2(Rd), для всех B ⊂ {1, 2, . . . , d} и любых

y > 0

mes
{

x ∈ [−π, π)d :M∗
B(f,x) > y

}

6
Kd

y2

∫

Rd

f2(x) dx. (3.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о лемм 5 и 6 будем вести одновременно индукцией по d.
База индукции. При d = 1 утверждение леммы 6 вытекает из леммы 4: для B = {∅}

оценка (3.2) есть оценка (2.16), а для B = {1} — оценка (2.17).

Поскольку функция ϕ выпуклая и ϕ(0) = 0, то для любых u > 0 и y > 1 ϕ
(u

y

)

6
ϕ(u)

y
.

С учетом этого неравенства, при d = 1 утверждение леммы 5 следует из леммы 3: для B = {∅}
оценка (3.1) вытекает из оценки (2.7), а для B = {1} — из оценки (2.8).

В случае леммы 5 обозначим для краткости

ϕd(u) = ϕ(u)(ln+ u)d−1, d ∈ N. (3.3)

Шаг индукции. Пусть d > 2. Предположим, что оценка (3.1) верна для размерности
d− 1, и докажем ее для размерности d. Пусть B — некоторое подмножество множества Nd =
{1, 2, . . . , d}. Обозначим B̄ = Nd\B. Рассмотрим три случая.

С л у ч а й 1: 1 ∈ B̄, 2 ∈ B̄.
Обозначим

Πk = Πk(t3, . . . , td) =
∏

j∈B\{1,2}

(−D̃∗
αjmk

(tj))
∏

j∈B̄\{1,2}

D∗
αjmk

(tj).

Тогда

S∗
k,B(f,x) =

∫

Rd

D∗
α1mk

(t1)D
∗
α2mk

(t2)Πk(t3, . . . , td)f(x+ t) dt. (3.4)

Для произведения ядер Дирихле D∗
α1mk

(t1)D
∗
α2mk

(t2) имеет место равенство (см. [14, соотно-
шение (3.4)])

D∗
α1mk

(t1)D
∗
α2mk

(t2) = D1
k +D2

k, (3.5)

где

D1
k =

1

2t1

[

D̃∗
α2mk

(

t2 +
α1

α2
t1

)

− D̃∗
α2mk

(

t2 −
α1

α2
t1

)]

, (3.6)

D2
k =

1

2t2

[

D̃∗
α1mk

(

t1 +
α2

α1
t2

)

− D̃∗
α1mk

(

t1 −
α2

α1
t2

)]

. (3.7)

Заметим, что при каждом k функции D1
k и D2

k ограничены.
Далее будем считать, что f ∈ ϕd(L)(R

d) (в случае леммы 5) или f ∈ L2(Rd) (в случае
леммы 6). Пусть (x1, . . . , xd) ∈ [−π, π)d. Умножим обе части равенства (3.6) на

Πk(t3, . . . , td)f(x1 + t1, . . . , xd + td)
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и проинтегрируем по множеству {(t1, t2, . . . , td) ∈ R
d : |t1| > ε}. Затем разобьем получившийся

в правой части интеграл на разность двух интегралов в соответствии с разностью в (3.6),

сделаем в них замену переменных соответственно u1 = t1, u2 = t2 +
α1

α2
t1, u3 = t3, . . . , ud = td

и u1 = t1, u2 = t2 −
α1

α2
t1, u3 = t3, . . . , ud = td и перейдем к пределу при ε → +0. Получим

равенство
∫

Rd

D1
kΠk(t3, . . . , td)f(x1 + t1, . . . , xd + td) dt1 . . . dtd

=
1

2

∫

Rd−1

D̃∗
α2mk

(u2)Πk(u3, . . . , ud)h
1,−

α1
α2 (x1, x2 + u2, x3 + u3, . . . , xd + ud) du2 . . . dud

− 1

2

∫

Rd−1

D̃∗
α2mk

(u2)Πk(u3, . . . , ud)h
1,

α1
α2 (x1, x2 + u2, x3 + u3, . . . , xd + ud) du2 . . . dud, (3.8)

где функции h
1,−

α1
α2 и h

1,
α1
α2 определены соотношением (2.2). Проделав с равенством (3.7) то

же, что и с (3.6), только производя при этом замены u1 = t1 +
α2

α1
t2, u2 = t2, . . . , ud = td и

u1 = t1 −
α2

α1
t2, u2 = t2, . . . , ud = td, получаем

∫

Rd

D2
kΠk(t3, . . . , td)f(x1 + t1, . . . , xd + td) dt

=
1

2

∫

Rd−1

D̃∗
α1mk

(u1)Πk(u3, . . . , ud)h
−

α2
α1

,1
(x1 + u1, x2, x3 + u3, . . . , xd + ud) du1du3 . . . dud

− 1

2

∫

Rd−1

D̃∗
α1mk

(u1)Πk(u3, . . . , ud) h
α2
α1

,1
(x1 + u1, x2, x3 + u3, . . . , xd + ud) du1du3 . . . dud. (3.9)

Используя определение M∗
B(f,x), (3.4), (3.5), (3.8) и (3.9), имеем

2M∗
B(f,x)

6 sup
k∈N

∣

∣

∣

∣

∫

Rd−1

D̃∗
α2mk

(u2)Πk(u3, . . . , ud)h
1,−

α1
α2 (x1, x2 + u2, x3 + u3, . . . , xd + ud) du2 . . . dud

∣

∣

∣

∣

+ sup
k∈N

∣

∣

∣

∣

∫

Rd−1

D̃∗
α2mk

(u2)Πk(u3, . . . , ud)h
1,

α1
α2 (x1, x2 + u2, x3 + u3, . . . , xd + ud) du2 . . . dud

∣

∣

∣

∣

+ sup
k∈N

∣

∣

∣

∣

∫

Rd−1

D̃∗
α1mk

(u1)Πk(u3, . . . , ud)h
−

α2
α1

,1
(x1 + u1, x2, x3 + u3, . . . , xd + ud) du1du3 . . . dud

∣

∣

∣

∣

+ sup
k∈N

∣

∣

∣

∣

∫

Rd−1

D̃∗
α1mk

(u1)Πk(u3, . . . , ud)h
α2
α1

,1
(x1 + u1, x2, x3 + u3, . . . , xd + ud) du1du3 . . . dud

∣

∣

∣

∣

=M1
B(f,x) +M2

B(f,x) +M3
B(f,x) +M4

B(f,x). (3.10)

Покажем, что M1
B(f,x) удовлетворяет неравенству (3.1) (в случае леммы 5) или неравен-

ству (3.2) (в случае леммы 6) с некоторой константой K1
d . Зафиксируем x1 ∈ [−π, π). То-

гда множество B′ = B ∪ {2} ⊂ {2, . . . , d}, последовательность {mk}∞k=1, d − 1-мерный вектор
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(α2, . . . , αd) и построенный на их основе применяемый к функции d−1 переменного g(x2, . . . , xd)
оператор

sup
k∈N

|S∗
k,B′(g, (x2, . . . , xd))|,

где

S∗
k,B′(g, (x2, . . . , xd))

∫

Rd−1

∏

j∈B′

(−D̃∗
αjmk

(uj))
∏

j∈{2,...,d}\B′

D∗
αjmk

(uj)g(x2 + u2, . . . , xd + ud) du2 . . . dud,

удовлетворяют предположению индукции. Поэтому согласно предположению индукции для

функции g(x2, . . . , xd) = h
1,−

α2
α1 (x1, x2, x3, . . . , xd) (x1 фиксировано) в случае леммы 5 справед-

лива оценка

mes

{

(x2, . . . , xd) ∈ [−π, π)d−1 : sup
k∈N

∣

∣

∣

∣

∫

Rd−1

D̃∗
α2mk

(u2)Πk(u3, . . . , ud)

× h
1,−

α2
α1 (x1, x2 + u2, x3 + u3, . . . , xd + ud) du2 . . . dud

∣

∣

∣

∣

> y

}

= mes

{

(x2, . . . , xd) ∈ [−π, π)d−1 : sup
k∈N

∣

∣

∣

∣

S∗
k,B′

(

h
1,−

α2
α1 , (x2, . . . , xd)

)

∣

∣

∣

∣

> y

}

6
Kd−1

y

∫

Rd−1

ϕd−1

(

|h1,−
α2
α1 (x1, x2, x3, . . . , xd)|

)

dx2 . . . dxd, y > 1. (3.11)

В случае леммы 6 аналогичным образом имеем

mes

{

(x2, . . . , xd) ∈ [−π, π)d−1 : sup
k∈N

∣

∣

∣

∣

∫

Rd−1

D̃∗
α2mk

(u2)Πk(u3, . . . , ud)

× h
1,−

α2
α1 (x1, x2 + u2, x3 + u3, . . . , xd + ud) du2 . . . dud

∣

∣

∣

∣

> y

}

6
Kd−1

y2

∫

Rd−1

(

h
1,−

α2
α1 (x1, x2, x3, . . . , xd)

)2
dx2 . . . dxd, y > 0. (3.12)

Пользуясь тем, что

mes
{

(x1, x2, . . . , xd) ∈ [−π, π)d :M1
B(f,x) > y

}

=

π
∫

−π

mes

{

(x2, . . . , xd) ∈ [−π, π)d−1 : sup
k∈N

∣

∣

∣
S∗
k,B′

(

h
1,−

α2
α1 , (x2, . . . , xd)

)∣

∣

∣
> y

}

dx1,

а затем применяя (3.11) и теорему Фубини, в случае леммы 5 получаем

mes
{

(x1, x2, . . . , xd) ∈ [−π, π)d : M1
B(f,x) > y

}

6

π
∫

−π

Kd−1

y

∫

Rd−1

ϕd−1

(

|h1,−
α2
α1 (x1, x2, . . . , xd)|

)

dx2 . . . dxd dx1

6
Kd−1

y

∫

Rd

ϕd−1

(

|h1,−
α2
α1 (x1, x2, . . . , xd)|

)

dx1dx2 . . . dxd.
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Отсюда и из леммы 1 для y > 1 заключаем

mes
{

(x1, x2, . . . , xd) ∈ [−π, π)d : M1
B(f,x) > y

}

6
K1

d

y

∫

Rd

ϕd(|f(x1, x2, . . . , xd)|) dx1dx2 . . . dxd.

Аналогичным образом в случае леммы 6 из (3.12) имеем

mes
{

(x1, x2, . . . , xd) ∈ [−π, π)d : M1
B(f,x) > y

}

6
Kd−1

y2

∫

Rd

(

h
1,−

α2
α1 (x1, x2, . . . , xd)

)2
dx1dx2 . . . dxd,

откуда с помощью леммы 2 для y > 0

mes
{

(x1, x2, . . . , xd) ∈ [−π, π)d : M1
B(f,x) > y

}

6
K1

d

y2

∫

Rd

(f(x1, x2, . . . , xd))
2 dx1dx2 . . . dxd.

Аналогично можно показать, что мажоранты M i
B(f,x), i = 2, 3, 4, также удовлетворя-

ют (3.1) (или (3.2)) с той же константой K1
d . Таким образом, для MB(f,x) неравенство (3.1)

(в случае леммы 5) или неравенство (3.2) (в случае леммы 6) выполняется с константой
Kd = 4K1

d .

С л у ч а й 2: 1 ∈ B, 2 ∈ B̄. (Случай, когда 1 ∈ B̄, 2 ∈ B, рассматривается аналогично).
Здесь

S∗
k,B(f,x) = −

∫

Rd

D̃∗
α1mk

(t1)D
∗
α2mk

(t2)Πk(t3, . . . , td)f(x+ t) dt. (3.13)

Воспользуемся равенством (см. [14, соотношение (3.12)])

D̃∗
α1mk

(t1)D
∗
α2mk

(t2) = D3
k +D4

k, (3.14)

где

D3
k =

1

2t1

[

D∗
α2mk

(

t2 +
α1

α2
t1

)

+D∗
α2mk

(

t2 −
α1

α2
t1

)

− 2D∗
α2mk

(t2)
]

, (3.15)

D4
k =

1

2t2

[

D∗
α1mk

(

t1 +
α2

α1
t2

)

−D∗
α1mk

(

t1 −
α2

α1
t2

)]

. (3.16)

Обе части равенства (3.15) умножим на произведение Πkf(x + t) и проинтегрируем по мно-
жеству {(t1, t2, . . . , td) ∈ R

d : |t1| > ε}, ε > 0. Затем разобьем получившийся в правой части
интеграл на три интеграла, сделаем в первых двух из них замену переменных соответственно

u1 = t1, u2 = t2 +
α1

α2
t1, u3 = t3, . . . , ud = td и u1 = t1, u2 = t2 −

α1

α2
t1, u3 = t3, . . . , ud = td и пе-

рейдем к пределу при ε→ 0. Аналогичные действия проделаем с равенством (3.16). Используя
получившиеся соотношения, а также (3.14) и (3.13), придем к неравенству

2M∗
B(f,x)

6 sup
k∈N

∣

∣

∣

∣

∫

Rd−1

D∗
α2mk

(u2)Πk(u3, . . . , ud)h
1,−

α1
α2 (x1, x2 + u2, x3 + u3, . . . , xd + ud) du2 . . . dud

∣

∣

∣

∣

+ sup
k∈N

∣

∣

∣

∣

∫

Rd−1

D∗
α2mk

(u2)Πk(u3, . . . , ud)h
1,

α1
α2 (x1, x2 + u2, x3 + u3, . . . , xd + ud) du2 . . . dud

∣

∣

∣

∣

+ sup
k∈N

∣

∣

∣

∣

∫

Rd−1

D∗
α2mk

(u2)Πk(u3, . . . , ud)h
1,0(x1, x2 + u2, x3 + u3, . . . , xd + ud) du2 . . . dud

∣

∣

∣

∣
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+ sup
k∈N

∣

∣

∣

∣

∫

Rd−1

D∗
α1mk

(u1)Πk(u3, . . . , ud)h
−

α2
α1

,1
(x1 + u1, x2, x3 + u3, . . . , xd + ud) du1du3 . . . dud

∣

∣

∣

∣

+ sup
k∈N

∣

∣

∣

∣

∫

Rd−1

D∗
α1mk

(u1)Πk(u3, . . . , ud)h
α2
α1

,1
(x1+u1, x2, x3+u3, . . . , xd+ud) du1du3 . . . dud

∣

∣

∣

∣

. (3.17)

Используя те же рассуждения, что и в случае 1, можно показать, что все пять слагаемых в
правой части (3.17) удовлетворяют (3.1) (или (3.2)), откуда следуют (3.1) и (3.2) для MB(f,x).

С л у ч а й 3: 1 ∈ B, 2 ∈ B.
Этот случай рассматривается аналогично двум предыдущим. Здесь используется тожде-

ство D̃∗
α1mk

(t1)D̃
∗
α2mk

(t2) = D5
k +D6

k, где

D5
k =

1

2t1

[

D̃∗
α2mk

(

t2 +
α1

α2
t1

)

+ D̃∗
α2mk

(

t2 −
α1

α2
t1

)

− 2D̃∗
α2mk

(t2)
]

,

D6
k =

1

2t2

[

D̃∗
α1mk

(

t1 +
α2

α1
t2

)

+ D̃∗
α1mk

(

t1 −
α2

α1
t2

)

− 2D̃∗
α1mk

(t1)
]

.

Таким образом, (3.1) и (3.2) справедливы для любого d ∈ N и произвольного B ⊂ {1, 2, . . . , d}.
Леммы 5 и 6 доказаны.

Лемма 7. Пусть ϕ ∈ Φ, ϕ̃(u) = max{u, ϕ(u)} для u > 0, {mk}∞k=1 — возрастающая после-

довательность натуральных чисел. Предположим, что для любой функции g ∈ ϕ(L)([0, 2π))
последовательность сумм Фурье Smk

(g, x) сходится почти всюду. Тогда для каждого d ∈ N

и d-мерного вектора (α1, . . . , αd) с положительными координатами найдется константа

K̄d > 0 такая, что для любой функции f ∈ ϕ̃(L)(ln+ L)d(Rd) и для всех B ⊂ {1, 2, . . . , d}
∫

[−π,π)d

M∗
B(f,x) dx 6 K̄d

(
∫

Rd

ϕ̃(|f(x)|)(ln+ |f(x)|)d dx+ 1

)

. (3.18)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть f ∈ ϕ̃(L)(ln+ L)d(Rd).Положим λf (y) = mes
{

x ∈ [−π, π)d :
M∗

B(f,x) > y
}

. Тогда

∫

[−π,π)d

M∗
B(f,x) dx 6 2(2π)d −

∞
∫

2

y dλf (y) 6 2(2π)d +

∞
∫

2

λf (y)dy. (3.19)

Для y > 0, обозначив

f1(x) = f1y (x) =

{

f(x), |f(x)| > y,

0, |f(x)| 6 y,
f2(x) = f2y (x) = f(x)− f1(x),

имеем

λf (y) 6 mes{x ∈ [−π, π)d :M∗
B(f

1,x) > y/2}+ mes
{

x ∈ [−π, π)d :M∗
B(f

2,x) > y/2
}

= λf1(y/2) + λf2(y/2). (3.20)

Из (3.19) и (3.20) получаем

∫

[−π,π)d

M∗
B(f,x) dx 6 2(2π)d +

∞
∫

2

λf1(y/2)dy +

∞
∫

2

λf2(y/2)dy.

Нетрудно видеть, что f1 ∈ ϕ(L)(ln+ L)d−1(Rd), а f2 ∈ L2(Rd). Поэтому к функции f1 можно
применить лемму 5 и оценить λf1(y/2) с помощью неравенства (3.1); аналогично к функции f2
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можно применить лемму 6 и оценить λf2(y/2) с помощью неравенства (3.2). В результате
заключаем

∫

[−π,π)d

M∗
B(f,x) dx 6 2(2π)d + 2Kd

∞
∫

2

(

1

y

∫

{t∈Rd:|f(t)|>y}

ϕ(|f(t)|)(ln+ |f(t)|)d−1 dt

)

dy

+ 2Kd

∞
∫

2

(

1

y2

∫

{t∈Rd:|f(t)|6y}

|f(t)|2 dt
)

dy

= 2Kd

∫

Rd∩{t∈Rd:|f(t)|>2}

ϕ(|f(t)|)(ln+ |f(t)|)d−1

(

|f(t)|
∫

2

dy

y

)

dt+2Kd

∫

Rd

|f(t)|2
(

∞
∫

|f(t)|

dy

y2

)

dt+2(2π)d,

откуда очевидно вытекает (3.18). Лемма 7 доказана.

Теперь для доказательства теоремы 1 достаточно повторить рассуждения разд. 4 рабо-
ты [14]. При этом вместо лемм 4 и 5 из [14] нужно в соответствующих местах использовать
соответственно леммы 5 и 7 настоящей работы. В итоге получим существование константы
C7 > 0 такой, что для любой функции f ∈ ϕ(L)(ln+ L)d−1([0, 2π)d) и любых y > 1

mes
{

x ∈ [−π, π)d : sup
k∈N

∣

∣

∣
S̃nk,B(f,x)

∣

∣

∣
> y

}

6
C7

y

(
∫

[−π,π)d

ϕ(|f(x)|)(ln+(|f(x)|))d−1dx+1

)

. (3.21)

Из (3.21) и неравенства lim
m→∞

sup
k,l>m

∣

∣S̃nk,B(f,x)− S̃nl,B(f,x)
∣

∣ 6 2 sup
k∈N

∣

∣S̃nk ,B(f,x)
∣

∣ следует

mes
{

x ∈ [−π, π)d : lim
m→∞

sup
k,l>m

∣

∣

∣
S̃nk,B(f,x)− S̃nl,B(f,x)

∣

∣

∣
> y

}

6
2C7

y

(
∫

[−π,π)d

ϕ(|f(x)|)(ln+(|f(x)|))d−1dx+ 1

)

. (3.22)

Пусть y > 0. Для любого сколь угодно большого α > 0 найдется кратный тригонометри-
ческий полином g такой, что

2C7

y

∫

[−π,π)d

ϕ(|αf(x) − g(x)|)(ln+(|αf(x) − g(x)|))d−1dx < 1. (3.23)

Каждый член последовательности {S̃nk ,B(g,x)}∞k=1 является (кратным) тригонометрическим
полиномом, степень которого по каждой переменной не превосходит соответствующей сте-
пени полинома g. Так как для нашей последовательности векторов nk = (n1k, n

2
k, . . . , n

d
k)

min
16j6d

njk → ∞ при k → ∞, то все полиномы S̃nk,B(g,x), начиная с некоторого номера, совпада-

ют между собой. Следовательно, для всех x ∈ [−π, π)d lim
m→∞

sup
k,l>m

∣

∣S̃nk,B(g,x)−S̃nl ,B(g,x)
∣

∣ = 0,

откуда
lim

m→∞
sup
k,l>m

∣

∣S̃nk,B(αf,x)− S̃nl,B(αf,x)
∣

∣

6 lim
m→∞

sup
k,l>m

∣

∣S̃nk ,B(αf − g,x) − S̃nl,B(αf − g,x)
∣

∣, x ∈ [−π, π)d. (3.24)

Применяя последовательно (3.24), (3.22) к функции αf(x)− g(x) и (3.23), получаем

mes
{

x ∈ [−π, π)d : lim
m→∞

sup
k,l>m

∣

∣S̃nk,B(f,x)− S̃nl,B(f,x)
∣

∣ > y
}
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6 mes
{

x ∈ [−π, π)d : lim
m→∞

sup
k,l>m

∣

∣S̃nk,B(αf − g,x) − S̃nl,B(αf − g,x)
∣

∣ > αy
}

6
1

α
.

Устремляя здесь α к +∞, для любого y > 0 заключаем

mes
{

x ∈ [−π, π)d : lim
m→∞

sup
k,l>m

∣

∣S̃nk,B(f,x)− S̃nl,B(f,x)
∣

∣ > y
}

= 0.

Таким образом, для почти всех x ∈ [−π, π)d lim
m→∞

sup
k,l>m

∣

∣S̃nk,B(f,x)− S̃nl,B(f,x)
∣

∣ = 0, т. е. для

почти всех x ∈ [−π, π)d последовательность {S̃nk ,B(f,x)}∞k=1 сходится. Теорема 1 доказана.
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