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Введение

Пусть R
m — m-мерное евклидово пространство точек x = (x1, . . . , xm) с нормой |x| =(

x21 + · · ·+ x2m
)1/2

, m ≥ 1, Tm = (−π, π]m ; Lp (T
m), 1 ≤ p < ∞, — пространство всех изме-

римых 2π-периодических по каждой переменной xi, i = 1,m, функций f(x) = f (x1, . . . , xm) с

конечной Lp (T
m)-нормой ‖f‖p,m =

(
π−m

∫

Tm

|f(x)|p dx

)1/p

; L∞ (Tm) ≡ C (Tm) — простран-

ство всех непрерывных 2π-периодических по каждой переменной функций с равномерной
нормой ‖f‖∞,m = max {|f(x)| : x ∈ T

m} ; En,...,n(f)p,m — полное наилучшее в метрике Lp(T
m)

приближение функции f тригонометрическими полиномами порядка не выше n, n ∈ Z+, по
каждой переменной xi, i = 1,m; ωl (f ; δ)p,m — полный модуль гладкости l-го порядка функ-

ции f ∈ Lp (T
m), l ∈ N : ωl (f ; δ)p,m = sup

{∥∥∆l
hf (·)

∥∥
p,m

: h ∈ R
m, |h| ≤ δ

}
, где ∆l

hf(x) =
∑l

ν=0(−1)l−νCν
l f(x+νh), C

ν
l = l!/ν!(l−ν)!, ν = 0, l; Sn1,...,nm(f ;x) = Sn1,...,nm (f ; x1, . . . , xm) —

частная сумма порядка ni ∈ Z+ по переменной xi
(
i = 1,m

)
тригонометрического ряда Фурье

функции f ∈ Lp (T
m) ; Ωl (0, d] — класс функций ω = ω(δ), определенных на (0, d] , d = πm1/2,

и удовлетворяющих условиям: 0 < ω(δ) ↓ 0 (δ ↓ 0) и δ−lω(δ) ↓ (δ ↑) ; M0 — класс всех последо-
вательностей ε = {εn}

∞
n=1 ⊂ R таких, что 0 < εn ↓ 0 при n ↑ ∞.

Для заданных чисел l ∈ N, 1 ≤ p <∞ и функции ω ∈ Ωl (0, d] обозначим

H l
p,m [ω] =

{
f ∈ Lp (T

m) : ωl (f ; δ)p,m ≤ ω(δ), δ ∈ (0, d]
}
.

Автором в [1, теорема 2] приведено решение задачи о точном порядке уклонения в рав-
номерной метрике частных кубических сумм кратных тригонометрических рядов Фурье на
классах H l

p,m [ω] в случае 1 < p < ∞, m ≥ 1 и l > m/p. В настоящей работе указанный
результат дополнен рассмотрением случая p = 1, потребовавшего (в силу специфики про-
странства L1 (T

m)) привлечения иных идей и конструкций (см. ниже разд. 1, доказательство
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теоремы 1 при p = 1, и разд. 2, доказательство теоремы 2 при p = 1). Кроме того, в этой
работе для случая m = l = 1 приведен краткий обзор с комментариями некоторых ранее
установленных результатов, о которых автору стало известно после публикации [1], а также
представлены примеры функций, подтверждающие невозможность ослабления условия на мо-
дуль непрерывности функций из Lp(T), p ≥ 1, гарантирующего равномерную сходимость их
рядов Фурье (см. ниже разд. 3).

Напомним некоторые известные определения, которые нам понадобятся в дальнейшем.
Функции f и g называются эквивалентными (обозначение: f ∼ g), если они совпадают по-
чти всюду в смысле m-мерной меры Лебега. Функция f называется существенно непрерывной

на T
m, если она эквивалентна некоторой функции g ∈ C (Tm); в противном случае функция f

называется существенно разрывной на T
m. Функция f называется существенно ограниченной

на T
m, если она эквивалентна некоторой ограниченной функции; в противном случае функ-

ция f называется существенно неограниченной на T
m. Поскольку всякая существенно непре-

рывная на T
m функция является существенно ограниченной, то ясно, что всякая существенно

неограниченная на T
m функция является существенно разрывной.

Для полноты и удобства изложения формулировки утверждений и комментарии к ним
приводятся для случая 1 ≤ p <∞.

Теорема 1. Пусть 1 ≤ p <∞, m ≥ 1, f ∈ Lp (T
m) , l ∈ N, l > m/p и сходится ряд

∞∑

n=1

nm/p−1ωl

(
f ;
d

n

)

p,m
<∞ (1)

либо (эквивалентный в смысле сходимости при l > m/p) ряд

∞∑

n=1

nm/p−1En−1,...,n−1(f)p,m <∞; (2)

тогда f эквивалентна некоторой функции ψ ∈ C (Tm) и справедливы оценки

‖ψ (·)− Sn,...,n(f ; ·)‖∞,m ≤ C1(p,m)
{
nm/pEn−1,...,n−1(f)p,m +

∞∑

ν=n+1

νm/p−1Eν−1,...,ν−1(f)p,m

}

≤ C2(l, p,m)

∞∑

ν=n+1

νm/p−1ωl

(
f ;
d

ν

)
p,m

, n ∈ N. (3)

З а м е ч а н и е 1. Теорема 1 фактически утверждает, что при выполнении условия (1)
либо условия (2) m-кратный ряд Фурье функции f ∈ Lp (T

m) равномерно сходится по кубам
к функции ψ ∈ C (Tm) : ‖Sn,...,n (f ; ·)− ψ (·)‖∞,m = o(1) (n → ∞), причем оценки скорости
сходимости даются неравенствами (3).

З а м е ч а н и е 2. Теорема 1 в случае m = 1 доказана автором в [2, § 1]. Доказательство
теоремы 1 в случае p > 1 и m ≥ 1 приведено в [1, § 2] и основывается по существу на двух
известных результатах: ‖f (·)− Sn,...,n (f ; ·)‖p,m → 0 при n → ∞ и ‖f (·)− Sn,...,n (f ; ·)‖p,m ≤
C3(p,m)En,...,n(f)p,m, n ∈ N, для любой функции f ∈ Lp (T

m), где 1 < p < ∞. Приведенное
ниже в разд. 1 доказательство теоремы 1 в случае p = 1, m ≥ 1 отличается от доказательства
в [2, § 1] при p = m = 1 (см. ниже разд. 1, замечание 6).

З а м е ч а н и е 3. В случае l = m = 1 и 1 < p < ∞ утверждение, согласно которому
если f ∈ Lp(T) и имеет место (1), то f ∼ ψ ∈ C(T) и ‖ψ (·)− Sn (f ; ·)‖∞,1 = o(1) (n → ∞),
было впервые отмечено П.Л.Ульяновым [3, § 4, теорема 5] как следствие неравенства разных
метрик для наилучших приближений А.А.Конюшкова — С.Б.Стечкина [4, § 1, теорема 2,
неравенство (1.8)] и одной теоремы К.Яно [5, с. 73] (см. разд. 3, п. 1) ). Справедливость им-
пликации (1) =⇒ f ∼ ψ ∈ C(T) другим методом ранее установлена Я.Л. Геронимусом [6, § 1,



О порядке равномерной сходимости частных кубических сумм 163

теорема 1]. Распространение сформулированного утверждения на многомерный случай приве-
дено в заметке Н.Т.Темиргалиева [7] с помощью m-мерного аналога указанного неравенства
А.А.Конюшкова — С.Б.Стечкина (см. [7]) и соответствующего результата Л.В.Жижиашвили
[8, теорема 6], а именно: если f ∈ Lp(T

m), l = 1 > m/p и выполняется (1), то f ∼ ψ ∈ C(Tm)
и ‖ψ (·)− Sn1,...,nm (f ; ·)‖∞,m = o(1) (ni → ∞, i = 1,m).

З а м е ч а н и е 4. 1) Условие l > m/p (l ∈ N, 1 ≤ p <∞, m ≥ 1) в теореме 1 необходимо
для сходимости ряда (1) для каждой функции f ∈ Lp (T

m) с ωl (f ; δ)p,m 6≡ 0, поскольку в

противном случае в силу известного свойства ωl (f ; δ)p,m ≥ (2d)−lωl (f ; d)p,m δ
l, δ ∈ (0, d] ,

ряд (1) заведомо расходится. Если же ряд (1) сходится при l ≤ m/p для некоторой функции
f ∈ Lp (T

m), то ωl (f ; δ)p,m = o
(
δm/p

)
= o

(
δl
)
(δ → 0) и, следовательно, ωl (f ; δ)p,m ≡ 0, так

как в противном случае δl = O(ωl(f ; δ)p,m) = o(δl)(δ → 0), что, очевидно, не представляется
возможным. Далее, при выполнении соотношения ωl(f ; δ)p,m ≡ 0 имеем ω1(f ; δ)p,m ≡ 0, откуда
следует (см., например, [9, т. 1, гл. 2, п. 3; 10, гл. 5, п. 92], случай m = 1), что f эквивалентна
постоянной.

2) В случае l ≤ m/p (1 ≤ p <∞, m ≥ 1) даже наибольший порядок убывания модуля
гладкости ωl (f ; δ)p,m = O

(
δl
)
(δ → 0) функции f ∈ Lp (T

m) не гарантирует ее эквивалент-
ность некоторой непрерывной функции и, тем более, равномерную сходимость ее ряда Фурье,
поскольку среди таких функций имеются как существенно разрывные, так и существенно
неограниченные на T

m (см., например, [3, § 4, замечание 6; 11, § 5; 12, гл. 5, § 6.3 и § 6.9; 13,
§ 2, замечания после теорем 1 и 1′; 2, замечание 3; 1, § 1, замечание 4]).

Теорема 2. Пусть 1 ≤ p <∞, m ≥ 1, l ∈ N, l > m/p, ω ∈ Ωl (0, d] и

∞∑

n=1

nm/p−1ω
(d
n

)
<∞; (4)

тогда

sup
{
‖ψ (·)− Sn,...,n (f ; ·)‖∞,m : f ∈ H l

p,m [ω]
}
≍

∞∑

ν=n+1

νm/p−1ω
(d
ν

)
, n ∈ N, (5)

где ψ обозначает соответствующую функцию из C(Tm), эквивалентную f ∈ H l
p,m[ω], суще-

ствование которой обеспечивается условием (4) в силу теоремы 1.

Отношение αn ≍ βn означает порядковое равенство величин αn и βn, т. е. существуют такие
постоянные 0 < C4 ≤ C5, зависящие лишь от указанных параметров p,m и l, что C4βn ≤ αn ≤
C5βn.

З а м е ч а н и е 5. 1) Условие сходимости ряда в (4) необходимо и достаточно для того,

чтобы каждая функция f ∈ Lp(T
m) с ωl (f ; δ)p,m = O (ω(δ)) , δ ∈ (0, d], обладала следующими

равносильными свойствами:

(а) f эквивалентна некоторой функции ψ ∈ C(Tm);

(б) частные кубические суммы ряда Фурье f равномерно сходятся к ψ на T
m.

Достаточность непосредственно следует из утверждения теоремы 1, а необходимость явля-
ется следствием п. 2) леммы 3 [1, § 3] в случае p > 1, п. 2) леммы 4 в разд. 2 настоящей работы
в случае p = 1 (см. замечание 9 в разд. 2) и основывается, по существу, на следующем суж-
дении, впервые отмеченном П.Л.Ульяновым в [3, § 4, теорема 5, замечание 5] при m = l = 1,
p > 1: если ряд в (4) расходится для некоторой функции ω ∈ Ωl(0, d], то имеются существенно
неограниченные на T

m функции F (·; p;m;ω) ∈ Lp(T
m) с ωl(F ; δ)p,m = O (ω(δ)) , δ ∈ (0, d], и

потому их ряды Фурье заведомо не являются равномерно сходящимися на T
m.

2) Утверждение 1) данного замечания в несколько иной формулировке доказано П.Л.Уль-
яновым [3, § 4, теорема 5] (см. также [11, § 1 и § 2, теорема 1]) при l = m = 1 < p < ∞,
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Н.Т.Темиргалиевым [7] (см. также [13]) при l = 1 ≤ m < p < ∞. Оно остается в силе и в
случае l = 1 ≤ p ≤ m, однако является малосодержательным: если выполнено условие (4), то
в силу (1) имеем (см. п. 1) замечания 4 ) ω1(f ; δ)p,m = o(δ) (δ → 0) и потому ω1 (f ; δ)p,m ≡ 0,
откуда следует, что f эквивалентна постоянной. Для получения содержательных утверждений
в случае 1 ≤ p ≤ m нужно вместо модулей непрерывности функций (случай l = 1) привлекать
модули гладкости порядка l > m/p (см. п. 1) замечания 4). В связи с последним замечанием
следует отметить статью Н.Т.Темиргалиева [14], в которой приведено доказательство утвер-
ждения 1) относительно свойства (а) в случае l = m+ 1 и 1 ≤ p ≤ m (=⇒ l > m/p).

Отметим также, что в указанных работах [3;7;11;13] в качестве мажоранты модуля непре-
рывности ω1(f ; δ)p,m функции f ∈ Lp(T

m) рассматривается функция ω(δ), называемая мо-

дулем непрерывности, т. е. всякая непрерывная неубывающая на отрезке [0, 1] функция с
ω(0) = 0 и ω (δ + η) ≤ ω(δ) + ω(η) при 0 ≤ δ ≤ δ + η ≤ 1.

3) Утверждение 1) остается в силе, если вместо модуля гладкости функции рассматривать
последовательность ее наилучших приближений, а именно: пусть 1 ≤ p <∞, m ≥ 1, ε ∈M0;

условие
∑∞

n=1 n
m/p−1εn < ∞ необходимо и достаточно для того, чтобы каждая функция

f ∈ Lp(T
m) с En−1,...,n−1(f)p,m = O(εn), n ∈ N, обладала равносильными свойствами (а) и (б).

Достаточность следует из утверждения теоремы 1, а необходимость является следствием
п. 2 леммы 1 [1, § 3] в случае p > 1 и п. 2 леммы 2 в разд. 2 настоящей работы в случае p = 1
(см. замечание 7 в разд. 2).

Отметим, что сформулированное в этом пункте утверждение относительно свойства (а)
хорошо известно: достаточность следует из соответствующих результатов [4, § 1, теорема 2;
15, теорема 6.4.1] в случае m = 1 и [7; 16] в случае m > 1, а необходимость установлена в
[17, § 3, теорема 4] (см. также [3, § 4, доказательство теоремы 5; 18, п. 2) леммы 5]) при m = 1,
[16] (см. также [7; 14, § 3; 19, п. 2 леммы 5 и замечание после леммы 5]) при m > 1.

1. Доказательство теоремы 1 в случае p = 1

Прежде всего отметим, что эквивалентность рядов (1) и (2) при l > m/p непосредственно
следует из неравенств (1 ≤ p ≤ ∞, m ≥ 1, n ∈ N)

C−1
6 (l,m)En−1,...,n−1(f)p,m ≤ ωl

(
f ;
d

n

)
p,m

≤ C7(l,m)n−l
n∑

ν=1

νl−1Eν−1,...,ν−1(f)p,m, (6)

левое из которых представляет собой Lp(T
m)-аналог неравенства Джексона — Стечкина (см.,

например, [15, п. 5.3.1, неравенство (1)], а правое доказывается по известной схеме [20, § 5,
теорема 8; 15, п. 6.1.1].

Утверждение об эквивалентности рядов подобного типа хорошо известно, и, в случаеm = 1,
впервые встречается в работе С.Б.Стечкина [21, теорема 1] (см. также [22, § 2, п. 2.6; 4, § 3,
теорема 12 при γ = 0, β = 1]).

Ниже приводится доказательство теоремы 1 в случае p = 1, при этом, по существу, ис-
пользуется утверждение этой теоремы для случая p > 1. Автор не исключает возможность
доказательства теоремы 1 в случае p = 1 другим способом, но акцентирует внимание на при-
веденном, поскольку оно позволяет получить требуемый результат при p = 1 с помощью уже
доказанного при p > 1.

Нам понадобится также частный случай m-мерного аналога неравенства разных метрик
для наилучших приближений А.А.Конюшкова — С.Б.Стечкина (см. [4, § 1, теорема 2, нера-
венство (1.8)], случай m = 1; [7], случай m ≥ 1): пусть 1 < p < ∞, m ≥ 1, f ∈ L1(T

m)
и

∞∑

n=1

nm(1−1/p)−1En−1,...,n−1(f)1,m <∞; (7)
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тогда f ∈ Lp(T
m) и имеет место неравенство

En−1,...,n−1(f)p,m

≤ C8(p,m)

{
nm(1−1/p)En−1,...,n−1(f)1,m +

∞∑

ν=n+1

νm(1−1/p)−1Eν−1,...,ν−1(f)1,m

}
, n ∈ N. (8)

Теперь приступим к доказательству теоремы 1 в случае p = 1. Пусть f ∈ L1(T
m) и∑∞

n=1 n
m−1En−1,...,n−1(f)1,m < ∞; тогда

∑∞
n=1 n

m(1−1/p)−1En−1,...,n−1(f)1,m < ∞ при любом
p ∈ (1,∞), т. е. сходится ряд (7), и, следовательно, f ∈ Lp(T

m). Далее, применяя неравен-
ство (8), получаем

∞∑

n=1

nm/p−1En−1,...,n−1(f)p,m

≤ C8(p,m)

{ ∞∑

n=1

nm−1En−1,...,n−1(f)1,m +
∞∑

n=1

nm/p−1
∞∑

ν=n+1

νm(1−1/p)−1Eν−1,...,ν−1(f)1,m

}

= C8(p,m)

{ ∞∑

n=1

nm−1En−1,...,n−1(f)1,m +

∞∑

ν=1

νm(1−1/p)−1Eν−1,...,ν−1(f)1,m

ν∑

n=1

nm/p−1

}

≤ C8(p,m)
(
1 +C9

(m
p

)) ∞∑

n=1

nm−1En−1,...,n−1(f)1,m,

где C9(m/p) = {1 при m/p ≥ 1; (m/p)−1 при m/p ≤ 1}.

Отсюда в силу утверждения теоремы 1 для случая p > 1 следует, что f эквивалентна
некоторой функции ψ ∈ C(Tm) и справедлива оценка (применяем неравенство (8))

‖ψ (·)− Sn,...,n (f ; ·)‖∞,m

≤ C1(p,m)

{
nm/pEn−1,...,n−1(f)p,m +

∞∑

ν=n+1

νm/p−1Eν−1,...,ν−1(f)p,m

}

≤ C1(p,m)C8(p,m)

{
nmEn−1,...,n−1(f)1,m + nm/p

∞∑

ν=n+1

νm(1−1/p)−1Eν−1,...,ν−1(f)1,m

+

∞∑

ν=n+1

νm/p−1+m(1−1/p)Eν−1,...,ν−1(f)1,m +

∞∑

ν=n+1

νm/p−1
∞∑

µ=ν+1

µm(1−1/p)−1Eµ−1,...,µ−1(f)1,m

}

≤ C1(p,m)C8(p,m)

{
nmEn−1,...,n−1(f)1,m +

∞∑

ν=n+1

νm/p+m(1−1/p)−1Eν−1,...,ν−1(f)1,m

+

∞∑

ν=n+1

νm−1Eν−1,...,ν−1(f)1,m +

∞∑

µ=n+1

µm(1−1/p)−1Eµ−1,...,µ−1(f)1,m

µ∑

ν=n+1

νm/p−1

}

≤ C1(p,m)C8(p,m)

{
nmEn−1,...,n−1(f)1,m +

(
2 + C9

(m
p

)) ∞∑

ν=n+1

νm−1Eν−1,...,ν−1(f)1,m

}
.

Таким образом, левая оценка в (3) для случая p = 1 доказана с постоянной C1(p,m) ×
C8(p,m) (2 + C9(m/p)), где p — любое число из промежутка (1,∞). Отметим, что поскольку
число p ∈ (1,∞) в приведенных выше рассуждениях использовалось в качестве свободного
параметра, то его можно исключить из рассмотрения, предварительно положив, например,
p = 2.
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Правая оценка в (3) в случае p = 1 доказывается аналогично случаю p > 1 (см. [1, до-
казательство теоремы 1 в § 2]). В силу левого неравенства в (6) и известных свойств модуля
гладкости: ωl(f ; δ1)1,m ≤ ωl(f ; δ2)1,m и δ−l

2 ωl(f ; δ2)1,m ≤ 2lδ−l
1 ωl(f ; δ1)1,m при 0 < δ1 < δ2 <∞ —

имеем

‖ψ (·)− Sn,...,n (f ; ·)‖∞,m ≤ C10(m)C6(l,m)

{
nmωl

(
f ;
d

n

)
1,m

+

∞∑

ν=n+1

νm−1ωl

(
f ;
d

ν

)
1,m

}

≤ C10(m)C6(l,m)C11(l,m)
∞∑

ν=n+1

νm−1ωl

(
f ;
d

ν

)

1,m
,

где C10(m) = C1(1,m), C11(l,m) = 2lm(2m − 1)−1 + 1.

Теорема 1 в случае p = 1 доказана. �

З а м е ч а н и е 6. В случае m = p = 1 утверждение теоремы 1 получается совсем про-
сто в силу известных неравенств |an(f)| , |bn(f)| ≤ En−1(f)1,1, n ∈ N, где an(f), bn(f) —
коэффициенты Фурье функции f ∈ L1(T) (см. [2, доказательство теоремы 1 в § 1]):

∞∑

n=1

(|an(f)|+ |bn(f)|) ≤ 2
∞∑

n=1

En−1(f)1,1 ≤ 2C6(l, 1)
∞∑

n=1

ωl

(
f ;
π

n

)
1,1

<∞,

откуда следует, что ряд Фурье f сходится абсолютно и равномерно к некоторой функции
ψ ∈ C(T), функция f эквивалентна ψ и справедлива оценка

‖ψ (·)− Sn(f ; ·)‖∞,1 ≤ 2
∞∑

ν=n+1

Eν−1(f)1,1 ≤ 2C6(l, 1)
∞∑

ν=n+1

ωl

(
f ;
π

ν

)

1,1
, n ∈ Z+.

2. Доказательство теоремы 2 в случае p = 1

Нам понадобится ряд вспомогательных результатов.

Лемма 1. Пусть ε = {εn} ∈M0, m ∈ N, k ∈ N, ∆εn = εn − εn+1; последовательность

an(m; ε) =

∞∑

ν=n

(
1−

n

ν + 1

)
(ν + 1)m−1 ∆εν , n = 1, 2, . . . ,

обладает следующими свойствами:
1) 0 < an(m; ε) ↓ (n ↑) , при этом an(1; ε) → 0 (n→ ∞) и an(m; ε) → 0 (n→ ∞) в случае

m > 1 при условии сходимости ряда
∑∞

n=1 n
m−1εn <∞;

2) an(m; ε) ≤
∑∞

ν=n (ν + 1)m−1 ∆εν , в частности an(1; ε) ≤ εn;

3) ∆an(m; ε) = an(m; ε) − an+1(m; ε) =
∑∞

ν=n (ν + 1)m−2 ∆εν , ∆an(m; ε) ≤ (n + 1)−1εn при

m = 1,∆an(m; ε) = εn при m = 2 и ∆an(m; ε) ≥ (n+ 1)m−2εn при m > 2;

4) ∆2an(m; ε) = ∆an(m; ε)−∆an+1(m; ε) = (n+ 1)m−2∆εn;

5) an(m; ε) + n∆an(m; ε) =
∑∞

ν=n (ν + 1)m−1 ∆εν , причем an(1; ε) + n∆an(1; ε) = εn и

an(m; ε) + n∆an(m; ε) ≥ (n+ 1)m−1εn при m > 1;

6)
(
m 2m−1

)−1 ∑∞
n=1 an(m; ε) ≤

∑∞
n=1 n

m−1εn ≤ 2
∑∞

n=1 an(m; ε);

7)
∑∞

ν=n+1 ν
m−1εν ≤ 2

∑∞
ν=n+1 aν(m; ε) + nan+1(m; ε);

8) n−k
∑n

ν=1 ν
k+m−1εν ≤ (k + 2)n−k

∑n
ν=1 ν

kaν(m; ε).

Лемма 1 в случае m = 1 доказана в [23, лемма 1 при p = 1] (формулировка приведена
также в [18, лемма 2]), а в случае m ≥ 1 доказательство приведено в [19, лемма 4]. Отметим,
что последовательность {an(m; ε)} при m = 1 ранее рассматривалась В.Э. Гейтом [24, § 2; 25,
§ 2, п. 2]; там же отмечены свойства 1)–5) этой последовательности {an(1; ε)} .
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Лемма 2. Пусть m ≥ 1, ε ∈M0; существует функция G(x;m; ε) ∈ L1(T
m) такая, что:

1) En−1,...,n−1(G)1,m ≤ εn, n ∈ N;

2) G ∈ C(Tm) ⇐⇒
∑∞

n=1 n
m−1εn <∞, при этом

2−m
∑∞

n=1 n
m−1εn < G((0, . . . , 0);m; ε) = ‖G(·;m; ε)‖∞,m ≤ m

∑∞
n=1 n

m−1εn;
3) если ряд в правой части 2) сходится, то∑∞

ν=n+1 ν
m−1εν ≤ 2m ‖G(· ; m; ε) − Sn,...,n(G; ·)‖∞,m + 2m−1nmεn+1, n ∈ N.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим (см., например, [24, § 2, п. 1; 25, § 2, п. 2] при m = 1,
[19, лемма 5] при m ≥ 1)

G(x;m; ε) = G((x1, . . . , xm);m; ε) =

∞∑

n=1

∆εn

m∏

i=1

Fn(xi), x = (x1, . . . , xm) ∈ T
m,

где Fn(y) = 1/2 +
∑n

ν=1(1 − ν/(n + 1)) cos νy — ядро Фейера порядка (n + 1) ∈ N (F0(y) =
1/2), y ∈ T. В силу известного равенства (см., например, [26, гл. 1, § 47, формула (47.10)])
‖Fn (·)‖1,1 = 1 имеем

∥∥G(· ;m; ε)
∥∥
1,m

≤

∞∑

n=1

∆εn

∥∥∥
m∏

i=1

Fn(xi)
∥∥∥
1,m

=

∞∑

n=1

∆εn

m∏

i=1

‖Fn(xi)‖1,1 =

∞∑

n=1

∆εn = ε1,

откуда следует, что G ∈ L1(T
m). Далее, так как Fn−1(y) — полином порядка (n− 1) ∈ Z+, то

En−1,...,n−1(G)1,m ≤
∥∥∥

∞∑

ν=n

∆εν

m∏

i=1

Fν(xi)
∥∥∥
1,m

≤
∞∑

ν=n

∆εν

∥∥∥
m∏

i=1

Fν(xi)
∥∥∥
1,m

=
∞∑

ν=n

∆εν = εn, n ∈ N,

т. е. имеет место п. 1).
Если

∑∞
n=1 n

m−1εn <∞, то из оценки
(
‖Fn(·)‖∞,1 = Fn(0) = (n+ 1)/2

)

∥∥G (·;m; ε)
∥∥
∞,m

≤
∞∑

n=1

∆εn
∥∥

m∏

i=1

Fn(xi)
∥∥∥
∞,m

= 2−m
∞∑

n=1

(n + 1)m∆εn = G (0;m; ε)

≤

∞∑

n=1

nm∆εn ≤ m

∞∑

n=1

∆εn

n∑

ν=1

νm−1 = m

∞∑

ν=1

νm−1
∞∑

n=ν

∆εn = m

∞∑

ν=1

νm−1εν

в силу известного признака равномерной сходимости Вейерштрасса следует, что G ∈ C(Tm) и
справедлива правая оценка в п. 2). С другой стороны, если G ∈ C(Tm), то

∞ >
∥∥G (·;m; ε)

∥∥
∞,m

≥ G ((0, . . . , 0) ;m; ε) =
∞∑

n=1

∆εn

m∏

i=1

Fn(0) = 2−m
∞∑

n=1

(n+ 1)m∆εn

> 2−m
∞∑

n=1

nm∆εn ≥ 2−m
∞∑

n=1

∆εn

n∑

ν=1

νm−1 = 2−m
∞∑

ν=1

νm−1
∞∑

n=ν

∆εn = 2−m
∞∑

ν=1

νm−1εν ,

откуда следуют сходимость ряда
∑∞

n=1 n
m−1εn <∞ и справедливость левой оценки в п. 2).

Перейдем к доказательству п. 3). Если ряд в правой части п. 2) сходится, то G ∈ C(Tm).
Обозначим g(y;m; ε) = G ((y, 0, . . . , 0) ;m; ε) , y ∈ T. Ясно, что g ∈ C(T) и является суммой
своего ряда Фурье:

g (y;m; ε) = 2−(m−1)
∞∑

n=1

(n+ 1)m−1∆εnFn(y)

= 2−(m−1)
∞∑

n=1

(n+ 1)m−1∆εn

{
1

2
+

n∑

ν=1

(
1−

ν

n+ 1

)
cos νy

}
= 2−m

∞∑

n=1

(n+ 1)m−1∆εn
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+ 2−(m−1)
∞∑

n=1

{ ∞∑

ν=n

(ν + 1)m−1∆εν

(
1−

n

ν + 1

)}
cosny =

(1
2

)
a0(g) +

∞∑

n=1

an(g) cos ny,

где an(g) = 2−(m−1)an(m; ε), n ∈ N, а последовательность {an(m; ε)} определена в лемме 1.

Так как по условию
∑∞

n=1 n
m−1εn <∞, то в силу п. 6) леммы 1 имеем

∑∞
n=1 an(m; ε) <∞;

отсюда, учитывая неравенство п. 7) леммы 1 и свойство an(m; ε) ↓ (n ↑), получаем

∞∑

ν=n+1

νm−1εν =
2n∑

ν=n+1

νm−1εν +
∞∑

ν=2n+1

νm−1εν ≤ 2m−1nmεn+1+2
∞∑

ν=2n+1

aν(m; ε)+2na2n+1(m; ε)

≤ 2m−1nmεn+1 + 2
∞∑

ν=2n+1

aν(m; ε) + 2
2n∑

ν=n+1

aν(m; ε) = 2m−1nmεn+1 + 2
∞∑

ν=n+1

aν(m; ε)

= 2m−1nmεn+1 + 2 · 2m−1
∞∑

ν=n+1

aν(g) = 2m−1nmεn+1 + 2m {g(0;m; ε) − Sn(g; 0)}

= 2m−1nmεn+1 + 2m {G ((0, . . . , 0);m; ε) − Sn,...,n(G; (0, . . . , 0))}

≤ 2m−1nmεn+1 + 2m
∥∥G (·;m; ε)− Sn,...,n (G; ·)

∥∥
∞,m

.

Лемма 2 доказана. �

З а м е ч а н и е 7. Если ряд
∑∞

n=1 n
m/p−1εn = ∞, где p ≥ 1, то функция G (x;m; ε) ∈

L1(T
m), рассмотренная в лемме 2 (в силу п. 2) этой леммы) и функция G (x; p;m; ε) ∈ Lp(T

m),
1 < p <∞, рассмотренная в лемме 1 [1, § 3] (в силу п. 2) этой леммы), являются существенно
неограниченными в окрестности начала координат и, следовательно, на T

m
(
обоснование см.

в [2, § 2, замечание 4] при m = 1 и в [19, замечание после леммы 5] при m ≥ 1
)
.

Лемма 3. Пусть m ≥ 1, l ∈ N и l > m; для каждой функции ω ∈ Ωl (0, d] существует

последовательность ε = {εn} такая, что:

1) 0 < εn ≤ ω(d/n), n = 1, 2, . . . , εn ↓ 0 (n ↑ ∞) ;

2) n−l
∑n

ν=1 ν
l−1εν ≍ ω(d/n);

3)
∑∞

n=1 n
m−1ω(d/n) ≍

∑∞
n=1 n

m−1εn;

4) если ряд в левой части п. 3) сходится, то∑∞
ν=n+1 ν

m−1ω(d/ν) ≍
∑∞

ν=n+1 ν
m−1εν + nmω(d/n), n ∈ N.

Лемма 3 установлена в [1, § 3, лемма 2 при p = 1].

З а м е ч а н и е 8. 1) Схема построения последовательности ε = {εn}, удовлетворяющей
соотношениям 1) и 2), впервые предложена С.Б.Стечкиным в [27, § 3, лемма 2] (см. также
[26, § 9.4, лемма 3]), где был рассмотрен случай l = 1, nω (π/n) ↑ ∞ (n ↑ ∞) и установлена
оценка сверху в соотношении 2). Позднее, в [22, § 2, лемма 3] было отмечено, что утверждение
леммы 2 [27] остается в силе и при l ∈ N (см. также [14, § 2, лемма 5]). В.Э. Гейт [28, лем-
ма 1] дополнил указанные результаты [27, лемма 2; 22, лемма 3], рассмотрев также случай
nlω (π/n) = O(1) (n ↑ ∞) (в этом случае ω (π/n) ≍ n−l и εn = n−1ω (π/n) , n ∈ N), и доказал
оценку снизу в соотношении 2). Ранее схема С.Б.Стечкина в случае l = 1 и модулей непрерыв-
ности ω (δ) привлекалась также в работах В.А.Андриенко [29, § 3, лемма 1] и П.Л.Ульянова
[3; 30, леммы 11 и 12].

2) В работе [31, § 4, формулы (44)–(45)] для заданной функции ω ∈ Ωl (0, π] определяется
класс ql,θ(ω) последовательностей ε = {εn}, удовлетворяющих условиям (l > 0, 1 ≤ θ <∞)

0 < εn ≤ ω
( 1

n

)
, εn ↓ (n ↑), C12ω

( 1

n

)
≤ n−l

( n∑

ν=1

νθl−1εθν

)1/θ
≤ C13ω

( 1

n

)
, n ∈ N, (9)



О порядке равномерной сходимости частных кубических сумм 169

при этом в вопросе относительно построения таких последовательностей приводятся заведомо
неверные ссылки (см. там же с. 127) на статьи [24;32]. Вместе с тем в списке литературы [31]
имеются указанная выше заметка В.Э. Гейта [28] и заметка автора [33], в которой сформули-
рована лемма 1, утверждающая существование (для заданной функции ω ∈ Ωl (0, 1] , l ∈ N)
последовательности ε = {εn} , удовлетворяющей условиям (9), и отмечено, что построение
ε = {εn} ведется по схеме С.Б.Стечкина [27], развитой В.Э. Гейтом в [28]. Отметим также,
что определение последовательности {εn} и полное доказательство соотношения в правой ча-
сти (9) опубликовано В.Э. Гейтом [28, лемма 1] при θ = 1, l ∈ N и автором [34, лемма 2] при
θ ≥ 1, l ∈ N.

Лемма 4. Пусть m ≥ 1, l ∈ N, l > m и ω ∈ Ωl (0, d] ; существует функция F (x;m;ω) ∈
L1(T

m) такая, что:
1) ωl (F ; δ)1,m ≤ C14(l,m)ω(δ), δ ∈ (0, d] ;

2) F ∈ C(Tm) ⇐⇒
∑∞

n=1 n
m−1ω(d/n) <∞, ‖F (·;m;ω)‖∞,m ≍

∑∞
n=1 n

m−1ω(d/n);

3) если ряд в правой части п. 2) сходится, то∑∞
ν=n+1 ν

m−1ω(d/ν) ≤ C15(l,m)
{
‖F (·;m;ω)− Sn,...,n(F ; ·)‖∞.m + nmω(d/n)

}
, n ∈ N.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Полагаем F (x;m;ω) = G (x;m; ε), где ε = {εn} — последова-
тельность, соответствующая согласно лемме 3 заданной функции ω ∈ Ωl (0, d], а функция G
определена в лемме 2. В силу правого неравенства в (6), п. 1) леммы 2 и п. 2) леммы 3 имеем
ωl(F ; d/n)1,m ≤ C7(l,m)n−l

∑n
ν=1 ν

l−1Eν−1,...,ν−1(F )1,m ≤ C7n
−l

∑n
ν=1 ν

l−1εν ≤ C16(l,m)ω(d/n),
откуда ωl(F ; d/n)1,m ≤ C16ω(d/n), n ∈ N, и, следовательно, ωl(F ; δ)1,m ≤ 2lC16(l,m)ω(δ), δ ∈
(0, d] . Далее, утверждение п. 2) является следствием п. 2) леммы 2 и п. 3) леммы 3:

‖F (·;m;ω)‖∞,m ≡ ‖G(·;m; ε)‖∞,m = G ((0, . . . , 0);m; ε) ≍

∞∑

n=1

nm−1εn ≍

∞∑

n=1

nm−1ω
(d
n

)
.

Докажем п. 3). Если ряд в правой части п. 2) сходится, то в силу п. 4) леммы 3, п. 3)
леммы 2 и п. 1) леммы 3 получаем

∞∑

ν=n+1

νm−1ω
(d
ν

)
≍

∞∑

ν=n+1

νm−1εν + nmω
(d
n

)
≤ 2m ‖G(·;m; ε) − Sn,...,n(G; ·)‖∞,m

+2m−1nmεn+1 + nmω
(d
n

)
≤ 2m ‖F (·;m; ε) − Sn,...,n(F ; ·)‖∞,m +

(
2m−1 + 1

)
nmω

(d
n

)
.

Лемма 4 доказана. �

З а м е ч а н и е 9. Если ряд
∑∞

n=1 n
(m/p)−1ω(d/n) = ∞, где p ≥ 1, то функция F ∈

L1(T
m), рассмотренная в лемме 4 (в силу F (x;m;ω) = G(x;m; ε), п. 2) этой леммы и п. 3)

леммы 3), и функция F ∈ Lp(T
m), 1 < p < ∞, рассмотренная в лемме 3 [1, § 3] (в силу

F (x; p;m;ω) = G(x; p;m; ε), п. 2) этой леммы и п. 3) леммы 2 [1, § 3]), являются существенно
неограниченными в окрестности начала координат и, следовательно, на T

m (см. замечание 7).

Лемма 5. Пусть m ≥ 1, l ∈ N, ω ∈ Ωl (0, d] ; существует последовательность функций

{Φ2n(x;m;ω)}∞n=1 ⊂ L1(T
m) такая, что:

1) ωl (Φ2n; δ)1,m ≤ C17(l,m)ω (δ) , δ ∈ (0, d] , n = 1, 2, . . . ;

2) ‖Φ2n (·;m;ω) − Sn,...,n (Φ2n; ·)‖∞,m ≥ C18(m)nmω(d/n), n ∈ N,

где C17(l,m) = 2l(1 +mldl), C18(m) = m4−m3m−1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Полагаем (при m = 1 см. [2, § 2, лемма 5]) Φ2n(x;m;ω) =
ω(d/n)

∏m
i=1 F2n(xi), где F2n(y) — ядро Фейера порядка 2n + 1, y ∈ T. Так как

‖Φ2n(·;m;ω)‖1,m = ω
(d
n

)∥∥∥
m∏

i=1

F2n(xi)
∥∥∥
1,m

= ω
(d
n

) m∏

i=1

‖F2n(xi)‖1,1 = ω
(d
n

)
≤ ω(d),
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n ∈ N, то sup
{
‖Φ2n(·;m;ω)‖1,m : n ∈ N

}
≤ ω(d) <∞, откуда {Φ2n(·;m;ω)} ⊂ L1(T

m).

Для доказательства п. 1) отметим, что при любом δ ∈ (0, d] и фиксированном n ∈ N

возможны два случая: δ < d/n либо δ ≥ d/n. При δ ≥ d/n с учетом условия ω (δ) ↑ (δ ↑)
имеем ωl (Φ2n; δ)1,m ≤ 2l ‖Φ2n(·;m;ω)‖1,m = 2lω(d/n) ≤ 2lω(δ). При δ < d/n в силу неравен-

ства (см., например, [1, замечание 6]) ωl(f ; δ)1,m ≤ mlδl max
{∥∥∂|α|f(x)/∂xα

∥∥
1,m

: |α| = l
}
, где

α = (α1, . . . , αm) , αi ∈ Z+(i = 1,m), |α| = α1 + . . . + αm, ∂x
α = ∂xα1

1 . . . ∂xαm
m (при условии

существования производной ∂|α|f(x)/∂xα ∈ L1(T
m), |α| ≤ l), m-мерного аналога неравен-

ства С.Н.Бернштейна — М.Рисса — А.Зигмунда (см., например, [15, гл. 4, п. 4.8.62, неравен-
ство (30)]), а также учитывая условие δ−lω(δ) ↓ (δ ↑), получаем

ωl (Φ2n; δ)1,m ≤ mlδl max
{∥∥∥

∂|α|Φ2n(x;m;ω)

∂xα

∥∥∥
1,m

: |α| = l
}

= mlδlω
(d
n

)
max

{∥∥∥
∂|α|

∏m
i=1 F2n(xi)

∂xα

∥∥∥
1,m

: |α| = l
}
≤ mlδlω

(d
n

)
(2n)l

∥∥∥
m∏

i=1

F2n(xi)
∥∥∥
1,m

= ml2lδlnlω
(d
n

)
= ml2ldlδl

(n
d

)l
ω
(d
n

)
≤ ml2ldlδlδ−lω(δ) = (2md)lω(δ).

Таким образом, при любом n ∈ N справедлива оценка ωl (Φ2n; δ)1,m ≤
{
2l + (2md)l

}
ω(δ) =

2l
{
1 + (md)l

}
ω(δ), δ ∈ (0, d] , т. е. имеет место соотношение 1).

Докажем соотношение 2). Поскольку Sn (F2n; y) = 1/2 +
∑n

ν=1(1 − ν/(2n + 1)) cos νy, то
имеет место равенство Sn(F2n; 0) = 2−1(2n + 1)−1(1 + 3n+ 3n2), учитывая которое, получаем

∥∥Φ2n (·;m;ω)− Sn,...,n (Φ2n; ·)
∥∥
∞,m

= ω
(d
n

)∥∥∥
m∏

i=1

F2n(xi)−

m∏

i=1

Sn(F2n;xi)
∥∥∥
∞,m

≥ ω
(d
n

){ m∏

i=1

F2n(0) −

m∏

i=1

Sn(F2n; 0)
}
= ω

(d
n

){(2n+ 1

2

)m
−

(1 + 3n+ 3n2

2(2n + 1)

)m}

=
ω
(d
n

)

2m(2n + 1)m
{
(1 + 4n+ 4n2)m − (1 + 3n+ 3n2)m

}
=

mω
(d
n

)

2m(2n + 1)m

1+4n+4n2∫

1+3n+3n2

tm−1 dt

≥
m

2m(2n + 1)m
(1 + 3n+ 3n2)m−1(n+ n2)ω

(d
n

)
>

m3m−1

2m(2n + 2)m
(n+ n2)mω

(d
n

)

= m4−m(n + 1)−m3m−1nm(1 + n)mω
(d
n

)
= m4−m3m−1nmω

(d
n

)
, n ∈ N.

Лемма 5 доказана. �

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2 в случае p = 1. Оценка сверху в (5) следует из правого
неравенства в (3): если сходится ряд в (4), то в силу теоремы 1 каждая функция f ∈ H l

1,m [ω]
эквивалентна некоторой функции ψ ∈ C(Tm) и справедлива оценка (n ∈ N)

‖ψ (·)− Sn,...,n (f ; ·)‖∞,m ≤ C2(l, 1,m)
∞∑

ν=n+1

νm−1ωl

(
f ;
d

ν

)

1,m
≤ C2(l, 1,m)

∞∑

ν=n+1

νm−1ω
(d
ν

)
.

Оценка снизу в (5) реализуется посредством функции C−1
14 (l,m)F (·;m;ω) ∈ H l

1,m[ω] в силу

п. 3) леммы 4 и семейства функций
{
C−1
17 (l,m)Φ2n(·;m;ω)

}
⊂ H l

1,m[ω] в силу п. 2) леммы 5:

∞∑

ν=n+1

νm−1ω
(d
ν

)
≤ C15(l,m)

{
‖F (·)− Sn,...,n(F ; ·)‖∞,m + nmω

(d
n

)}
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≤ C15(l,m)
{∥∥F (·) − Sn,...,n(F ; ·)

∥∥
∞,m

+ C−1
18 (m)

∥∥Φ2n(·)− Sn,...,n (Φ2n; ·)
∥∥
∞,m

}

≤ C19(l,m) sup
{
‖ψ (·)− Sn,...,n(f ; ·)‖∞,m : f ∈ H l

1,m [ω]
}
, n ∈ N.

Теорема доказана. �

З а м е ч а н и е 10. Привлечение семейства функций {Φ2n(·;m;ω)} (см. лемму 5) для
реализации оценки снизу в (5) в случае p = 1 (точнее, для оценки величины nmω(d/n)) не
является типичным при решении подобного рода задач (в отличие от случая p > 1; см. [1, лем-
ма 4]). В случае m = p = 1 и четном l ∈ N существует функция f0(y;ω) ∈ L1(T) с ωl (f0; δ)1,1 ≍
ω (δ) , δ ∈ (0, π], такая, что f0 ∈ C(T) ⇐⇒

∑∞
n=1 ω (π/n) < ∞ и ‖f0 (·;ω)− Sn (f0; ·)‖∞,1 ≍∑∞

ν=n+1 ω (π/ν) , n ∈ N.

Вначале отметим очевидный факт: если функция ω ∈ Ωl (0, π] , то последовательность
w = {ωn}

∞
n=1, где ωn = ω (π/n) , n ∈ N, удовлетворяет условиям: 0 < ωn ↓ 0 при n ↑ ∞ (т. е.

w ∈M0) и nlωn ↑ при n ↑ .

Положим (см. доказательство леммы 2) f0(y;ω) = g(y; 1;w) =
∑∞

n=1 ∆ωnFn(y) = ω1/2 +∑∞
n=1 an(f0) cosny, где an(f0) = an(1;w), а последовательность {an(1;w)} определена в лем-

ме 1 (полагаем m = 1, ε = w). В.Э. Гейтом [24, § 2, свойство е) функции f1; 25, § 2, п. 2,
свойства e′) и f) функции f1] установлено, что ωl(f0;π/n)1,1 ≍ ωn, n ∈ N, откуда следует
порядковое равенство ωl(f0; δ)1,1 ≍ ω(δ), δ ∈ (0, π].

Если
∑∞

n=1 ωn < ∞, то в силу п. 6) леммы 1
(
на самом деле, в п. 6) при m = 1 име-

ет место равенство
∑∞

n=1 ωn = 2
∑∞

n=1 an(1;w), в силу п. 5) этой же леммы при m = 1
)

имеем
∑∞

n=1 an(f0) < ∞, откуда следует абсолютная и равномерная сходимость всюду на T

ряда Фурье функции f0, и потому f0 ∈ C(T), при этом ‖f0 (·;ω)‖∞,1 = f0 (0;ω) = ω1/2 +∑∞
n=1 an(f0) = ω1/2 + (1/2)

∑∞
n=1 ωn ≤

∑∞
n=1 ωn. С другой стороны, если f0 ∈ C(T), то∑∞

n=1 ωn = 2
∑∞

n=1 an(f0) < (1/2)ω1 + 2
∑∞

n=1 an(f0) ≤ 2f0(0;ω) = 2 ‖f0 (·;ω)‖∞,1 . Далее, учи-

тывая свойства nlωn ↑ (n ↑) и ωn ↓ (n ↑), а также п. 7) леммы 1 при m = 1
(
на самом деле,

в п. 7) при m = 1 имеет место равенство в силу п. 5) этой же леммы при m = 1
)

и п. 1)
леммы 1 при m = 1, имеем

nωn ≤ 3lnω3n ≤ 3l
3n∑

ν=2n+1

ων ≤ 3l
∞∑

ν=2n+1

ων = 3l
{
2

∞∑

ν=2n+1

aν(1;w) + 2na2n+1(1;w)
}

≤ 3l
{
2

∞∑

ν=2n+1

aν(1;w) + 2

2n∑

ν=n+1

aν(1;w)
}
= 2 · 3l

∞∑

ν=n+1

aν(1;w),

откуда

∞∑

ν=n+1

ων =
2n∑

ν=n+1

ων +
∞∑

ν=2n+1

ων ≤ nωn+1 +
∞∑

ν=2n+1

ων ≤ 2(3l + 1)
∞∑

ν=n+1

aν(1;w)

= 2(3l + 1) {f0(0;ω) − Sn(f0; 0)} = 2(3l + 1) ‖f0(·;ω) − Sn(f0; ·)‖∞,1 ≤ C20(l)
∞∑

ν=n+1

ων .

3. Краткий обзор с комментариями некоторых ранее установленных

одномерных результатов

Для удобства изложения мы опускаем индекс размерности в обозначениях рассматривае-
мых характеристик в случае m = 1.

1) В случае m = 1 из результатов Г.Харди и Дж.Литтльвуда [35, теоремы 5 и 7] следует
утверждение: пусть 1 ≤ p < ∞, 0 < α ≤ 1, f ∈ Lip(α, p) = {f ∈ Lp(T) : ω1(f ; δ)p = O(δα),
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δ → 0} ; если α > 1/p, то f эквивалентна некоторой функции ψ ∈ C(T) с ω1(ψ; δ)∞ =
O(δα−1/p), δ → 0 (т. е. ψ ∈ Lip(α−1/p,∞) ≡ Lip(α−1/p)) и ‖ψ (·)− Sn(f ; ·)‖∞ = o(1), n→ ∞.

Ш.Изуми [36, теорема 2] обобщил первую часть приведенного утверждения, установив
при 1/p < α < 1 равномерную почти всюду оценку f(x) − Sn(f ;x) = O(n−(α−1/p)), n ∈ N, из
которой следует, что f эквивалентна некоторой функции ψ ∈ Lip(α−1/p) и ‖ψ(·)− Sn(f ; ·)‖∞ =
O(n−(α−1/p)), n ∈ N.

К.Яно [5, с. 73], уточняя заключение теоремы 1 [35], показал, что в случае непрерывности
функции f вторая часть приведенного утверждения остается в силе и при α = 1/p, а именно:
если f ∈ C(T) и ω1(f ; δ)p = O(δ1/p), δ → 0, для некоторого p ∈ [1,∞), то ‖f(·)− Sn(f ; ·)‖∞ =
o(1), n → ∞. Отметим, что при p = 1 последний результат сводится к известному признаку
Дирихле — Жордана (см., например, [9, т. 1, гл. 2, теорема 8.1; 26, гл. 1, § 39]), поскольку
в этом случае условие ω1(f ; δ)1 = O(δ) равносильно эквивалентности f некоторой функции
ограниченной вариации

(
см., например, [37, п. 6.4, теорема 24; 35, п. 3.4, лемма 9], а также

[15, гл. 3, п. 3.6.1; 9, т. 1, гл. 4, различные теоремы и примеры, п. 8]
)

и, следовательно, в силу
f ∈ C(T) имеем ‖f(·)− Sn(f ; ·)‖∞ = o(1), n→ ∞.

2) В.В.Жук [38; 39, гл. 6, § 2] в терминах различных характеристик функции f ∈ Lp(T), 1 ≤
p < ∞, установил ряд достаточных условий, гарантирующих равномерную сходимость ее ря-
да Фурье, среди которых необходимо отметить следующий результат (см. [38, теорема 2; 39,
§ 6.2, следствие 3]: если f ∈ C(T), 1 < p < ∞ и lim

n→∞
n1/pEn(f)p < ∞, то ‖f(·)− Sn(f ; ·)‖∞ =

o(1), n→ ∞.

3) В.И.Коляда [11] в случае m = l = 1 провел детальное исследование вопроса о связи
условия (1) (см. введение, формулировка теоремы 1) с существенной непрерывностью функции
f ∈ Lp(T), 1 < p < ∞ (см. [11, § 1, 2]), а также с равномерной сходимостью ее ряда Фурье
(см. [11, § 4]). В частности, им было отмечено следующее: если заранее предположить, что
f ∈ C(T), то равномерная сходимость ряда Фурье обеспечивается условием ω1(f ; δ)p = O(δ1/p)
(см. сформулированный выше результат К.Яно), более слабым, чем (1) (случай m = l = 1, p >
1); однако, предполагая лишь, что f ограничена, условие (1) ослабить нельзя, т. е. даже для
ограниченных функций никакое условие, кроме (1), равномерной сходимости ряда Фурье не
гарантирует (см. [11, § 4, теорема 4]).

4) Отметим,что из условия (1) при l = m = 1, p > 1 следует соотношение ω1(f ; δ)p =
o(δ1/p), δ → 0 (и, тем более, ω1(f ; δ)p = O(δ1/p)); обратное неверно: для функции f ∈ Lp(T)
с ω1(f ; δ)p ≍ ω0(δ), где модуль непрерывности ω0(δ) = δ1/p(ln(πe/δ))−1, δ ∈ (0, π] и ω0(0) = 0,
имеем ω1(f ; δ)p = o(δ1/p)(δ → 0), однако ряд (1) расходится со скоростью ln(ln(en)) при n→ ∞.

5) Обозначим через BV (T) класс всех 2π-периодических функций ограниченной вариации.
Известно (см., например, [40, гл. 8, § 3; 26, гл. 1, § 39; 9, т. 1, гл. 2, п. 8, теорема 8.1]), что если
функция f ∈ BV (T), то она ограничена, может иметь лишь разрывы непрерывности первого
рода (так, что в каждой точке y ∈ R существуют конечные односторонние пределы f(y − 0) и
f(y+0)) и ее ряд Фурье в каждой точке y ∈ R сходится к значению (1/2) {f(y − 0) + f(y + 0)} (в
частности, сходится к f(y) в каждой точке непрерывности f). Кроме того, если f ∈ BV (T), то
f ∈ Lp(T) для всех 1 ≤ p <∞, при этом справедлива оценка ([35, п. 3.4, лемма 9, случай p = 1;
п. 5, теорема 6, случай p > 1]; см. также [41, § 2]) ω1(f ; δ)p = O(δ1/p), 1 ≤ p < ∞, δ ∈ (0, π].
Если же f ∈ BV (T) ∩ C(T), то ω1(f ; δ)p = o(δ1/p) (δ → 0) при любом 1 < p < ∞ (см.,
например, [41, § 2], а также [42, доказательство необходимости в утверждении теоремы 2 при
p = 1]). Заметим, что если ω1(f ; δ)1 = o(δ) (δ → 0) для f ∈ BV (T) ⊂ L1(T), то f эквивалентна
постоянной (см. выше п. 1) замечания 4), а для f ∈ BV (T) ∩ C(T) получаем тождественное
совпадение f с постоянной. С другой стороны, если f ∈ BV (T) и min {f(y − 0), f(y + 0)} ≤
f(y) ≤ max {f(y − 0), f(y + 0)} в каждой точке y ∈ R, то выполнение условия ω1(f ; δ)p =
o(δ1/p) (δ → 0) для некоторого 1 < p < ∞ гарантирует, что f ∈ C(T) (см., например, [42,
теорема 2], а также [41, § 2]).

Теперь, на основании изложенного, мы можем утверждать, что существуют ограничен-
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ные существенно разрывные 2π-периодические функции ϕ ∈ BV (T) ⊂ Lp(T) такие, что

ω1(ϕ; δ)p = O(δ1/p), δ ∈ (0, π], и ω1(ϕ; δ)p 6= o(δ1/p) (δ → 0) при любом 1 ≤ p <∞.
Ряды Фурье таких функций ϕ сходятся в каждой точке R, но сходимость заведомо не

является равномерной. Отсюда, в частности, следует, что если отказаться от условия f ∈ C(T),
то сформулированное выше утверждение К.Яно теряет силу, так что выполнение условия
ω1(f ; δ)p = O(δ1/p) при всех 1 ≤ p < ∞ не гарантирует равномерную сходимость ряда Фурье
функции f ∈ Lp(T). Кроме того, ясно, что для таких функций ϕ ∈ Lp(T) ряд (1) (при l =
m = 1, 1 ≤ p <∞) всегда расходится, поскольку в противном случае мы имели бы ω1(ϕ; δ)p =
o(δ1/p) (δ → 0).

Типичным представителем указанного выше класса функций ϕ является ϕ(y) = sgn sin y,
y ∈ R. Поскольку

ϕ(y) = {−1, y ∈ ((2k − 1)π, 2kπ); 0, y = kπ; 1, y ∈ (2kπ, (2k + 1)π); k ∈ Z} ,

то очевидно, что ϕ ∈ BV (T), |ϕ(y)| ≤ 1 для любого y ∈ R, точки y = kπ, k ∈ Z, являются
точками существенного разрыва первого рода, причем в каждой точке y ∈ R имеют место
неравенства

min {ϕ(y − 0), ϕ(y + 0)} ≤ ϕ(y) =
(1
2

)
{ϕ(y − 0) + ϕ(y + 0)} ≤ max {ϕ(y − 0), ϕ(y + 0)} .

Оценка ω1(ϕ; δ)p = O(δ1/p), 1 ≤ p < ∞, справедливая для любой функции из BV (T), ранее
была отмечена также в [41, § 2]. Справедливость соотношения ω1(ϕ; δ)p 6= o(δ1/p)(δ → 0), 1 ≤
p < ∞, также очевидна, поскольку в противном случае было бы ϕ ∈ C(T), что в силу опре-
деления ϕ не представляется возможным. В.И.Коляда [43, § 3, замечание 1] указал также,
что ω1(ϕ; δ)1 = O(δ) и δ1/p = O(ω1(ϕ; δ)p) при любом p ∈ (1,∞); отсюда фактически имеем
ω1(ϕ; δ)p ≍ δ1/p, δ ∈ (0, π], 1 < p <∞.

6) В связи с изложенным в п. 5) отметим также следующее: имеются существенно неогра-

ниченные (и потому существенно разрывные) на T функции f1 и f2, принадлежащие Lp(T)
при любом 1 < p < ∞, и такие, что ω1(f1; δ)p ≍ δ1/p, δ ∈ (0, π], и ω1(f2; δ)p = o(δ1/p), δ → 0.
Таким образом, условие ω1(f ; δ)p = o(δ1/p), δ → 0, также не гарантирует равномерную схо-
димость ряда Фурье функции f ∈ Lp(T) при 1 < p < ∞ (см. пп. 3) и 4)). Функции f1 и
f2 определяются разложениями в ряды Фурье, которые сходятся при всех x 6= 2πk, k ∈ Z

(см., например, [9, т. 1, гл. VII, п. 2; 26, гл. Х, § 2, теорема 1]): f1(x) ∼
∑∞

n=1 n
−1 cosnx

и f2(x) ∼
∑∞

n=1(n ln(en))
−1 cosnx. Существенная неограниченность на T (точнее, в любой

окрестности нуля) функций f1 и f2 следует из расходимости к +∞ их рядов Фурье при x = 0
(см., например, [26, гл. VIII, § 13]). Поскольку an(f1) ↓ 0, an(f2) ↓ 0 при n ↑ ∞ и

∞∑

n=1

np−2apn(f1) =

∞∑

n=1

n−2 <∞,

∞∑

n=1

np−2apn(f2) =

∞∑

n=1

n−2(ln(en))−p <∞,

то в силу теоремы Г.Харди и Дж.Литтлвуда (см., например, [26, гл. Х, § 3; 9, т. 2, гл. 12,
лемма 6.6]): f ∈ Lp(T) ⇐⇒

∑∞
n=1 n

p−2apn(f) < ∞ при 1 < p < ∞ и an(f) ↓ 0 (n ↑ ∞), имеем
f1, f2 ∈ Lp(T) при любом 1 < p < ∞. Далее, в силу неравенств А.А.Конюшкова (см. [4, § 1,
теорема 4; 44, § 2, неравенства (19) и (21)]), выписанных для косинус-ряда Фурье функции
f ∈ Lp(T) :

C21(p)n
1−1/pa2n(f) ≤ En−1(f)p ≤ C22(p)

{
n1−1/pan(f) +

( ∞∑

ν=n+1

νp−2apν(f)
)1/p}

, n ∈ N,

имеем

2−1C21(p) ≤ n1/pEn−1(f1)p ≤ 2C22(p), 2−2C21(p) ≤ n1/p ln(en)En−1(f2)p ≤ 2C22(p),
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откуда получаем En−1(f1)p ≍ n−1/p, n ∈ N, и En−1(f2)p = o(n−1/p) при n→ ∞ и, следователь-
но, ω1(f1;π/n)p ≍ n−1/p, n ∈ N, и ω1(f2;π/n)p = o(n−1/p) при n→ ∞.

7) Положим f3(x; p;α) =
∑∞

n=1 n
1/p−α−1 cosnx, где 1 < p < ∞, α > 0. Поскольку∑∞

n=1 n
p−2apn(f3) =

∑∞
n=1 n

−(pα+1) < ∞, то f3 ∈ Lp(T) при всех α > 0. Далее, в силу нера-
венств А.А.Конюшкова (см. п. 6)) при любом α > 0 имеем 21/p−α−1C21(p) ≤ nαEn−1(f3)p ≤
(1 + (pα)−1/p)C22(p), откуда En−1(f3)p ≍ n−α, n ∈ N, и, следовательно, ω1(f3; δ)p ≍ δα при
α < 1 и ω1(f3; δ)p ≍ δ(ln(πe/δ))1/p при α = 1, δ ∈ (0, π].

В случае α > 1/p ряд, с помощью которого определяется f3, сходится абсолютно и равно-
мерно всюду на R и является рядом Фурье своей суммы f3 (·; p;α) ∈ C(T), при этом (см.
также п. 1) ) ‖f3 (·; p;α) − Sn(f3; ·)‖∞ = O(n−(α−1/p)), n ∈ N. С другой стороны, посколь-
ку α > 1/p, имеем ‖f3 (·; p;α) − Sn(f3; ·)‖∞ ≥ f3 (0; p;α) − Sn(f3; 0) =

∑∞
ν=n+1 ν

−(α−1/p+1) ≥

(α− 1/p)−1(n+1)−(α−1/p) ≥ (α− 1/p)−121/p−αn−(α−1/p), n ∈ N. Таким образом, при 1 < p <∞
и 1/p < α < 1 существует функция f3(·; p, α) ∈ Lp(T) с ω1(f3; δ)p ≍ δα, δ ∈ (0, π], реализую-
щая порядковое равенство в оценке Ш.Изуми (см. п. 1) ), и, следовательно, указанная оценка
является точной в смысле порядка на классах Lip(α, p).

8) В 1976 г. была опубликована работа А.М.Гарсиа [45], привлекшая внимание автора
благодаря случайно обнаруженному (после публикации [1]) в РЖ “Математика” (1992 г., № 5
Б57) реферату статьи [46] с весьма заманчивым названием.

В этой работе, в частности, установлен следующий результат ([45, теорема I.3], см. также
[47, теорема 3.2]): пусть 1 < p <∞, f ∈ Lp(T) и сходится интеграл

π∫

0

h−(1/p+1)
∥∥∆1

hf (·)
∥∥
p
dh <∞; (10)

тогда частные суммы Sn(f ;x) ряда Фурье функции f сходятся равномерно на T.

В силу справедливости порядковых равенств (1 < p <∞, f ∈ Lp(T))

π∫

0

t−(1/p+1)
∥∥∆1

t f (·)
∥∥
p
dt ≍

π∫

0

t−(1/p+1)ω1(f ; t)p dt ≍

∞∑

n=1

n1/p−1ω1

(
f ;
π

n

)
p

(11)

условия (10) и (1) (случай l = m = 1, p > 1) являются равносильными, так что сформулиро-
ванный выше результат А.М.Гарсиа — достаточное условие для равномерной сходимости на T

ряда Фурье функции f ∈ Lp(T), 1 < p <∞, — к тому времени был уже известен и установлен
П.Л.Ульяновым [3] (см. введение, замечание 3) в 1966 г.

Эквивалентность (в смысле сходимости) интегралов в (11) известна (см., например, [48,
замечания, п. (i), с. 72; 46, п. 2, замечание 2.2]) и следует из неравенств

∥∥∆1
hf (·)

∥∥
p
≤ ω1(f ; δ)p ≤

10δ−1

∫ δ

0

∥∥∆1
hf (·)

∥∥
p
dh, 0 ≤ h ≤ δ, левое из которых очевидно, а правое доказано в [45, п. 2] при

f = T, где T (x) =
∑

|ν|≤n cν exp(iνx), c0 = 0. Приведенная в [45] схема доказательства проходит
и в случае произвольной функции f ∈ Lp(T) также для значений p = 1 и p = ∞, поскольку
при доказательстве, по существу, используется лишь инвариантность Lp-нормы относительно
сдвига, т. е. ‖f (·+ h)‖p = ‖f (·)‖p для любых h ∈ R и f ∈ Lp(T), 1 ≤ p ≤ ∞ (см., например,
[39, § 1.4]).

9) В [46, теорема 5.1, неравенство (5.2)] приведено доказательство следующего утвержде-

ния: пусть 1 < p <∞, f ∈ Lp(T) и

∫ 1

0
t−(1/p+1)ω1(f ; t)p dt <∞; тогда

‖f (·)− Sn (f ; ·)‖∞ ≤ C24(p)

1/n∫

0

t−(1/p+1)ω2(f ; t)p dt, n ∈ N. (12)
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Поскольку сходимость указанного интеграла (гарантирующая эквивалентность f некото-
рой функции из C(T), которая после надлежащего изменения на множестве меры “нуль” снова
обозначена через f) равносильна сходимости ряда (1) при m = 1, l = 2, 1 < p <∞, а величина
в правой части (12) (в силу очевидного неравенства ωl(f ; δ)p ≤ 2l−1ω1(f ; δ)p вместо ω2(f ; δ)p
можно положить ωl(f ; δ)p, l ∈ N) по порядку совпадает с соответствующей величиной в пра-
вой части (3), то оценка (3) в случае m = 1, 1 < p <∞ была уже известна до указанных работ
автора [1; 2].

10) В замечании 5.5 [46, п. 5] приводится утверждение о неулучшаемости оценки (12) (с
предварительной заменой ω2(f ; δ)p на ω1(f ; δ)p) в том смысле, что в ней O большое нельзя
заменить на o малое.

Для доказательства этого утверждения рассматривается функция gγ(x) =
∑∞

n=1 n
−γ cosnx,

где 1 < γ + 1/p < 2 и 1 < p < ∞, и с помощью одного результата С.Алянчича и М.Томича
[49, теорема 4] устанавливается, что gγ ∈ Lp(T) и ω1(gγ ; δ)p = O(δγ−1+1/p), δ ∈ (0, 1]. Далее,
предположение о допустимости указанной выше замены O большого на o малое, приводит к
оценке ‖gγ (·)− Sn (gγ ; ·)‖∞ = o(n−(γ−1)) (n → ∞), откуда En−1(gγ)∞ = o(n−(γ−1)) (n → ∞) и,
следовательно (в силу правого неравенства в (6) при m = l = 1, p = ∞), ω1(gγ ; δ)∞ = o(δγ−1)
при δ → 0. Последнее соотношение противоречит известному асимптотическому равенству
(см., например, [9, т. 1, гл. 5, пример 11]) gγ(h) − gγ(0) ≃ C25(γ)h

γ−1 (h → +0), которое име-
ет место при 1 < γ < 2. Указанное ограничение на γ обусловливает рассмотрение значений
1 < γ < 2−1/p (см. [46, п. 5, с. 317]). Таким образом, в процессе доказательства утверждения в
замечании 5.5 [46] фактически установлено, что при 1 < p <∞ и 1 < γ < 2−1/p для функции
gγ ∈ Lp(T) справедливы оценки ω1(gγ ; δ)p = O(δγ−1+1/p), δ ∈ (0, 1], и ω1(gγ ; δ)∞ 6= o(δγ−1) при
δ → 0.

Подробное изложение схемы доказательства утверждения в замечании 5.5 [46] обуслов-
лено наличием ряда необходимых комментариев, поскольку попытка любой ценой добиться
желаемого противоречия часто приводит к весьма неожиданным результатам.

10.1) Полагая γ = α+ 1− 1/p и учитывая 1 < γ < 2− 1/p ⇐⇒ 1/p < α < 1, для функции
gγ ≡ gα,p ∈ Lp(T) имеем ω1(gα,p; δ)p = O(δα), δ ∈ (0, 1], и ω1(gα,p; δ)∞ 6= o(δα−1/p) (δ → 0),
откуда следует, что в утверждении Г.Харди и Дж.Литтлвуда (см. п. 1)): f ∈ Lip(α, p) =⇒
f ∼ g ∈ Lip(α− 1/p) показатель α− 1/p является точным, т. е. не допускает увеличения.

Последний факт значительно ранее установлен в уже цитированной работе П.Л.Ульянова
[3, § 4, теорема 5′ и замечание 6] (см. также [29, доказательство теоремы 1]).

10.2) После того как была выписана оценка ‖gγ (·)− Sn (gγ ; ·)‖∞ = o(n−(γ−1)) (n → ∞),
можно было бы остановиться, поскольку такая оценка для gγ невозможна как при γ+1/p > 1,
так и при γ > 1, а именно: для функции gγ при γ > 1 имеет место порядковое равенство
‖gγ (·)− Sn (gγ ; ·)‖∞ ≍ n−(γ−1), n ∈ N (см. выше в п. 7)) функцию f3(·; p;α) ≡ gγ(·) при α =
γ − 1 + 1/p).

10.3) Условие γ > 1 (вместо γ+1/p > 1) связано не только с поведением величины gγ(h)−
gγ(0) при h→ +0, но и также с тем, что в противном случае (γ ≤ 1) оценка (12) для функции
gγ теряет смысл, поскольку последовательность {Sn(gγ ; 0)}

∞
n=1 расходится к +∞ со скоростью

n1−γ при γ < 1 и ln(en) при γ = 1 и, следовательно, lim
n→∞

‖gγ (·)− Sn (gγ ; ·)‖∞ = +∞. Кроме

того, из одного результата Г.Лоренца [50, § 4, теорема 8] (см. также [26, гл. 2, § 3 и гл. 10, § 9])
следует, что для функции gγ при 1 < γ < 2 имеет место порядковое равенство ω1(gγ ; δ)∞ ≍
δγ−1, δ ∈ (0, π].

10.4) Поскольку gγ (·) ≡ f3(·; p;α) при γ = α + 1 − 1/p, то учитывая приведенные выше
оценки, получаем, что для функции gγ при 1 < γ < 2−1/p имеют место порядковые равенства
(n ∈ N):

‖gγ (·)− Sn (gγ ; ·)‖∞ ≍ n−(γ−1) ≍ En−1(gγ)∞ ≍ ω1

(
gγ ;

π

n

)
∞

≍

1/n∫

0

t−(1/p+1)ω1(gγ ; t)p dt.
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