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Введение

Прежде чем сформулировать основной результат работы и перейти к его доказательству,
введем ряд определений и обозначений.

Под полукольцом мы понимаем алгебраическую систему 〈S,+, ·, 0〉, в которой 〈S,+, 0〉 —
коммутативный моноид, 〈S, ·〉 — полугруппа, умножение дистрибутивно относительно сложе-
ния и 0 · s = s · 0 = 0 для всех s ∈ S. Коммутативное полукольцо, отличное от кольца, каждый
ненулевой элемент которого обратим, называется полуполем с нулем. Легко показать, что в
любом полуполе S c нулем сумма ненулевых элементов отлична от 0, поэтому множество S\{0}
c теми же операциями сложения и умножения образует алгебру, которую будем называть по-

луполем.

Пусть X — произвольное топологическое пространство, R,R+ и P— множества всех дей-
ствительных, неотрицательных действительных и положительных действительных чисел со-
ответственно. Множество всех непрерывных положительных действительнозначных функций
на X с поточечными операциями max-сложения ∨, где

(f ∨ g)(x) = max{f(x), g(x)} для всех x ∈ X,

и умножения функций образует полуполе, обозначаемое через U∨(X).
Подалгеброй полуполя U∨(X) назовем произвольное его подмножество, замкнутое отно-

сительно сложения и умножения функций и выдерживающее умножение на константы из P.
Множество всех подалгебр полуполя U∨(X) с добавленным пустым множеством относительно
включения ⊆ (символ ⊂ означает у нас строгое включение) образует решетку A(U∨(X)).

1Работа выполнена в рамках государственного задания Минобрнауки РФ (проект 1.1375.2014/K).
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Под окрестностью точки топологического пространства X будем понимать любое содер-
жащее ее открытое множество. Через F будем обозначать замыкание множества F ⊆ X, а
через F ◦ — его внутренность. Хаусдорфово пространство X называется тихоновским, если
для любого замкнутого множества F ⊂ X и любой точки x ∈ X\F найдется непрерывная
действительнозначная функция λ или, что равносильно, λ ∈ U∨(X), такая, что λ(F ) = {a} и
λ(x) = b, где a 6= b. Тихоновские пространства — это, с точностью до гомеоморфизма, подпро-
странства тихоновских степеней пространства R. Топологическое пространство X называется
хьюиттовским (или вещественно полным, или функционально замкнутым), если оно гомео-
морфно замкнутому подпространству некоторой тихоновской степени пространства R.

Целью статьи является доказательство следующей теоремы.

Теорема. Любое хьюиттовское пространство X определяется решеткой A(U∨(X)).

Уточним, что значит “топологическое пространство определяется ассоциированной с ним
алгебраической системой”. Говорят, что пространство X из класса K топологических про-
странств определяется алгебраической системой A(X), если для любого пространства Y ∈ K
изоморфизм систем A(X) и A(Y ) влечет гомеоморфизм пространств X и Y.

Одной из первых теорем определяемости служит результат И.М.Гельфанда и А.Н.Колмо-
горова [8] об определяемости компактов X кольцом C(X) непрерывных действительнозначных
функций, заданных на X. Этот результат послужил источником и образцом для многочислен-
ных обобщений и углублений как в сторону расширения класса определяемых пространств с
класса компактов, так и в сторону ослабления структуры кольца C(X) и привлечения новых
функционально-алгебраических объектов A(X), связанных с X (см. обзоры [2; 3]).

В 1997 г. Е.М.Вечтомовым [4] была доказана определяемость любого хьюиттовского про-
странства X решеткой A(C(X)) подалгебр кольца C(X), а в 2010 г. он и В.В.Сидоров [5]
перенесли этот результат для решеток подалгебр A(C+(X)) и A(C∨(X)) полуколец C+(X) и
C∨(X) непрерывных неотрицательных функций с обычным сложением + и max-сложением ∨
соответственно.

Тесным образом с полукольцами C+(X) и C∨(X) связаны полуполя U(X) и U∨(X), обра-
зованные подмножествами положительных функций. В связи с развитием их теории возникла
гипотеза о том, что всякое хьюиттовское пространство X определяется каждой из решеток
A(U(X)) и A(U∨(X)). Таким образом, этой работой мы продолжаем исследование [5] и дока-
зываем гипотезу для решеток A(U∨(X)). Случай A(U(X)) пока открыт.

Отметим, что ограничение хьюиттовскими пространствами при решении задач определя-
емости топологических пространств алгебраическими системами непрерывных функций со-
вершенно естественно и мотивируется тем, что для любого топологического пространства X
найдутся [11, теоремы 3.9 и 8.7] тихоновское пространство τX и хьюиттовское пространство
ντX, для которых канонически изоморфны кольца C(X), C(τX) и C(ντX), а значит, и соот-
ветствующие им полукольца и полуполя (как с обычным сложением, так и c max-сложением).

Приступим к д о к а з а т е л ь с т в у теоремы. Вначале разберем случай компактов, по-
сле чего сведем к нему общий случай хьюиттовских пространств. Ключевую роль в рассуж-
дениях будут играть однопорожденные подалгебры.

Все рассматриваемые далее пространства считаем тихоновскими.

1. Однопорожденные подалгебры

Наименьшую подалгебру A полуполя U∨(X), содержащую функцию f, назовем однопо-

рожденной и обозначим через 〈f〉. Она состоит из всевозможных ненулевых многочленов из
R+[f ] без свободного члена (с операциями мах-сложения и умножения). Через [f ] обозначим
подалгебру 〈f〉 ∨P, которая образована ненулевыми многочленами из R+[f ]. Для обозначения
коэффициентов многочленов будем использовать (возможно) индексированные буквы a, b и c.
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Лемма 1. Для произвольной функции f ∈ U∨(X), для которой 1 ∈ Im f , имеем

f = a1f ∨ . . . ∨ anf
n =⇒ a1 = 1 или f = 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку 1 ∈ Im f, a1 ∨ . . . ∨ an = 1. Значит, если a1 < 1, то
(a1f ∨ . . . ∨ anf

n)(x) = f(x) равносильно f(x) = 1. �

Будем говорить, что в решетке имеется решеточная характеризация некоторого свойства,
если данное свойство можно описать в терминах этой решетки.

Докажем, что в A(U∨(X)) имеется решеточная характеризация подалгебры P.

Предложение 1. Подалгебра P служит единственным атомом решетки A(U∨(X).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, в подалгебре P нет собственных подалгебр. Поэтому
она является атомом решетки A(U∨(X). Далее, если A— минимальная подалгебра и f ∈ A,
то 〈f〉 = A = 〈f2〉. Поэтому функция f имеет вид a2f

2 ∨ . . . ∨ a2nf
2n (можно считать, что

1 ∈ Im f). Тогда f = 1 по лемме 1. Значит, A = P. �

Элемент A решетки называется ∨-неразложимым, если из A = B ∨ C следует A = B или
A = C. Решетка называется полной, если любое непустое подмножество ее элементов имеет
точные верхнюю и нижнюю грани. Элемент A полной решетки называется компактным, если
для любого непустого семейства (Ai)i∈ J ее элементов A 6

∨

j∈J Aj влечет A 6
∨

i∈I Ai для
некоторого конечного подмножества I ⊆ J.

Поскольку в решетке A(U∨(X)) есть наибольший элемент (полуполе U∨(X)) и всякое непу-
стое ее подмножество имеет точную нижнюю грань (пересечение любого числа подалгебр по-
луполя U∨(X) будет подалгеброй или пусто), согласно [9, теорема 19] она является полной.

Дадим решеточную характеризацию однопорожденных подалгебр.

Предложение 2. Однопорожденные подалгебры полуполя U∨(X)— это в точности

∨-неразложимые компактные элементы решетки A(U∨(X)).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Установим ∨-неразложимость однопорожденных подалгебр.

Допустим, это не так и нашлась подалгебра 〈f〉 такая, что 〈f〉 = A ∨ B для некоторых
подалгебр A,B ⊂ 〈f〉. Ясно, что 〈f〉 6= P. Поэтому можно считать, что | Im f | > 2 и 1 ∈ Im f.

Функция f как элемент подалгебры A ∨B имеет вид

f = P0(f) ∨Q0(f) ∨ P1(f)Q1(f) ∨ . . . ∨ Pm(f)Qm(f) = a1f ∨ a2f
2 ∨ . . . , (1.1)

где Pi ∈ A и Qi ∈ B — многочлены от f без свободного члена. Произведение двух многочле-
нов без свободного члена является нулевым многочленом или многочленом, младшая степень
которого не меньше второй. Следовательно, P1(f)Q1(f)∨ . . .∨Pm(f)Qm(f) = b2f

2∨ b3f
3∨ . . . .

Кроме того, по лемме 1 в равенстве (1.1) a1 = 1. Поэтому без ограничения общности можно
считать, что

P0 = f ∨ c2f
2 ∨ . . . ∨ cnf

n.

Далее, поскольку P0 ∈ A и A ⊂ 〈f〉, то P0 6= f. Отсюда P0(f(x)) > f(x) в некоторой точке x ∈
X, что противоречит (1.1). Значит, однопорожденные подалгебры ∨-неразложимы. Докажем
их компактность.

Пусть 〈f〉 ⊆
∨

j∈J Aj для некоторого семейства подалгебр {Aj}j∈J . Тогда f ∈ Aj0 для
некоторой подалгебры Aj0 , j0 ∈ J. Отсюда 〈f〉 ⊆ Aj0 , т. е. подалгебра 〈f〉 компактна.

Обратно, пусть подалгебра A— ∨-неразложимый компактный элемент решетки A(U∨(X)).
Поскольку A =

∨

f∈A〈f〉, в силу компактности A

A = 〈f1〉 ∨ . . . ∨ 〈fn〉
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для некоторых f1, . . . , fn ∈ A. Без ограничения общности можно считать, что n ∈ N принимает
наименьшее возможное значение. Тогда в предположении n > 2 получаем

A = 〈f1〉 ∨ (〈f2〉 ∨ . . . ∨ 〈fn〉).

Отсюда A = 〈f1〉 или A = 〈f2〉 ∨ . . . ∨ 〈fn〉 в силу ∨-неразложимости A, что противоречит
минимальности n. Значит, n = 1, т. е. подалгебра A однопорожденная. �

Поскольку [f ] = 〈f〉 ∨ P, из предложений 1 и 2 получаем

Следствие 1. Имеется решеточная характеризация подалгебр [f ], где f ∈ U∨(X).

2. Доказательство теоремы для компактов

В этом разделе все пространства считаем компактами.
Для произвольной функции f ∈ U∨(X) через Max f и Min f обозначим замкнутые под-

множества компакта X, на которых функция f ∈ U∨(X) принимает свое наибольшее max f
и наименьшее min f значения соответственно. Функцию f будем называть нормированной, ес-
ли max f = 1. Ясно, что если функции f и g ∈ [f ] отличны от констант, то Max f = Max g,
поскольку функция g имеет вид a0 ∨ a1f ∨ . . . ∨ anf

n и Max aif
i = Max f при ai > 0, i > 1.

Следующая лемма служит основой всех дальнейших рассуждений.

Лемма 2. Для произвольных подалгебр 〈f〉 и 〈g〉, отличных от P, имеется решеточная

характеризация равенства Max f ∪Max g = X, а именно

Max f ∪Max g = X ⇐⇒ P ⊆ 〈u〉 ∨ 〈v〉

для всех 〈u〉 ⊆ [f ], 〈v〉 ⊆ [g].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Функции f, g, u и v будем считать нормированными.
Пусть 〈u〉 ⊆ [f ], 〈v〉 ⊆ [g] и Max f ∪Max g = X. Если u = 1 или v = 1, то 1 = u ∨ v. Иначе

Max u = Max f и Max v = Max g, а потому 1 = u ∨ v. В любом случае P ⊆ 〈u〉 ∨ 〈v〉.
Обратно, рассуждая от противного, выберем точку x ∈ X\(Max f ∪ Max g) и положим

u = f ∨ r и v = g ∨ r, где r = f(x) ∨ g(x). Ясно, что функции u ∈ [f ] и v ∈ [g] нормированы и
отличны от констант. По условию 1 ∈ 〈f ∨ r〉 ∨ 〈g ∨ r〉, т. е. 1 представима в виде

1 = a10(f ∨ r) ∨ a01(g ∨ r) ∨ . . . ∨ amn(f ∨ r)m(g ∨ r)n. (2.2)

В точке x равенство (2.2) принимает вид 1 = aijr
i+j для некоторых i, j, где, для определенно-

сти, i > 1. Тогда для любой точки y ∈ Max f имеем

aij(1 ∨ r)i(g(y) ∨ r)j > aijr
j = 1/ri > 1,

что противоречит (2.2). Значит, такую точку x выбрать нельзя, т. е. Max f ∪Max g = X. �

Отметим, что в лемме 2 существенным образом используется наличие решеточной харак-
теризации подалгебры P и подалгебр вида 〈f〉 или [f ] (см. предложения 1 и 2 и следствие 1).
Вообще, ситуация, когда для решеточной характеризации какого-либо свойства используют-
ся свойства, решеточная характеризация которых была получена ранее, будет встречаться
неоднократно.

Лемма 3. Для произвольных подалгебр 〈f1〉, . . . , 〈fn〉, отличных от P, имеем

n
⋂

i=1

Max◦fi 6= ∅ ⇐⇒ Max fi ∪Max g = X

для некоторой подалгебры 〈g〉 6= P и всех i = 1, . . . , n.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть V =
⋂n

i=1 Max◦fi 6= ∅, где Max◦fi — внутренность мно-
жества Max fi. Зафиксируем точку x ∈ V. После чего воспользуемся тем, что пространство X
тихоновское, и выберем функцию g ∈ U∨(X) такую, что g = 1 на X\V и g(x) = 1/2. Тогда
〈g〉 6= P и Max fi ∪Max g = X для всех i = 1, . . . , n.

Обратно, поскольку 〈g〉 6= P и Max fi∪Max g = X для всех i = 1, . . . , n, открытое множество
X\Max g не пусто и включено в

⋂n
i=1 Max◦fi. �

Согласно лемме 2 условие Max fi ∪Max g = X леммы 3 является чисто решеточным. По-
этому из леммы 3 получаем

Следствие 2. Для произвольной системы {〈fi〉}i∈I подалгебр, отличных от P, имеется

решеточная характеризация следующего условия: множества Max◦fi не пусты и образуют

центрированное семейство {Max◦fi}i∈I .

Перейдем к финальной стадии доказательства теоремы. Для этого с каждой точкой ком-
пакта свяжем некоторую систему подалгебр решетки. Затем покажем, что все такие системы
подалгебр имеют решеточную характеризацию, причем факт принадлежности двух таких си-
стем одной и той же точке также чисто решеточный.

Предложение 3. 1) Для любой точки x ∈ X, где |X| > 2, найдется максимальная систе-

ма S = {〈fi〉}i∈I подалгебр, отличных от P, такая, что семество {Max◦fi}i∈I центрировано,

причем
⋂

i∈I Max fi = {x}.

2) Для любой максимальной системы S = {〈fi〉}i∈I подалгебр, отличных от P, с центри-

рованным семейством {Max◦fi}i∈I выполняются следующие свойства:

2.1)
⋂

i∈I Max fi = {x} для некоторой точки x ∈ X;

2.2) x ∈ Max◦fi для всех i ∈ I;

2.3) если 〈f〉 6= P и x ∈ Max◦f, то 〈f〉 ∈ S.

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) Воспользуемся тем, что пространство X тихоновское, и с
каждой точкой y ∈ X, отличной от x, свяжем некоторую подалгебру 〈fy〉 такую, что x ∈
Max◦fy, но y /∈ Max fy. После чего рассмотрим множество M всевозможных систем {〈fj〉}j∈J
подалгебр, отличных от P, каждая из которых обладает свойством центрированности се-
мейства {Max◦fj}j∈J и включает систему {〈fy〉}y∈X, y 6=x. Множество M не пусто (содержит
{〈fy〉}y∈X, y 6=x) и, будучи упорядочено по включению, индуктивно, так как мажорантой любой
цепи систем подалгебр из M будет их объединение, очевидно, обладающее свойством центри-
рованности и включающее {〈fy〉}y∈X, y 6=x. По принципу Куратовского — Цорна это означает
существование в M максимальной системы подалгебр S = {〈fi〉}i∈I .

Далее, семейство замкнутых множеств {Maxfi}i∈I компакта X центрировано (в силу цен-
трированности {Max◦fi}i∈I), а потому имеет непустое пересечение. Кроме того,

⋂

i∈I

Max fi ⊆
⋂

y∈X, y 6=x

Max fy = {x}. (2.3)

Значит,
⋂

i∈I Max fi = {x}.

2) Поскольку семейство {Max◦fi}i∈I центрировано, то центрированным будет и семейство
замкнутых множеств {Maxfi}i∈I компакта X. Следовательно, пересечение

⋂

i∈I Max fi не пу-
сто. Выберем произвольную точку x из пересечения и докажем, что произвольная ее окрест-
ность Ux 6= X пересекается с каждым множеством Max◦fi, i ∈ I. Отсюда, в частности, получим
утверждения пп. 2.2) и 2.3) (Max◦f ∩Max◦fi 6= ∅ для всех i ∈ I, а потому 〈f〉 ∈ S в силу мак-
симальности S).

Предположим обратное, т. е. Ux∩Max◦fi = ∅ для некоторой подалгебры 〈fi〉 ∈ S. Восполь-
зуемся тем, что пространство X тихоновское, и выберем нормированную функцию f ∈ U∨(X)
такую, что f = 1 на X\Ux и f(x) = 1/2. Тогда Max◦fi ⊆ Max◦f, а потому добавление к S
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подалгебры 〈f〉 6= P не нарушает свойство центрированности. Отсюда 〈f〉 ∈ S в силу макси-
мальности S. Кроме того, x /∈

⋂

i∈I Max fi, так как x /∈ Max f ; противоречие. Значит, любая
окрестность точки x пересекается с каждым множеством Max◦fi, i ∈ I.

Наконец, заметим, что в силу п. 2.3) для любой точки y 6= x подалгебра 〈fy〉 (в обозначениях
п. 1) ) лежит в S, т. е. верно соотношение (2.3). Пункт 2.1) доказан. �

Следствие 2 показывает, что множество всевозможных систем подалгебр (см. предложе-
ние 3) имеет решеточную характеризацию. Объявим две такие системы S и S′ эквивалентны-

ми, если они отвечают одной и той же точке:

S ∼ S′ ⇐⇒
⋂

〈f〉∈S

Max f =
⋂

〈f〉∈S′

Max f.

Наша ближайшая цель — доказать, что отношение ∼ имеет решеточную характеризацию.

Для произвольного множества A ⊆ X через MA обозначим подалгебру

MA = {f ∈ U∨(X) : A ⊆ Max f}.

Лемма 4. Пусть |X| > 2. Тогда для любых замкнутых множеств A и B имеем

A ∩B = ∅ ⇐⇒ MA ∨MB = U∨(X).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть MA ∨ MB = U∨(X). Тогда A ∩ B ⊆ Max f для любой
функции f ∈ U∨(X), что при |X| > 2 возможно лишь в случае A ∩B = ∅.

Обратно, пусть A∩B = ∅. Докажем, что любую функцию f ∈ U∨(X) можно представить
в виде gh, где g ∈ MA и h ∈ MB. Отсюда, в частности, будет следовать, что MA∨MB = U∨(X).

Функцию f будем считать нормированной. Воспользуемся тем, что компакт X является
нормальным пространством, и выберем нормированную функцию λ ∈ U∨(X) такую, что λ = 1
на A и λ = min f на B. Положим g = f ∨ λ и h = f/(f ∨ λ). Тогда g ∈ MA, h ∈ MB и f = gh. �

Следующая лемма использует результат леммы 2 и содержит решеточную характеризацию
подалгебр MMax◦f ,Max◦f 6= ∅ (условие Max◦f 6= ∅ является решеточным по следствию 2).

Лемма 5. Для произвольных подалгебр 〈f〉 6= P,Max◦f 6= ∅ и 〈g〉 имеем

g ∈ MMax◦f ⇐⇒ Max g ∪Max h = X

для всех подалгебр 〈h〉 таких, что Max f ∪Max h = X.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Функции f, g и h будем считать нормированными.

Пусть подалгебра 〈g〉 такова, что Max◦f ⊆ Max g. Докажем, что Max g ∪ Maxh = X для
любой подалгебры 〈h〉 со свойством Max f ∪ Max h = X. Рассуждая от противного, выберем
точку x ∈ Max f\(Max g ∪Max h). Тогда f(x) = 1, g(x) < 1 и h(x) < 1. Выберем произвольную
окрестность Ux точки x, на которой значения h меньше 1. Поскольку Max f ∪Maxh = X, f = 1
на Ux, в частности x ∈ Max◦f. Но Max◦f ⊆ Max g, поэтому g(x) = 1; противоречие. Значит,
Max g ∪Maxh = X.

Обратно, предположим, существует нормированная функция g такая, что g(x) < 1 в неко-
торой точке x ∈ Max◦f, хотя Max g ∪ Max h = X для любой подалгебры 〈h〉 такой, что
Max f ∪Max h = X. Рассмотрим произвольную окрестность Ux точки x, на которой значения g
меньше 1. Зафиксируем точку y ∈ Ux ∩Max◦f, воспользуемся тем, что пространство X тихо-
новское, и выберем нормированную функцию h ∈ U∨(X) такую, что h = 1 на X\(Ux ∩Max◦f)
и h(y) = 1/2. Ясно, что Max f ∪ Max h = X, хотя Max g ∪ Max h ⊂ X, так как g(y) < 1 и
h(y) < 1. Полученное противоречие завершает доказательство леммы. �
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Предложение 4. Для любых систем подалгебр S и S′ (см. предложение 3) имеем

S ∼ S′ ⇐⇒ MMax◦f ∨MMax◦g 6= U∨(X)

для всех 〈f〉 ∈ S, 〈g〉 ∈ S′.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть системы S и S′ соответствуют точке x. Тогда согласно
п. 2.2) предложения 3 x ∈ Max◦f ∩ Max◦g для любых 〈f〉 ∈ S, 〈g〉 ∈ S′. Значит, по лемме 4
MMax◦f ∨MMax◦g 6= U∨(X).

Обратно, пусть условие выполняется, но системы S и S′ соответствуют различным точкам
x и y. Воспользуемся тем, что пространство X тихоновское, и выберем функции f, g ∈ U∨(X)
такие, что x ∈ Max◦f и y ∈ Max◦g, причем Max f∩Max g = ∅. Тогда согласно п. 2.3) предложе-
ния 3 имеем 〈f〉 ∈ S, 〈g〉 ∈ S′. Кроме того, MMax◦f∨MMax◦g = U∨(X) по лемме 4; противоречие.

Значит, S ∼ S′. �

Обозначим через Sx класс эквивалентности, образованный системами S, которые соответ-
ствуют точке x. Из предложения 4 следует, что классы Sx имеют решеточную характеризацию.

Предложение 5. Для произвольных подалгебры 〈f〉 6= P,Max◦f 6= ∅, и класса Sx имеем

x ∈ Max◦f ⇐⇒ Max f ∪Max g = X

для некоторой подалгебры 〈g〉 6= P такой, что 〈g〉 /∈ S для всех S ∈ Sx.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть x ∈ Max◦f. Воспользуемся тем, что пространство X
тихоновское, и выберем нормированную функцию g ∈ U∨(X) такую, что g = 1 на X\Max◦f и
g(x) = 1/2. Тогда 〈g〉 6= P, Max f ∪Max g = X и 〈g〉 /∈ S для всех S ∈ Sx, так как x /∈ Max g.

Обратно, поскольку 〈f〉 6= P и Max f ∪Max g = X, множество Max◦g не пусто и включает
X\Max f. Следовательно, если x /∈ Max◦f, то Max◦fi∩Max◦g 6= ∅ для любой подалгебры 〈fi〉,
где x ∈ Max◦fi. Таким образом, семейство множеств, состоящее из Max◦g и всевозможных
Max◦fi, x ∈ Max◦fi, центрировано. Поэтому, как и при доказательстве п. 1) предложения 3,
найдется система подалгебр S, содержащая подалгебры 〈g〉 и 〈fi〉, где x ∈ Max◦fi, причем
S ∈ Sx. С другой стороны, 〈g〉 /∈ S, так как S ∈ Sx; противоречие. Значит, x ∈ Max◦f. �

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы для компактов. Случай |X| = 1 очевиден, поскольку

|X| = 1 ⇐⇒ решетка A(U∨(X))— двухэлементная цепь ∅ ⊂ P.

Пусть |X| > 2 и α : A(U∨(X)) → A(U∨(Y ))— изоморфизм решеток. Тогда в силу пред-
ложений 3–5 соответствие ϕ : X → Y, заданное правилом ϕ(x) = y ⇐⇒ α(Sx) = Sy, будет
биекцией компактов X и Y, причем если α(〈f〉) = 〈g〉, то ϕ(Max◦f) = Max◦g. Множества вида
Max◦f образуют базу открытых множеств любого тихоновского пространства, в том числе и
компакта. Значит, ϕ— гомеоморфизм. �

3. Доказательство теоремы для хьюиттовских пространств

Сведем доказательство теоремы для хьюиттовских пространств к случаю компактов. Для
этого предварительно введем два класса подалгебр специального вида.

Подалгебру A полуполя U∨(X) назовем b-подалгеброй, если все функции из A ограничены
сверху, и sp-подалгеброй, если любая функция f ∈ A строго положительна, т. е. inf f > 0.
Ясно, что в случае компакта X все подалгебры будут sp- и b-подалгебрами. Заметим также,
что подалгебра A обладает свойством P (быть sp- или b-подалгеброй) тогда и только тогда,
когда любая подалгебра 〈f〉 ⊆ A обладает свойством P. Подалгебра констант P является sp-, b-
подалгеброй. Поэтому для решеточной характеризации sp- и b-подалгебр можно ограничиться
однопорожденными подалгебрами, отличными от P.

Дадим решеточную характеризацию sp-подалгебр. Пространство X считаем тихоновским.
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Лемма 6. 〈f〉 6= P— sp-подалгебра тогда и только тогда, когда 〈f〉 ⊆ 〈g′〉 ∨ 〈h′〉 и

〈g′〉 ⊆ [g], 〈g′〉 * 〈g〉, 〈h′〉 ⊆ [h], 〈h′〉 * 〈h〉 (3.4)

для некоторых подалгебр 〈g′〉, 〈h′〉, 〈g〉, 〈h〉.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 〈f〉 — sp-подалгебра, отличная от P. Можно считать, что
f > 1. Выберем точки x0, y0 ∈ X и числа a, b, c ∈ P такие, что a < f(x0) < b < f(y0) < c. Тогда
множества

A = {x ∈ X : f(x) /∈ (a, b)}, B = {x ∈ X : f(x) /∈ (b, c)}

не пусты (y0 ∈ A, x0 ∈ B) и замкнуты. Воспользуемся тем, что пространство X тихоновское,
и выберем пару нормированных функций λA, λB ∈ U∨(X) таких, что

λA(A) = {1}, λA(x0) = 1/(2f(x0)), λB(B) = {1}, λB(y0) = 1/(2f(y0)).

Положим
g = fλB, g′ = fλB ∨ 1, h = fλA, h′ = fλA ∨ 1.

Тогда 〈g′〉 ⊆ [g], 〈h′〉 ⊆ [h] и 〈f〉 ⊆ 〈g′〉 ∨ 〈h′〉, так как

g′ ∨ h′ = (fλB ∨ 1) ∨ (fλA ∨ 1) = f(λA ∨ λB) ∨ 1 = f · 1 ∨ 1 = f

(λA ∨λB = 1, поскольку A∪B = X). Докажем, что 〈g′〉 * 〈g〉 (〈h′〉 * 〈h〉 получается аналогич-
но).

Рассуждая от противного, получаем, что fλB ∨ 1 ∈ 〈fλB〉, т. е.

fλB ∨ 1 = a1(fλB) ∨ a2(fλB)
2 ∨ . . . ∨ an(fλB)

n;

это равенство в точках x0 и y0 равносильно системе
{

f(x0) = a1f(x0) ∨ a2f
2(x0) ∨ . . . ∨ anf

n(x0),

1 = a1 · 1/2 ∨ a2 · 1/2
2 ∨ . . . ∨ an · 1/2n,

которая несовместна, так как

1 = a1 ∨ a2f(x0) ∨ . . . ∨ anf
n−1(x0) > a1 · 1/2 ∨ a2 · 1/2

2 ∨ . . . ∨ an · 1/2n = 1.

Обратно, пусть 〈f〉 ⊆ 〈g′〉∨〈h′〉. Включения (3.4) показывают, что 〈g′〉 и 〈h′〉— sp-подалгебры.
Поэтому любая функция из подалгебры 〈g′〉 ∨ 〈h′〉, включая f, строго положительна. �

Опираясь на лемму 6, получим следующую решеточную характеризацию однопорожден-
ных b-подалгебр.

Лемма 7. 〈f〉 6= P— b-подалгебра тогда и только тогда, когда для любой sp-подалгебры

〈g〉 ⊆ [f ] найдется sp-подалгебра 〈h〉 6= P такая, что P ⊆ 〈g〉 ∨ 〈h〉.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 〈f〉— b-подалгебра и 〈g〉 ⊆ [f ]— sp-подалгебра. Если
〈g〉 = P, то P ⊆ 〈g〉∨〈h〉 для любой sp-подалгебры 〈h〉 6= P (такая, очевидно, в U∨(X) найдется).

Если 〈g〉 6= P, то положим h = g−1. Тогда функция h /∈ P строго положительна в силу
ограниченности сверху функции g ∈ [f ]. Кроме того, P ⊆ 〈g〉 ∨ 〈g−1〉, так как 1 = g · g−1.

Обратно, включение P ⊆ 〈g〉 ∨ 〈h〉 означает, что

1 = P0(g) ∨Q0(h) ∨ P1(g)Q1(h) ∨ . . . ∨ Pm(g)Qm(h)

для некоторых многочленов Pi ∈ R+[g], Qi ∈ R+[h] без свободных членов.
Допустим, что 〈g〉— не b-подалгебра. Тогда, поскольку 〈h〉— sp-подалгебра, функция

P0(g) ∨ P1(g)Q1(h) ∨ . . . ∨ Pm(g)Qm(h)

будет нулевой, так как иначе она не ограничена сверху. Следовательно, 1 = Q0(h), что проти-
воречит 〈h〉 6= P.

Итак, подалгебра 〈g〉 является b-подалгеброй. Значит, 〈f〉 — также b-подалгебра. �
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Лемма 8. Пусть X — компакт. Тогда для произвольных подалгебр 〈f〉 и 〈g〉, отличных

от P, имеем

P ⊆ 〈f〉 ∨ 〈g〉 =⇒ Min g ⊆ Max f.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Выберем точку x ∈ Min g и докажем, что x ∈ Max f.

Пусть P ⊆ 〈f〉 ∨ 〈g〉. Тогда 1 можно записать как

1 = a10f ∨ a01g ∨ . . . ∨ amnf
mgn.

Отсюда 1 = aijf
i(x)gj(x) для некоторых i, j.

Если i = 0, то j > 1, а потому a0jg
j(y) > 1 для любой точки y ∈ Max g (g(y) > g(x),

так как 〈g〉 6= P); противоречие. Следовательно, i > 1. Теперь, если f(x) < maxf, то для
любой точки z ∈ Max f имеем aijf

i(z)gj(z) > aijf
i(x)gj(x) = 1, что невозможно. Значит,

x ∈ Max f. �

С этого момента считаем тихоновское пространство X хьюиттовским. Пусть βX — стоун-
чеховская компактификация пространства X. Множество всех ограниченных строго положи-
тельных функций полуполя U∨(X) образует подалгебру, которую обозначим через spbU∨(X).
Она канонически изоморфна полуполю U∨(βX). Соответствующие канонические изоморфиз-
мы полуполей и их решеток подалгебр обозначим через ϕX и αX соответственно.

Лемма 9. Для любого класса Sx систем подалгебр полуполя U∨(βX) равносильны следу-

ющие условия:

1) x ∈ βX\X;

2) найдется не sp-, b-подалгебра 〈f〉 полуполя U∨(X) такая, что для любой sp-подалгебры

〈g〉 ⊆ [f ] подалгебра 〈h〉 6= P полуполя U∨(βX), для которой P ⊆ 〈h〉∨αX(〈g〉), лежит в S для

всех S ∈ Sx.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть x ∈ βX\X. Cогласно [10, теорема 3.11.10] найдется функ-
ция f ′ ∈ C(βX), 0 6 f ′ 6 1, такая, что f ′(x) = 0 и f ′ > 0 на X. Положим f = f ′|X . Тогда
〈f〉— не sp, b-подалгебра полуполя U∨(X). Очевидно, x ∈ Min◦ϕX(g) для любой sp-подалгебры
〈g〉 ⊆ [f ]. Далее, рассмотрим произвольную подалгебру 〈h〉 6= P полуполя U∨(βX), для кото-
рой P ⊆ 〈h〉 ∨αX(〈g〉). По лемме 8 MinϕX(g) ⊆ Max h, т. е. x ∈ Max◦h. Значит, согласно п. 2.3)
предложения 3 〈h〉 ∈ S для всех S ∈ Sx.

Обратно, пусть условия п. 2) выполнены, но x ∈ X. Поскольку f(x) > 0 и 〈f〉— не sp-
подалгебра, то f(y) < f(x) для некоторой точки y ∈ X. Положим g = f ∨ f(y) и h =
1/ϕX (f ∨ f(y)). Тогда 〈g〉— sp-подалгебра, включенная в [f ], 〈h〉 6= P и P ⊆ 〈h〉 ∨ αX(〈g〉),
так как h · ϕX(g) = 1. Кроме того, x /∈ Max h, поскольку Max h = MinϕX(g) и x /∈ MinϕX(g).
Значит, 〈h〉 /∈ S для всех S ∈ Sx. Полученное противоречие завершает доказательство
леммы. �

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы для хьюиттовских пространств. Пусть для произволь-
ных хьюиттовских пространств X и Y имеется изоморфизм α решетки A(U∨(X)) на решетку
A(U∨(Y )). В силу лемм 6 и 7 b- и sp-подалгебры полуполей U∨(X) и U∨(Y ) имеют решеточ-
ные характеризации. Поэтому отображение γ = αY ◦ α ◦ α−1

X будет изоморфизмом решетки
A(U∨(βX)) на решетку A(U∨(βY )). Тогда, как было показано ранее для компактов, соответ-
ствие

ϕ(x) = y ⇐⇒ γ(Sx) = Sy для любых x ∈ βX и y ∈ βY

будет гомеоморфизмом компактов βX и βY. Кроме того, ϕ(X) = Y в силу леммы 9. Значит,
ϕ|X — гомеоморфизм хьюиттовских пространств X и Y. Теорема доказана. �
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4. Заключение

Если в полуполе U∨(X) max-сложение заменить обычным сложением, то получим аддитивно-
сократимое полуполе U(X).

Приведем несколько результатов, касающихся определяемости хьюиттовских пространств,
применительно к полуполям U(X) и U∨(X). Аналогичные результаты для колец и полуколец
непрерывных функций можно найти в работах [1, предложение 2.2; 7].

Предложение 6. Для любых топологических пространств X и Y равносильны условия:
1) ντX ≈ ντY ;
2) аддитивные редукты полуполей U(X) и U(Y ) изоморфны;
3) аддитивные редукты полуполей U∨(X) и U∨(Y ) изоморфны;
4) решетки подалгебр A(U∨(X)) и A(U∨(Y )) изоморфны.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно [11, теоремы 3.9 и 8.7] для произвольных топологи-
ческих пространств X и Y существуют хьюиттовские пространства ντX и ντY, для которых
канонически изоморфны кольца функций C(X) и C(ντX), C(Y ) и C(ντY ). Поэтому условие 1)
влечет остальные. Импликация 4) ⇒ 1) — теорема данной статьи. Далее, неравенство f 6 g
равносильно равенству f ∨ g = g для любых f, g ∈ C(X). Кроме того, если f, g ∈ U(X), то
неравенство f 6 g равносильно следующему условию: для любой функции h ∈ U(X) такой,
что h = g + u для некоторой u ∈ U(X), найдется функция v ∈ U(X) такая, что h = f + v.
Таким образом, как из условия 2), так и из условия 3) следует изоморфизм решеток функ-
ций 〈U(X),6〉 и 〈U(Y ),6〉. В [1, предложение 2.2] показано, что этот изоморфизм равносилен
изоморфизму колец C(X) и C(Y ), который влечет условие 1) согласно известному результату
Хьюитта [12]. �

З а м е ч а н и е. Изоморфизм мультипликативных редуктов U(X) и U(Y ) или, что рав-
носильно, аддитивных полугрупп C(X) и C(Y ), не влечет изоморфизм колец C(X) и C(Y ),
поскольку мультипликативный редукт U(X), будучи делимой абелевой группой без кручения,
определяет лишь мощность кольца C(X).

Следующий пример показывает, что при изоморфизме полуполей U∨(X) и U∨(Y ) образ
подалгебры не обязан быть подалгеброй (в отличие от полуполей U(X)). Поэтому импликация

U∨(X) ∼= U∨(Y ) ⇒ A(U∨(X)) ∼= A(U∨(Y )),

хотя и следует из импликации 3) ⇒ 4) предложения 6, не может быть установлена напрямую.

П р и м е р. Пусть X = {x, y}— двухточечное дискретное пространство. Тогда U∨(X) =
P× P. Рассмотрим отображение

ϕ : U∨(X) → U∨(X), ϕ : (a, b) 7→ (a, b2).

Легко видеть, что ϕ— автоморфизмом полуполя U∨(X). Если ϕ(P)— подалгебра, то вместе с
функцией (2, 4) = ϕ((2, 2)) подалгебра ϕ(P) обязана содержать функцию 2 · (2, 4) = (4, 8), что
невозможно, так как ϕ : (r, r) 7→ (r, r2) 6= (4, 8) для всех r ∈ P. Значит, образ ϕ(P) не будет
подалгеброй.

Естественным продолжением расмотренного примера служит

Предложение 7. Изоморфизм ϕ полуполей U∨(X) и U∨(Y ) переводит подалгебры в под-

алгебры тогда и только тогда, когда ϕ(P) = P.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть изоморфизм ϕ переводит подалгебры в подалгебры. По-
скольку ϕ(1) = 1 и ϕ(P), ϕ−1(P)— подалгебры, то P ⊆ ϕ(P) и P ⊆ ϕ−1(P). Отсюда ϕ(P) = P.

Обратно, пусть ϕ(P) = P. Тогда образ ϕ(A) подалгебры A замкнут относительно сложения
и умножения функций. Остается показать, что rf ∈ ϕ(A) для любых f ∈ ϕ(A), r ∈ P, или, что
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то же самое, ϕ−1(rf) = ϕ−1(r)ϕ−1(f) ∈ A. Последнее верно, так как ϕ−1(r) ∈ P, ϕ−1(f) ∈ A и
A— подалгебра. �

В заключение сформулируем две открытые проблемы.

П р о б л е м а 1. Доказать (предположительно) определяемость любого хьюиттовско-

го пространства X решеткой A(U(X)).

Вслед за проблемой определяемости пространств X некоторой алгебраической структу-
рой A(X) в случае ее положительного решения естественно перейти к описанию изоморфиз-
мов структур A(X). Произвольный изоморфизм решеток всех подалгебр однотипных алгебр
называется решеточным изоморфизмом данных алгебр.

Нами описаны решеточные изоморфизмы полуколец C+(X) (см. [6]) и C∨(X) (в печати).

П р о б л е м а 2. Описать решеточные изоморфизмы полуполей U(X) и U∨(X).
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