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В работе найдены возможные автоморфизмы простых порядков и подграфы их неподвижных точек

гипотетического дистанционно регулярного графа с массивом пересечений {39, 36, 1; 1, 2, 39}. Показано,

что графы с массивами пересечений {15, 12, 1; 1, 2, 15}, {35, 32, 1; 1, 2, 35} и {39, 36, 1; 1, 2, 39} не являются

вершинно симметричными
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Введение

Мы рассматриваем неориентированные графы без петель и кратных ребер. Для вершины a
графа Γ через Γi(a) обозначим i-окрестность ее вершины, т. е. подграф, индуцированный Γ на
множестве всех вершин, находящихся на расстоянии i от a. Положим [a] = Γ1(a), a

⊥ = {a}∪[a].
Пусть Γ — граф, a, b — две вершины из Γ, число вершин в [a]∩ [b] обозначается через µ(a, b)

(соответственно λ(a, b)), если a, b находятся на расстоянии 2 (соответственно смежны) в Γ. Да-
лее, индуцированный [a]∩ [b] подграф называется µ-подграфом (соответственно λ-подграфом).
Если Γ — граф диаметра d, то через Γi1,i2,...,it, где ij ≤ d для всех j = 1, . . . , t, обозначается
граф с тем же множеством вершин, что и Γ, в котором две вершины смежны тогда и только
тогда, когда они находятся на расстоянии i ∈ {i1, i2, . . . , it} в Γ.

Степенью вершины называется число вершин в ее окрестности. Граф Γ называется ре-

гулярным степени k, если степень любой вершины из Γ равна k. Граф Γ назовем реберно

регулярным с параметрами (v, k, λ), если он содержит ровно v вершин, регулярен степени k
и каждое его ребро лежит ровно в λ треугольниках. Граф Γ — вполне регулярный граф с па-

раметрами (v, k, λ, µ), если он реберно регулярен c соответствующими параметрами и [a] ∩ [b]
содержит ровно µ вершин для любых двух вершин a и b, находящихся на расстоянии 2 в Γ.
Вполне регулярный граф диаметра 2 называется сильно регулярным графом. Если вершины
u,w находятся на расстоянии i в Γ, то через bi(u,w) (соответственно ci(u,w)) обозначим число
вершин в пересечении Γi+1(u) (соответственно через Γi−1(u)) с [w]. Граф Γ диаметра d на-
зывается дистанционно регулярным с массивом пересечений {b0, b1, . . . , bd−1; c1, . . . , cd}, если
значения bi(u,w) и ci(u,w) не зависят от выбора вершин u и w, находящихся на расстоянии i
в Γ, для любого i = 0, . . . , d. Положим ai = k − bi − ci. Заметим, что для дистанционно регу-
лярного графа b0 — это степень графа, c1 = 1. Граф Γ диаметра d называется дистанционно
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транзитивным, если для любого i ∈ {0, . . . , d} и для любых двух пар вершин (u,w) и (y, z)
с d(u,w) = d(y, z) = i найдется автоморфизм g графа Γ такой, что (ug, wg) = (y, z). Для
подмножества X автоморфизмов графа Γ через Fix(X) обозначается множество всех вершин
графа Γ, неподвижных относительно любого автоморфизма из X. Далее, через plij(x, y) обо-
значим число вершин в подграфе Γi(x)∩Γj(y) для вершин x и y, находящихся на расстоянии l
в графе Γ. В дистанционно регулярном графе числа plij(x, y) не зависят от выбора вершин x, y,

обозначаются через plij и называются числами пересечений графа Γ.
В работе [1] найдены массивы пересечений дистанционно регулярных локально цикличе-

ских графов с числом вершин, не большим 1000.

Предложение 1. Пусть Γ — дистанционно регулярный граф диаметра, большего 2, на

v ≤ 1000 вершинах. Если λ = 2 и µ > 1, то верно одно из утверждений:

(1) Γ — примитивный граф с массивом пересечений {15, 12, 6; 1, 2, 10}, {19, 16, 8; 1, 2, 8},
{24, 21, 3; 1, 3, 18}, {35, 32, 8; 1, 2, 28} или {51, 48, 8; 1, 4, 36};

(2) Γ — антиподальный граф с µ = 2 и массивом пересечений {2r+1, 2r− 2, 1; 1, 2, 2r+1},
r ∈ {3, 4, . . . , 21} \ {10, 16} и v = 2r(r + 1);

(3) Γ — антиподальный граф с µ ≥ 3 и массивом пересечений {15, 12, 1; 1, 4, 15}, {18, 15, 1;
1, 5, 18}, {27, 24, 1; 1, 8, 27}, {35, 32, 1; 1, 4, 35}, {45, 42, 1; 1, 6, 45}, {42, 39, 1; 1, 3, 42} или {75, 72, 1;
1, 12, 75}.

В статье продолжено исследование реберно симметричных графов с массивами пересече-
ний из п. (2) предложения 1. Если 2r+1 — степень простого числа, то граф существует. Более
того, существует единственный реберно симметричный граф, полученный из схемы Р. Мэтона.
Заметим, что 2r + 1 — не степень простого числа для r = 7, 17, 19. Случаи r = 7 и r = 17 рас-
смотрены в [2; 4]. В данной работе изучаются автоморфизмы гипотетического дистанционно
регулярного графа с массивом пересечений {39, 36, 1; 1, 2, 39}.

Граф Γ с массивом пересечений {39, 36, 1; 1, 2, 39} имеет v = 1+39+702+18 = 760 вершин

и спектр 391,
√
39

360
,−139,−

√
39

360
.

Теорема. Пусть Γ — дистанционно регулярный граф, имеющий массив пересечений

{39, 36, 1; 1, 2, 39}, G = Aut(Γ), g — элемент простого порядка p из G и Ω = Fix(g). Тогда

π(G) ⊆ {2, 3, 5, 13, 17, 19} и выполняется одно из следующих утверждений:

(1) Ω — пустой граф и либо

(i) p = 19, α1(g) = α3(g) = 38 и α2(g) = 684 или α3(g) = 760, либо

(ii) p ∈ {2, 5}, α3(g) = 0, α1(g) = 40 и α2(g) = 720;

(2) Ω лежит в антиподальном классе Γ и либо

(i) p = 13, |Ω| = 19 и α1(g) = 39(2r + 1), где r ≤ 9, либо

(ii) p = 3, |Ω| ∈ {1, 7, 13, 19} и α1(g) = 39;

(3) p = 17, Ω — граф икосаэдра, α1(g) = 34 и α3(g) = 102;

(4) p = 3, Ω является 4-кликой и α1(g) = 36;

(5) p = 2 и либо

(i) Ω — объединение двух антиподальных классов, α3(g) = 0 и α1(g) = 38, либо

(ii) Ω — объединение семи изолированных 4-клик, α3(g) = 48, α1(g) = 36.

Следствие. Графы с массивами пересечений {15, 12, 1; 1, 2, 15}, {35, 32, 1; 1, 2, 35} и

{39, 36, 1; 1, 2, 39} не являются вершинно симметричными.

1. Вспомогательные результаты

В этом разделе приведены результаты, используемые в доказательстве теоремы.

Лемма 1 [3, лемма 1]. Пусть OK — кольцо целых алгебраических чисел поля K. Если

d — целое число, не делящееся на квадрат простого числа, K = Q(d1/2) — соответствующее
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квадратичное поле, то один из целочисленных базисов кольца OK равен (1, (1 + d1/2)/2), если

d ≡ 1 (mod 4) и равен (1, d1/2), если d ≡ 2, 3 (mod 4). В случае d = 39 один из целочисленных

базисов кольца OK равен (1,
√
39).

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы опирается на метод Хигмена работы с автоморфизмами
дистанционно регулярного графа, представленный в третьей главе монографии Камерона [5].
При этом граф Γ рассматривается как симметричная схема отношений (X,R) с d классами, где
X — множество вершин графа, R0 — отношение равенства на X и для i ≥ 1 класс Ri состоит
из пар (u,w) таких, что d(u,w) = i. Для u ∈ Γ положим ki = |Γi(u)| и v = |Γ|. Классу Ri

отвечает граф Γi на множестве вершин X, в котором вершины u,w смежны, если (u,w) ∈ Ri.
Пусть Ai — матрица смежности графа Γi для i > 0 и A0 = I — единичная матрица. Тогда
AiAj =

∑

plijAk для чисел пересечений plij.

Пусть Pi — матрица, в которой на месте (j, l) стоит plij. Тогда собственные значения
p1(0), . . . , p1(d) матрицы P1 являются собственными значениями графа Γ кратностей m0 =
1, . . . ,md соответственно. Заметим, что матрица Pj является значением некоторого рацио-
нального многочлена от P1, поэтому упорядочение собственных значений матрицы P1 задает
порядок на множестве собственных значений матрицы Pj . Матрицы P и Q, у которых на ме-
сте (i, j) стоят pj(i) и qj(i) = mjpi(j)/ki соответственно, называются первой и второй матрицей
собственных значений схемы и связаны равенствами PQ = QP = vI.

Предложение 2 [5, теорема 17.12]. Пусть uj и wj — левый и правый собственные векто-

ры матрицы P1, отвечающие собственному значению p1(j) и имеющие первую координату 1.
Тогда кратность mj собственного значения p1(j) равна v/〈uj , wj〉.

Фактически из доказательства теоремы 17.12 из [5] следует, что wj являются столбцами
матрицы P и mjuj являются строками матрицы Q.

Подстановочное представление группы G = Aut(Γ) на вершинах графа Γ обычным обра-
зом дает матричное представление ψ группы G в GL(v,C). Пространство Cv является орто-
гональной прямой суммой собственных G-инвариантных подпространств W0, . . . ,Wd матрицы
смежности A = A1 графа Γ. Для любого g ∈ G матрица ψ(g) перестановочна с A, поэтому
подпространство Wi является ψ(G)-инвариантным. Пусть χi — характер представления ψWi

.
Тогда (см. [3, § 3.7]) для g ∈ G получим

χi(g) = v−1

d
∑

j=0

Qijαj(g),

где αj(g) — число точек x из X таких, что d(x, xg) = j. Заметим, что значения характеров
являются целыми алгебраическими числами и, если правая часть выражения для χi(g) —
число рациональное, то χi(g) — целое число.

Лемма 2. Пусть Γ — дистанционно регулярный граф с массивом пересечений

{39, 36, 1; 1, 2, 39}, G = Aut(Γ). Если g ∈ G, χ1 — характер проекции представления ψ на

подпространство размерности 360 (отвечающее собственному значению θ1) и χ2 — харак-

тер проекции представления ψ на подпространство размерности 39, то

χ1(g) = (18α0(g)− α3(g) + (18α1(g) − α2(g))
√
39/39)/38,

χ2(g) = (α0(g) + α3(g))/19 − 1.

Если |g| = p — простое число, то χ2(g)− 39 делится на p.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Имеем

P1 =









0 1 0 0
39 2 2 0
0 36 36 39
0 0 1 0









.
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Рассмотрим, например, p1(1) =
√
39. Тогда

P1 −
√
39I =









−
√
39 1 0 0

39 2−
√
39 2 0

0 36 36−
√
39 39

0 0 1 −
√
39









.

Если (1, x2, x3, x4) — вектор-строка из ядра матрицы P1−
√
39I, то x2 = 1/

√
39, x3 = −1/(18

√
39)

и x4 = −1/18. Отсюда

Q =









1 1 1 1

360 360/
√
39 −20/

√
39 −20

39 −1 −1 39

360 −360/
√
39 20/

√
39 −20









.

Поэтому χ1(g) = (18α0(g) + 18α1(g)/
√
39− α2(g)/

√
39 − α3(g))/38.

Аналогично χ2(g) = (39α0(g) − α1(g) − α2(g) + 39α3(g))/760. Подставляя α1(g) + α2(g) =
760 − α0(g) − α3(g), получим χ2(g) = (α0(g) + α3(g))/19 − 1.

Остальные утверждения леммы следуют из [6, лемма 2]. Лемма доказана.

2. Автоморфизмы графа с массивом пересечений {39, 36, 1; 1, 2, 39}

В этом разделе Γ — дистанционно регулярный граф с массивом пересечений
{39, 36, 1; 1, 2, 39}, G = Aut(Γ), g — элемент простого порядка p из G, Ω = Fix(g) и αi(g) = pwi

для i > 0.
Заметим, что Γ содержит ровно 40 антиподальных классов, в каждом из которых 19 вер-

шин.

З а м е ч а н и е. Если Ω пересекает антиподальные классы K и L, то |K ∩ Ω| = |L ∩ Ω|.
В самом деле, вершина из L ∩Ω попадает в окрестность единственной вершины из K ∩Ω,

поэтому |K ∩ Ω| ≤ |L ∩ Ω|. Симметрично |L ∩ Ω| ≤ |K ∩ Ω|.

Лемма 3. Выполняются следующие утверждения:
(1) если g — автоморфизм Γ порядка 2, 3 или 5, то 18w1 = w2;
(2) если Ω — пустой граф, то либо

(i) p = 19 и (α1(g), α2(g), α3(g)) ∈ {(38, 684, 38), (0, 0, 760)}, либо

(ii) p ∈ {2, 5} и (α1(g), α2(g), α3(g)) = (40, 720, 0).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если g — элемент группы G, то значение характера для g яв-
ляется суммой n корней из единицы степени |ψ(g)|, где n — размерность представления ψ.

Заметим, что корни из единицы степени 2, 3 имеют рациональные вещественные части.
Если |g| = 2, 3, то значение характера – вещественное число, поэтому оно является целым. В
случае |g| = 5 можно воспользоваться формулами cos 2π/5 = (

√
5 − 1)/4 и cos 4π/5 = −(

√
5 +

1)/4.
Таким образом, если g — автоморфизм графа Γ порядка 2, 3 или 5, то из леммы 2 следует,

что 18w1 = w2.
Пусть Ω — пустой граф. Так как 760 = 23 · 5 · 19, то p = 19, 5 или 2.
Пусть p = 19. Тогда χ1(g) = (

√
39(18w1−w2)/39−w3)/2 и χ2(g) = w3−1. По лемме 2 число

χ2(g) − 39 = w3 − 40 делится на 19, поэтому w3 = 2, 21 или 40. В силу леммы 1 пара (1,
√
39)

образует целочисленный базис кольца алгебраических целых чисел поля Q(
√
39). Поэтому

w3 = 2 или 40. В первом случае имеем w1 + w2 = 38, χ1(g) =
√
39(18w1 − w2)/78 − 1 =

19
√
39(w1 − 2)/78 − 1, и отсюда α1(g) = α3(g) = 38, α2(g) = 19 · 36 = 684. Во втором случае

α3(g) = 760, и элемент g оставляет инвариантным каждый антиподальный класс графа Γ.
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Если p = 2, 5 и α3(g) 6= 0, то g фиксирует вершину в соответствующем антиподальном
классе, противоречие.

Если p = 5, то α1(g) = 5w1, α2(g) = 5 · 18w1 и 5w1 + 5 · 18w1 = 760. Отсюда α1(g) = 40,
α2(g) = 720.

В случае p = 2 имеем α1(g) = 2w1, α2(g) = 2·18w1 и 2w1+2·18w1 = 760. Отсюда α1(g) = 40,
α2(g) = 720.

Лемма доказана.

В леммах 4–6 предполагается, что Ω содержит вершину a. Заметим, что если a, b ∈ Ω и
p > 2, то [a] ∩ [b] ⊂ Ω, поэтому λΩ = µΩ = 2.

Лемма 4. Выполняются следующие утверждения:

(1) если p 6= 2, 3, 13, то Ω содержит по вершине из [a], Γ2(a) и Γ3(a);

(2) если p > 17, то Γ3(a) ⊂ Ω.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если p 6= 2, 3, 13, то p не делит |Γi(a)|, поэтому Ω содержит по
вершине из [a], Γ2(a) и Γ3(a).

Для любой вершины a из Ω подграф Γ3(a) является g-допустимым, и в случае p > 17 имеем
Γ3(a) ⊂ Ω.

Лемма доказана.

Лемма 5. Если p > 2, то выполняется одно из утверждений:

(1) Ω лежит в антиподальном классе графа Γ, α3(g) = 17− |Ω| и либо

(i) p = 3, |Ω| ∈ {1, 7, 13, 19} и α1(g) = 39, либо

(ii) p = 13, |Ω| = 19, α3(g) = 0 и α1(g) = 39(2l + 1), где l ≤ 9;

(2) p = 17, Ω — граф икосаэдра, α1(g) = 34 и α3(g) = 102;

(3) p = 3, Ω является 4-кликой и α1(g) = 36.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть p > 2. Допустим, что Ω содержит [a]. Тогда вершина
u ∈ Γ2(a) лежит в [ai] ∩ [aj ] для некоторых вершин ai, aj из [a], поэтому u ∈ Ω. Отсюда
Γ2(a) ⊂ Ω и Γ = Ω, противоречие.

Кроме того, в окрестности каждой вершины из Γ − Ω имеется не более одной вершины
из Ω.

Пусть p > 17. Тогда |Ω| = 19t, где t — число антиподальных классов, попадающих в Ω,
Ω — регулярный граф степени t− 1 и p делит 40− t. Число ребер между Ω и Γ−Ω не меньше
19t(39−t), но не больше (760−19t), поэтому t = 1. Отсюда |Ω| = 19 и p делит 39, противоречие.

Пусть теперь p ≤ 17 и Γ содержит t > 0 антиподальных классов, пересекающих Ω по s
вершинам. Тогда Ω — регулярный граф степени t− 1.

Рассмотрим множество вершин U , лежащих в антиподальных классах, не пересекающих Ω.

Каждая вершина из U смежна в среднем с st(40− t)/(760− 19t) = st/19 вершинами из Ω,
поэтому st = |Ω| ≤ 19.

Заметим, что если Ω содержит изолированную вершину, то Ω лежит в антиподальном
классе графа Γ и либо p = 3 и |Ω| ∈ {1, 4, 7, 10, 13, 16, 19}, либо p = 13 и |Ω| ∈ {6, 19}. В любом
случае α3(g) = 19 − |Ω|. Далее, χ1(g) = (|Ω| − 1)/2 + (18α1(g) − α2(g))

√
39/(39 · 38), ввиду

леммы 1 число |Ω| нечетно, α1(g) + α2(g) = 741 и 18α1(g) − α2(g) = 19(α1(g) − 39) делится на
38 · 39. Отсюда либо p = 3 и α1(g) = 39, либо p = 13 и α1(g) = 39(2l + 1), где l ≤ 9.

Если t > 1, то Ω является (k′ + 1)-кликой или связным вполне регулярным графом с
параметрами (v′, k′, 2, 2) и 1 + k′ + (k′ − 3)k′/2 ≤ 19. Поэтому k′ ∈ {3, 5, 6}.

В случае k′ = 6 число p делит 33, поэтому p ∈ {3, 11} и p делит 19− s. Далее, пара (|Ω|, s)
равна (16, 1) и подграф Ω является кликой, противоречие.

В случае k′ = 5 число p делит 34, поэтому p = 17. Далее, Ω — локально 5-угольный граф,
поэтому Ω — граф икосаэдра, t = 6, s = 2 и α3(g) = 102. Так как α1(g) − 34 делится на 78, то
α1(g) = 34.
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В случае k′ = 3 граф Ω является 4-кликой и p = 3. Далее, α2(g) = 18α1(g) и α1(g) = 36.

Лемма доказана.

Лемма 6. Если p = 2, то либо

(i) Ω — объединение двух антиподальных классов, α3(g) = 0 и α1(g) = 38, либо

(ii) Ω является объединением семи изолированных 4-клик, α3(g) = 48 и α1(g) = 36.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть p = 2 и Γ содержит t > 0 антиподальных классов, пе-
ресекающих Ω по s вершинам. Тогда Ω — регулярный граф степени t − 1, число |Ω| четно,
любой антиподальный класс пересекает Ω по s = 2j+1 вершинам, j ≤ 9 и t четно. Пусть K —
антиподальный класс, содержащий вершину a. Тогда K ∩Ω = {a, a2, . . . , as}. Если d(u, ug) ≤ 2
для некоторой вершины u ∈ Γ− Ω, то [u] содержит 0 или 2 вершины из Ω.

Как и выше, доказывается, что |Ω| = st ≤ 38; кроме того, |Γ2(a) ∩ Ω| = (s − 1)(t − 1).
В случае s = 1 граф Ω является t-кликой, поэтому t ≤ 4. Противоречие с тем, что [a] − Ω
содержит по крайней мере 18 пар вершин вида {u, ug}, смежных с вершинами из Ω− a⊥.

Пусть s > 1 и x — число изолированных вершин в Ω(a). Тогда Ω содержит вершину a, t−1
вершин из Ω(a), (x (t− 2) + (t− 1− x)(t − 4))/2 вершин c из Ω2(a), для которых [c] ∩ [a] ⊂ Ω,
(39−3x−(t−1−x))/2 вершин из Ω2(a), смежных с парами вершин из [a]−Ω и s−1 вершин из
Ω3(a). Поэтому 1+(t−1)+(x (t−2)+(t−1−x)(t−4))/2+(39−3x−(t−1−x))/2+(s−1) ≤ 38,
s ≤ 19− (t− 2)2/2 и t ∈ {2, 4, 6}.

Далее, число вершин в Γ2(a) ∩Ω, с одной стороны, равно (x (t− 2) + (t− 1− x)(t− 4))/2 +
(39−3x− (t−1−x))/2, а с другой стороны, равно (s−1)(t−1). Поэтому (2s− t+3)(t−1) = 39
и (t, s) ∈ {(2, 19), (4, 7)}.

Пусть (t, s) = (2, 19). Тогда Ω является объединением 19 изолированных ребер, α3(g) = 0
и α1(g) = 38.

Пусть (t, s) = (4, 7). Тогда Ω — регулярный граф степени 3 и связная компонента ∆ графа Ω
является графом K4,4 с удаленным максимальным паросочетанием или 4-кликой. В первом
случае t ≥ 8, противоречие. Поэтому Ω является объединением семи изолированных 4-клик,
α3(g) = 12 · 4 = 48 и α1(g) = 36.

Лемма доказана.

Из лемм 3–6 следует теорема.

3. Граф с массивом пересечений {39, 36, 1; 1, 2, 39} не является вершинно

симметричным

Сначала приведем одну лемму об абелевых накрытиях клик.

Лемма 7 [7, теорема 2.5]. Пусть Γ — дистанционно регулярный граф с массивом пере-

сечений {k, µ(r − 1), 1; 1, µ, k}, K — абелева подгруппа из Aut(Γ), транзитивная на каждом

антиподальном классе и p — простой делитель r. Тогда p делит k + 1, и в случае k = rµ+ 1
число r — степень 2.

До конца раздела предполагается, что Γ является дистанционно регулярным графом с мас-
сивом пересечений {39, 36, 1; 1, 2, 39} и G = Aut(Γ) действует транзитивно на множестве вер-
шин графа Γ. По лемме 7 группа G не содержит абелевых подгрупп, действующих транзитивно
на каждом антиподальном классе. Ввиду теоремы имеем {2, 5, 19} ⊆ π(G) ⊆ {2, 3, 5, 13, 17, 19}.

Лемма 8. Выполняются следующие утверждения:

(1) если f — элемент порядка 19 из G и g — элемент простого порядка p < 19 из CG(f),
то |g| = 2, Ω — объединение двух антиподальных классов, α3(g) = 0 и α1(g) = 38;

(2) S(G) = O2(G);

(3) цоколь T̄ группы Ḡ = G/S(G) изоморфен L2(19) или J3.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть f — элемент порядка 19 из G, g — элемент простого
порядка p < 19 из CG(f). Ввиду теоремы из действия f на Ω следует, что либо p = 13, |Ω| = 19
и α1(g) = 39(2l + 1), где l ≤ 9, либо p = 2, Ω — объединение двух антиподальных классов,
α3(g) = 0 и α1(g) = 38. В первом случае имеем l = 9 и каждая 〈g〉-орбита длины 19 является
кликой, противоречие.

Из утверждения (1) следует равенство S(G) = O2(G).

Пусть T̄ — цоколь группы Ḡ = G/S(G). По [8, табл. 1] группа T̄ изоморфна группе L2(19)
порядка 22325 · 19 или группе J3 порядка 27355 · 17 · 19.

Лемма доказана.

Завершим д о к а з а т е л ь с т в о следствия в случае массива {39, 36, 1; 1, 2, 39}. По [9]
группа J3 не содержит подгрупп индекса, делящего 760. В случае L2(19) подгруппа T̄a содер-
жится в диэдральной подгруппе порядка 18 и для антиподального класса F подгруппа T̄{F}

является расширением группы порядка 19 с помощью циклической группы порядка 9. Отсюда
S(G)a — группа порядка 2 и |S(G) : S(G)a| делит 8. Противоречие с действием T̄ на S(G).

4. Графы с массивами пересечений {15, 12, 1; 1, 2, 15} и {35, 32, 1; 1, 2, 35}
не являются вершинно симметричными

Пусть Γ — дистанционно регулярный граф, имеющий массив пересечений {15, 12, 1; 1, 2, 15},
G = Aut(Γ), g — элемент из G простого порядка p и Ω = Fix(g). Пусть F — антиподальный
класс графа Γ, содержащий вершину a. В [2, теорема] доказано, что π(G) ⊆ {2, 3, 5, 7} и
выполняется одно из следующих утверждений:

(1) Ω — пустой граф и либо

(i) p = 7, α1(g) = 14t и α3(g) = 14 или α3(g) = 112, либо

(ii) p = 2, α3(g) = 0 и α1(g) = 16;

(2) |Ω| = 1, p = 3, α1(g) = 15 и α3(g) = 6;

(3) Ω — антиподальный класс, p ∈ {3, 5}, α1(g) = 15 и α3(g) = 0;

(4) Ω является 4-кликой, p = 3, α1(g) = 12 и α3(g) = 24;

(5) p = 2, Ω — объединение двух антиподальных классов, α3(g) = 0 и α1(g) = 14.

Лемма 9. Пусть G действует транзитивно на множестве вершин графа Γ. Тогда вы-

полняются следующие утверждения:

(1) если f — элемент порядка 7 из G, g — элемент простого порядка p < 7 из CG(f), то

|g| = 2, Ω — объединение двух антиподальных классов, α3(g) = 0, α1(g) = 14 и |CG(f)| = 14;

(2) S(G) = O2(G);

(3) цоколь G/S(G) изоморфен L2(7).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть f — элемент порядка 7 из G, g — элемент простого по-
рядка p < 7 из CG(f). Ввиду [2, теорема] из действия f на Ω следует, что либо p = 3, 5
и Ω — антиподальный класс, либо p = 2 и Ω — объединение двух антиподальных классов.
Но в случаях p = 3, 5 имеем α1(g) = 15, противоречие. Если V — подгруппа порядка 4 из
CG(f), содержащая g, и U = {u ∈ Γ | d(u, ug) = 1}, то |U | = 14 и некоторая инволюция
h ∈ V фиксирует 2 вершины из U и переставляет антиподальные классы из Ω. В этом случае
U = Fix(h) = {u ∈ Γ | d(u, ugh) = 1}. Аналогично W = {w ∈ Γ | d(w,wh) = 1} совпадает с
Fix(gh). Противоречие с тем, что U = {u ∈ Γ | d(u, ugh) = 1} =W .

Пусть T̄ — цоколь группы Ḡ = G/O2(G). Если |T̄ | = 7, то |Ḡ| не делится на 8, причем f
принадлежит ядру действия G на множестве антиподальных классов, противоречие с утвер-
ждением (1). Итак, S(G) = O2(G).

Пусть T̄ — цоколь группы Ḡ = G/S(G). Заметим, что {2, 7} ⊆ π(G) ⊆ {2, 3, 5, 7} и |G| не
делится на 25 и на 49. Если |T̄ | не делится на 7, то по [8, табл. 1] группа T̄ изоморфна A5, A6

или U4(2), противоречие с действием элемента порядка 7 на T̄ .
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Значит, |T̄ | делится на 7 и по [8, табл. 1] группа T̄ изоморфна L2(7), L2(8), U3(3), A7, L3(4),
A8, A9, U4(3) или Sp6(2). Так как |T̄ : T̄a| делит 16 · 7, и для антиподального класса F число
|T̄ : T̄{F}| делит 16, то T̄ ∼= L2(7), T̄a = Z3 и T̄{F} = Z7.Z3.

Лемма доказана.

Завершим д о к а з а т е л ь с т в о следствия в случае массива {15, 12, 1; 1, 2, 15}. По лем-
ме 9 либо группа G изоморфна PGL2(7), причем элемент f порядка 7 из G{F} действует без
неподвижных точек на S(G){F}, либо |S(G) : S(G)a| = |S(G) : S(G){F}| = 2.

В последнем случае S(G) — элементарная абелева 2-группа. Покажем, что порядок груп-
пы S(G)F делит 2. В противном случае найдутся две инволюции g, h ∈ S(G)F , каждая из
которых фиксирует точно 2 антиподальных класса. Отсюда Ω = Fix(h), противоречие с дей-
ствием группы 〈g, h〉 на U = {u ∈ Γ | d(u, ug) = 1}. Ввиду [2, теорема] имеем S(G)F = S(G){F},
поэтому S(G) = 〈z〉 — группа порядка 2. Ввиду леммы 9 инволюция z фиксирует два антипо-
дальных класса, противоречие с тем, что z поточечно фиксирует Γ.

Итак, G ∼= PGL2(7), Ta = Z3 поточечно фиксирует 4-клику, T{F} = Z7.Z3 и любая инво-
люция из G действует без неподвижных точек на Γ. Компьютерные вычисления в GAP [10]
показывают, что не существует дистанционно регулярного графа степени 15 с описанными
свойствами.

Пусть Γ — дистанционно регулярный граф, имеющий массив пересечений {35, 32, 1; 1, 2, 35},
G = Aut(Γ), g — элемент из G простого порядка p и Ω = Fix(g). Пусть F — антиподальный
класс графа Γ, содержащий вершину a. В [4, теорема 1] доказано, что π(G) ⊆ {2, 3, 5, 7, 17} и
выполняется одно из следующих утверждений:

(1) Ω — пустой граф и либо

(i) p = 17, α1(g) = α3(g) = 34 и α2(g) = 544 или α3(g) = 612, либо

(ii) p = 2, 3, α3(g) = 0 и α1(g) = 36;

(2) Ω лежит в антиподальном классе, p = 7 и |Ω| = 3, 17 или p = 5 и |Ω| = 7, 17;

(3) p = 3, 5 и Ω — граф икосаэдра;

(4) p = 2, Ω — объединение двух антиподальных классов, α3(g) = 0 и α1(g) = 34.

Лемма 10. Пусть G действует транзитивно на множестве вершин графа Γ. Тогда вы-

полняются следующие утверждения:

(1) если f — элемент порядка 17 из G, g — элемент простого порядка p < 17 из CG(f), то

|g| = 2, Ω — объединение двух антиподальных классов, α3(g) = 0, α1(g) = 34 и |CG(f)| = 34;

(2) S(G) = O2(G);

(3) цоколь группы G/S(G) изоморфен L2(17).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть f — элемент порядка 17 из G, g — элемент простого
порядка p < 7 из CG(f). Ввиду [4, теорема 1] из действия f на Ω следует, что либо p = 2, 3 и
Ω — пустой граф, либо p = 5, 7 и Ω — антиподальный класс, либо p = 2 и Ω — объединение
двух антиподальных классов. Но если p = 2, 3 и Ω — пустой граф, имеем α1(g) = 36, а если
p = 5, 7 и Ω — антиподальный класс, имеем α1(g) = 35, 35 · 17. В последнем случае любая
〈g〉-орбита длины 7 является кликой. В любом случае получаем противоречие.

Если V — подгруппа порядка 4 из CG(f), содержащая g, и U = {u ∈ Γ | d(u, ug) = 1}, то
|U | = 34 и некоторая инволюция h ∈ V фиксирует 2 вершины из U и переставляет антиподаль-
ные классы из Ω. В этом случае U = Fix(h) = {u ∈ Γ | d(u, ugh) = 1}. Аналогично W = {w ∈
Γ | d(w,wh) = 1} совпадает с Fix(gh). Противоречие с тем, что U = {u ∈ Γ | d(u, ugh) = 1} =W .

Пусть R = O3(G) 6= 1. Тогда |R : Ra| = 9 и для любого элемента g порядка 3 из Ra

подграф Ω является графом икосаэдра. По [4, лемма 5] имеем α1(g) = 30 и α3(g) = 90. Если
Ra содержит элементарную абелеву группу 〈g, h〉 порядка 9, то h фиксирует по крайней мере 3
вершины из U = {u ∈ Γ | d(u, ug) = 1}. С другой стороны, из действия h на Ω(a) следует, что
Ω = Fix(h), противоречие. Итак, |Ra| делит 3, противоречие с действием элемента порядка 17
из G на R.
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Пусть T̄ — цоколь группы Ḡ = G/O2(G). Если |T̄ | = 17, то получим противоречие с
утверждением (1). Итак, S(G) = O2(G).

Пусть T̄ — цоколь группы Ḡ = G/S(G). Заметим, что {2, 3, 17} ⊆ π(G) ⊆ {2, 3, 5, 7, 17} и
|G| не делится на 49. Если |T̄ | не делится на 17, то получим противоречие с действием элемента
порядка 17 на T̄ .

Значит, |T̄ | делится на 17 и ввиду [8, табл. 1] группа T̄ изоморфна L2(17), L2(16), Sp4(4),
Ω−
8 (2), L4(4) или Sp8(2). Так как по [9] группа T̄ содержит максимальную подгруппу индекса,

делящего 36 · 17, то T̄ изоморфна L2(17), T̄a — циклическая группа порядка, делящего 8, и
|S(G) : S(G)a| · (16/|T̄a|) = 4.

Лемма доказана.

Завершим д о к а з а т е л ь с т в о следствия в случае массива {35, 32, 1; 1, 2, 35}. По лем-
ме 10 либо группа G изоморфна L2(17) или PGL2(17), причем элемент f порядка 17 из G{F}

действует без неподвижных точек на S(G){F}, либо |S(G) : S(G)a| = |S(G) : S(G){F}| = 2.
В последнем случае S(G) — элементарная абелева 2-группа. Покажем, что порядок груп-

пы S(G)F делит 2. В противном случае найдутся две инволюции g, h ∈ S(G)F , каждая из кото-
рых фиксирует точно 2 антиподальных класса. Отсюда Ω = Fix(h), противоречие с действием
группы 〈g, h〉 на U = {u ∈ Γ | d(u, ug) = 1}. Ввиду [4, теорема 1] имеем S(G)F = S(G){F},
поэтому S(G) = 〈z〉 — группа порядка 2. Ввиду леммы 10 инволюция z фиксирует два анти-
подальных класса, противоречие с тем, что z поточечно фиксирует Γ.

Итак, либо G ∼= L2(17), Ta ∼= Z4 и T{F}
∼= Z17.Z4, либо G ∼= PGL2(17), Ta ∼= Z8 и

T{F}
∼= Z17.Z8. Противоречие с тем, что для инволюции g ∈ Ta подграф Ω — объединение

двух антиподальных классов и α1(g) = 34.
Следствие доказано.
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