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Р.С.Пирсом [1] для произвольного кольца R с 1 был построен пучок колец на нульмерном
компакте Max BR со слоями R/MR, где M — максимальный идеал булева кольца BR цент-
ральных идемпотентов из R. Им же было показано, что произвольное кольцо R с 1 изоморфно
кольцу всех глобальных сечений своего пирсовского пучка. Нетривиальный пирсовский пучок
существует для колец с богатой алгеброй центральных идемпотентов, и поэтому пирсовские
пучки применялись при исследовании регулярных, бирегулярных, заменяемых, чистых ко-
лец [1–6]. Беджесс и Стефенсон построили и успешно применяли конструкцию пирсовской
цепи идеалов кольца [7; 8]. Поскольку кольцо есть подпрямое произведение своих пирсовских
слоев, важной является задача нахождения связей между кольцом и его пирсовскими слоями.
В нашей работе решается такая задача для полуколец.

Отметим, что аналоги пирсовских пучков колец были получены и для некоторых дру-
гих алгебраических систем: ограниченных дистрибутивных решеток, почти-колец, решеточ-
но упорядоченных колец и решеточно упорядоченных абелевых групп, универсальных ал-
гебр [9–12]. Для полуколец конструкция, обобщающая пирсовский пучок колец, была рас-
смотрена В.В.Чермных [13].

О п р е д е л е н и е 1. Непустое множество S с бинарными операциями + и · называется
полукольцом, если выполняются следующие аксиомы:

(1) (S, +) — коммутативная полугруппа с нейтральным элементом 0;

(2) (S, ·) — полугруппа с нейтральным элементом 1;

(3) умножение дистрибутивно относительно сложения:

a(b+ c) = ab+ ac, (a+ b)c = ac+ bc

для любых a, b, c ∈ S;

(4) 0a = 0 = a0 для любого a ∈ S.

Полукольцо S называется коммутативным в нуле (симметрическим в нуле), если ab = 0
влечет ba = 0 (abc = 0 влечет acb = 0).

1Работа выполнена в рамках государственного задания Минобрнауки (проект 1.1375.2014/К).
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Левый аннулятор annl(B) = {s ∈ S: sB = 0} множества B ⊆ S является левым идеалом
полукольца S; левый (правый) аннулятор элемента a ∈ S обозначим через annl(a) (annr(a)).

Полукольцо, в котором an = 0 при любом натуральном n влечет a = 0, назовем полуколь-

цом без нильпотентных элементов.

Лемма 1. Для полукольца без нильпотентных элементов S справедливы утверждения:

(1) S — коммутативное в нуле полукольцо;
(2) ab = 0 влечет asb = 0 для любого s ∈ S;

(3) S — симметрическое в нуле полукольцо;
(4) annl(a) = annr(a) для любого a ∈ S;

(5) для любого подмножества B ⊆ S множество annl(B) = annr(B) = annl(SBS) =
annr(SBS) = {s ∈ S : SBS ∩ SsS = 0} является идеалом.

Д о к а з а т е л ь с т в о. (1) ab = 0 влечет (ba)2 = 0, отсюда ba = 0.
(2) Если ab = 0, то из (1) следует (asb)2 = 0, и тогда asb = 0.

(3) Если abc = 0, то, применив (2), получаем acbacb = 0, отсюда следует acb = 0.
(4) следует из (1).

(5) Пусть SBS — идеал, порожденный множеством B, состоящий из всех конечных сумм
элементов вида sbt для произвольных s, t ∈ S, b ∈ B. Положим D = {d ∈ S: SBS ∩ SdS = 0}.
Для любого d ∈ D выполняется dB ⊆ SBS ∩SdS = 0, поэтому D ⊆ annl(B). Аналогично D ⊆
Annr(B). По свойствам (1) и (2) annl(B) = annr(B) ⊆ annl(SBS). Очевидно, annl(SBS) ⊆
annl(B). Если a ∈ annl(SBS), то (SaS ∩ SBS)2 = 0 и поэтому SaS ∩ SBS = 0. Получили
annl(SBS) ⊆ D. Очевидно, D — идеал. �

Мультипликативно идемпотентный элемент e = e2 полукольца S договоримся называть
идемпотентом. Элемент e полукольца S называется центральным, если es = se для любо-
го s ∈ S; дополняемым, если существует такой e⊥ ∈ S, что e + e⊥ = 1 и ee⊥ = e⊥e = 0.
Заметим, что дополнение к произвольному центральному элементу является центральным до-
полняемым идемпотентом и определяется однозначно. Обозначим через BS множество всех
центральных дополняемых идемпотентов полукольца S. Непосредственно проверяется, что
(BS, ⊕, ·) с операцией сложения e ⊕ f = ef⊥ + e⊥f и полукольцевым умножением образует
булево кольцо. Обозначим через Max BS пространство всех максимальных идеалов BS, на-
деленное стоуновской топологией. Напомним, что Max BS является нульмерным компактом
с базой открыто-замкнутых множеств вида D(e) = {M ∈ Max BS: e 6∈ M}.

Элемент d ∈ S называется левым (правым) уравнителем элементов a, b ∈ S, если da =
db (ad = bd). Множество всех левых (правых) уравнителей элементов a, b обозначим через
l(a, b) (r(a, b)). Множество (a, b)∗ = l(a, b) ∩ r(a, b) всех элементов полукольца, являющихся
одновременно и правыми, и левыми уравнителями, есть идеал. Назовем полукольцо S полу-

кольцом без уравнителей, если для любой пары различных элементов a, b ∈ S выполняется
l(a, b) = r(a, b) = 0.

Введенные определения являются естественными полукольцевыми аналогами понятий де-
лителя нуля и области. Нам потребуются (идейно) похожие обобщения коммутативности и
симметричности в нуле.

Полукольцо S называется симметрическим (слабо симметрическим), если для любых
a, b, c, d ∈ S выполняется abc = abd ⇔ acb = adb (bc = bd ⇔ cb = db).

Очевидно, слабо симметрическое полукольцо является симметрическим, обратное не вер-
но. Симметрическим полукольцом будет, помимо коммутативного, редуцированное полукольцо,
задаваемое импликацией a2 + b2 = ab+ ba ⇒ a = b. Редуцированное полукольцо является по-
лукольцом без нильпотентов.

Лемма 2. Пусть S — слабо симметрическое полукольцо.

(1) l(a, b) = r(a, b) для любых a, b ∈ S.

(2) Любой идемпотент из S централен.
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Д о к а з а т е л ь с т в о очевидно. �

О п р е д е л е н и е 2. Полукольцо S назовем риккартовым справа, если для любого
a ∈ S найдется такой дополняемый идемпотент e, что annr(a) = eS; полукольцо, являюще-
еся риккартовым справа и слева, назовем риккартовым. Слабо симметрическое полукольцо S
назовем строго риккартовым, если для любых a, b ∈ S идеал (a, b)∗ порождается центральным
дополняемым идемпотентом.

Предложение 1. Для полукольца S равносильны условия:
(1) S — риккартово справа или слева полукольцо, и каждый дополняемый идемпотент

централен;
(2) S — риккартово справа или слева полукольцо без нильпотентных элементов;
(3) S — риккартово полукольцо без нильпотентных элементов;
(4) каждый элемент в S является произведением центрального дополняемого идемпотен-

та и неделителя нуля;
(5) S — полукольцо без нильпотентных элементов, и для любого конечно порожденного

идеала из S существует такой центральный дополняемый идемпотент e ∈ S, что annl(B) =
annr(B) = Se = eS.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Импликация (3) ⇒ (2) очевидна.
(2) ⇒ (1). Пусть f — дополняемый идемпотент из S с дополнением f⊥. Тогда annr(f

⊥)
содержит элемент fs для любого s ∈ S. Поскольку S — полукольцо без нильпотентных
элементов, то по утверждению (4) леммы 1 fs ∈ annl(f

⊥), поэтому fsf⊥ = 0. Получаем
fsf = fsf + fsf⊥ = fs(f + f⊥) = fs. Таким же образом доказывается, что sf = fsf и f —
центральный дополняемый идемпотент.

(1) ⇒ (4). Пусть S — риккартово справа полукольцо, каждый дополняемый идемпотент ко-
торого централен. Покажем, что S — полукольцо без нильпотентных элементов. Действитель-
но, пусть s2 = 0 для некоторого s ∈ S. Тогда annr(s) = fS для некоторого центрального допол-
няемого идемпотента f . Получаем s ∈ annr(s) = fS, поэтому s = fs = sf = 0. Пусть теперь
a — произвольный элемент из S. По утверждению (4) леммы 1 annl(a) = annr(a) = Se = eS
для подходящего дополняемого идемпотента e ∈ S, и S риккартово слева. Положим d = e⊥a+e.
Тогда e⊥d = e⊥a = e⊥a+ ea = a. Покажем, что d — неделитель нуля. Пусть b ∈ annl(d), тогда
0 = bd = be⊥a+ be, отсюда 0 = e(be⊥a+ be) = be и be⊥a = 0. Поскольку annr(a) = eS, то ae = 0
и ae⊥ = a. Получаем ba = bae⊥ = 0, следовательно, b ∈ annl(a) = Se. Для некоторого s ∈ S
имеем b = se = be = 0. Получили, что annl(d) = 0. Так же доказывается, что annr(d) = 0.

(4) ⇒ (3). Пусть a = ed — ненулевой элемент из S для некоторых e = e2 и неделителя
нуля d, и пусть b ∈ annl(a). Тогда b = bed = 0, отсюда be = 0. Получаем b = be + be⊥ =
be⊥ ∈ Se⊥. Обратное включение Se⊥ ⊆ annl(a) очевидно, и S риккартово слева. Правая
риккартовость доказывается аналогично. Покажем, что S — полукольцо без нильпотентных
элементов. Допустим, что an = 0, тогда 0 = an = endn и 0 = endn−1 = an−1. По индукции
получаем a = 0.

(5) ⇒ (3) следует из утверждения (5) леммы 1, если в качестве B взять главный идеал.
(1) ∧ (3) ⇒ (5). Пусть B =

∑n
i=1

SbiS — конечно порожденный идеал и ei — такие цент-
ральные дополняемые идемпотенты, что annr(bi) = eiS для любых i = 1, . . . , n. Рассмотрим
центральный дополняемый идемпотент e = e1 · . . . · en. Заметим, что по утверждению (3) лем-
мы 1 условие a ∈ annr(B) равносильно bia = 0 для каждого i = 1, . . . , n, а это равносильно
a ∈ ∩n

i=1
annr(bi) = ∩n

i=1
eiS. Включение eS ⊆ ∩n

i=1
eiS очевидно, покажем обратное включение.

Если x ∈ ∩n
i=1

eiS, то x = eisi = e2i si = eix и ei являются локальными единицами для элемен-
та x. Также локальной единицей для x будет их произведение, поэтому x = ex и ∩n

i=1
eiS ⊆ eS.

Получили annr(B) = eS. По лемме 1 annl(B) = annr(B). �

Пусть e, f — различные элементы булева кольца R. Ясно, что из этой пары мы можем
выбрать элемент f , допустим, таким образом, что f ненулевой, и мультипликативно замкну-
тое множество {1, f} не содержит e. Тогда идеал M , максимальный среди содержащих e и
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не пересекающихся с {1, f}, является простым. Известно, что простой идеал булева коль-
ца является максимальным. Получили, что различные элементы булева кольца разделяются

некоторым максимальным идеалом.

Рассмотрим произвольный элемент a риккартова полукольца S без нильпотентных элемен-
тов. По предложению 1 a есть произведение центрального дополняемого идемпотента и неде-
лителя нуля. Предположим, что e, f — различные центральные дополняемые идемпотенты
из S и a = ed1 = fd2 для некоторых неделителей нуля d1, d2. Идемпотенты e и f разделяются
некоторым идеалом M ∈ Max BS, пусть e ∈ M, f /∈ M . Тогда 0 = e⊥ed1 = e⊥fd2, и e⊥f /∈ M
в силу простоты максимального идеала. Получили, что d2 — делитель нуля, противоречие.
Таким образом, с каждым элементом a риккартова полукольца S без нильпотентных элемен-
тов однозначно связан центральный дополняемый идемпотент ea и выполняется равенство
a = ead для некоторого неделителя нуля d. Понятно, что в общем случае d определяется не
однозначно.

Для исследования риккартовых и строго риккартовых полуколец нам потребуется кон-
струкция пирсовского пучка полуколец. С терминологией и методами пучковых представлений
можно познакомиться в [14; 16] и в иных статьях, указанных в списке литературы.

Пусть S — произвольное полукольцо, M — максимальный идеал булева кольца BS цен-
тральных дополняемых идемпотентов. Стандартно проверяется, что отношение

a ≡ b(ρM ) ⇔ ae⊥ = be⊥ для некоторого e ∈ M

является конгруэнцией на полукольце S; назовем ρM пирсовской конгруэнцией. Ядром, или
классом нуля, пирсовской конгруэнции является идеал M = MS. Факторполукольцо S/ρM по
пирсовской конгруэнции называется пирсовским слоем полукольца S. Эта терминология идет
от конструкции пучка колец с единицей, построенного Р.С.Пирсом [1]. Там же было дано
изоморфное представление произвольного кольца с единицей сечениями пирсовского пучка. В
дальнейшем пирсовское представление колец было обобщено на полукольца с единицей.

О п р е д е л е н и е 3. Пучок полуколец (P (S), Max BS) называется пирсовским пучком

полукольца S, если базисное пространство — максимальный спектр булева кольца централь-
ных дополняемых идемпотентов из S, а накрывающее пространство — дизъюнктное объеди-
нение всех пирсовских слоев полукольца S.

Следующее предложение устанавливает связь между произвольным полукольцом с едини-
цей и его пирсовским пучком.

Предложение 2 [13; 14]. Произвольное полукольцо S с единицей изоморфно полукольцу

всех глобальных сечений своего пирсовского пучка (P (S), Max BS).

Сейчас мы приступим к характеризации полуколец свойствами, связанными со свойства-
ми пирсовских пучков, в частности их пирсовских слоев. Перед этим укажем используемые
базовые свойства пучковых конструкций.

Глобальное (т. е. определенное на всем базисном пространстве) сечение пирсовского пучка
(P (S), Max BS) по предложению 2 задается некоторым однозначно определенным элементом
a ∈ S и обозначается через â. В каждом пирсовском слое S/ρM сечение â принимает значение
â(M) = hM (a) — образ элемента a при естественном эпиморфизме hM : S → S/ρM . Часто
используется такое свойство: множество, на котором совпадают два сечения пучка, открыто.
В частности, открытым является нуль-множество z(â) = {M ∈ Max BS: â(M) = 0̂(M)}
любого сечения. Понятно, что носитель supp â = Max BS \ z(â) произвольного сечения â
будет замкнут. Отметим еще одно свойство, используемое ниже. Если U — открыто-замкнутое
подмножество базисного пространства пучка, то отображение χU : Max BS → P (S), равное
единичному сечению на U и нулевому на его дополнении, является глобальным сечением пучка
и носит название характеристического сечения.
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Предложение 3. Для полукольца S равносильны следующие условия:
(1) S — полукольцо без нильпотентных элементов;
(2) все пирсовские слои полукольца S — полукольца без нильпотентных элементов.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем импликацию (1) ⇒ (2). Пусть S — полукольцо без
нильпотентных элементов. Предположим, что некоторый пирсовский слой S/ρM содержит
ненулевой нильпотентный элемент, т. е. для некоторого a ∈ S выполняются â(M) 6= 0̂(M) и
ân(M) = 0̂(M) для подходящего натурального n. Поскольку a 6= 0, то an 6= 0 по предложе-
нию 2. Пусть z(ân) — нуль-множество сечения ân. По свойствам пучка нуль-множество z(ân)
открыто, кроме того, M ∈ z(ân), поэтому в силу нульмерности Max BS найдется открыто-
замкнутое подмножество U ⊆ Max BS, содержащее точку M . Пусть χU — характеристическое
сечение множества U . Глобальное сечение

ϕ = â · χU =

{

â на U

0̂ на Max BS \ U

является ненулевым нильпотентным элементом полукольца всех глобальных сечений. По пред-
ложению 2 полукольцо глобальных сечений изоморфно S, поэтому и в S нашелся ненулевой
нильпотентный элемент; противоречие показывает, что пирсовские слои — полукольца без
нильпотентных элементов.

Докажем импликацию (2) ⇒ (1). Пусть все пирсовские слои полукольца S — полуколь-
ца без нильпотентов. Предположим, что в S есть нильпотент a 6= 0 такой, что an = 0 для
некоторого n ∈ N. Тогда в некотором пирсовском слое S/ρM выполняется â(M) 6= 0̂(M) и
ân(M) = 0̂(M). �

О п р е д е л е н и е 4. Пучок (P, S) называется хаусдорфовым, если накрывающее про-
странство P является хаусдорфовым пространством; полухаусдорфовым, если любые две раз-
личные точки из P , одна из которых принадлежит образу нулевого сечения, имеют непересе-
кающиеся открытые окрестности.

Характеризация хаусдорфовых пучков хорошо известна (см., например, [15, с. 14]); есте-
ственным образом получается аналог для полухаусдорфова пучка [14, лемма 5.2.4].

Лемма 3. Справедливы утверждения:
(1) (P, X) хаусдорфов ⇔ X — хаусдорфово пространство, и множество, на котором

совпадают два произвольных сечения пучка P , открыто-замкнуто;
(2) (P, X) полухаусдорфов ⇔ X — хаусдорфово пространство, и нуль-множество произ-

вольного сечения пучка P открыто-замкнуто.

Теорема 1. Для полукольца S равносильны условия:
(1) S строго риккартово;
(2) пирсовский пучок полукольца S хаусдорфов, и все его слои являются слабо симметри-

ческими полукольцами без уравнителей.

Д о к а з а т е л ь с т в о. (1) ⇒ (2). Пусть â(M)ŝ(M) = b̂(M)ŝ(M) для произвольных
a, b, s ∈ S и M ∈ Max BS. Допустим, что ŝ(M) 6= 0̂(M). Сечения âs и b̂s совпадают на
некоторой открыто-замкнутой окрестности U точки M в силу нульмерности Max BS. Рас-
смотрим характеристическое сечение χU , и пусть ê = χU для некоторого e ∈ BS. Очевидно,
выполняются соотношения

ase = bse и aes = bes.

Пусть f — центральный дополняемый идемпотент, порождающий (ae, be)∗. В силу слабой сим-
метричности s ∈ (ae, be)∗, поэтому s = sf. Заметим, что f̂ в каждом слое принимает либо
нулевое, либо единичное значение и так как 0̂(M) 6= ŝ(M) = ŝ(M)f̂(M), то f̂(M) = 1̂(M).
Учитывая, что f ∈ (ae, be)∗, получаем

â(M) = â(M)ê(M)f̂(M) = b̂(M)ê(M)f̂(M) = b̂(M),
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и слой в точке M — полукольцо без уравнителей.

Покажем хаусдорфовость пирсовского пучка строго риккартова полукольца S. Пусть V —
множество всех точек из Max BS, в которых совпадают сечения â и b̂ для произвольных
a, b ∈ S, и пусть g ∈ BS порождает (a, b)∗. В силу отсутствия уравнителей в пирсовских слоях
пучка для любого d ∈ (a, b)∗ носитель supp d̂ лежит в V , в частности supp ĝ ⊆ V. Рассмотрим
произвольную точку M ∈ V. Изоморфность пирсовского представления позволяет отожде-
ствить сечения пучка с соответствующими элементами полукольца S. Поэтому найдется эле-
мент gM ∈ BS \M такой, что agM = bgM . Поскольку gM ∈ (a, b)∗, то M ∈ supp ĝM ⊆ supp ĝ,
следовательно, U ⊆ supp ĝ. Получили, что U = supp ĝ — открыто-замкнутое множество и по
лемме 3 пучок хаусдорфов.

Осталось показать, что произвольный пирсовский слой полукольца S является слабо сим-
метрическим полукольцом. Пусть â(M)ŝ(M) = b̂(M)ŝ(M). Найдется открыто-замкнутая ок-
рестность U точки M , на которой совпадают сечения âs и b̂s. Пусть χU — характеристиче-
ское сечение, e — соответствующий этому сечению элемент из S. Тогда âŝê = b̂ŝê, откуда
ase = bse. Полукольцо S слабо симметрическое, поэтому sea = seb. Наконец, учитывая, что
â(M) = 1̂(M), получаем ŝ(M)â(M) = ŝ(M)b̂(M).

(2) ⇒ (1). Пусть пирсовский пучок полукольца S хаусдорфов. По лемме 3 для любых
a, b ∈ S множество U , на котором совпадают сечения â и b̂ хаусдорфова пучка, открыто-
замкнуто. Рассмотрим характеристическое сечение χU , равное единичному сечению на U .
Пусть f ∈ SB — соответствующий центральный дополняемый идемпотент f ∈ S. Очевид-
но, f ∈ (a, b)∗. Для произвольного элемента r ∈ (a, b)∗ получаем âr̂ = b̂r̂. Если â(M) 6= b̂(M)
в некоторой точке M ∈ Max BS, то r̂(M) = 0̂(M), так как слои являются полукольцами
без уравнителей. Получаем, что носитель supp r̂ лежит в U . Поэтому r = fr и центральный
дополняемый идемпотент f порождает идеал (a, b)∗. �

Следствие. Пусть S — строго риккартово полукольцо. Тогда

1) элемент d ∈ S в точности является неуравнителем, если сечение d̂ в каждом пирсов-

ском слое полукольца S принимает ненулевое значение;

2) множества уравнителей и делителей нуля полукольца S совпадают;

3) произвольный элемент S есть произведение центрального дополняемого идемпотента

и неуравнителя;

4) S является риккартовым полукольцом без нильпотентных элементов; обратное не

верно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) По теореме 1 пирсовский пучок полукольца S хаусдорфов,
а его слои — полукольца без уравнителей. Пусть ad = bd для различных a, b ∈ S. Тогда
хотя бы в одном слое сечения â и b̂ принимают различные значения, и d̂ в этом слое обязано
равняться нулю. Обратно, пусть z(d̂) непусто и ê — характеристическое сечение, совпадающее с
единичным на z(d̂). Тогда ed = 0 и элемент d является делителем нуля, поэтому — уравнителем.

Утверждение 2) следует из того, что каждый неделитель нуля, как и неуравнитель, в любом
пирсовском слое отличен от нуля.

3) Пусть a — произвольный элемент полукольца S. Нуль-множество z(â) открыто-замкну-
то, поэтому рассмотрим глобальные сечения

ê =

{

0̂ на z(â)

1̂ на Max BS \ z(â)
и d̂ =

{

1̂ на z(â)
â на Max BS \ z(â).

Легко проверить, что â = êd̂, сечение d̂ отлично от нуля в каждом слое, а ê — центральный
дополняемый идемпотент. Получили, что a = ed для e ∈ BS и неуравнителя d.

4) Первое утверждение следует из 2), 3) и предложения 1. Рассмотрим L = {0, a, 1} —
трехэлементную цепь. Понятно, что L является риккартовым полукольцом без нильпотентных
элементов. Идеал (a, 1)∗ = {0, a} не порождается центральным дополняемым идемпотентом,
поэтому L не будет строго риккартовым. �
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Предложение 4. Для полукольца S равносильны условия:

(1) S — риккартово полукольцо без нильпотентов;
(2) пирсовский пучок полукольца S полухаусдорфов, и все его слои являются полукольцами

без делителей нуля;
(3) все пирсовские слои полукольца S — полукольца без делителей нуля, и для любого a ∈ S

подмножество D(annl(a) ∩BS) открыто-замкнуто в Max BS.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Импликации (1) ⇒ (2) и (2) ⇒ (1) получаются из доказатель-
ства теоремы 1, если положить b = 0. Отметим, что отсутствие нильпотентных элементов в S
следует из предложения 3, поскольку пирсовские слои являются полукольцами без делителей
нуля и, следовательно, без нильпотентных элементов. �

Равносильность (2) ⇔ (3) вытекает из леммы 3 и следующего утверждения.

Лемма 4. Пусть пирсовские слои полукольца S — полукольца без делителей нуля. Тогда

для любого элемента a ∈ S выполняется равенство z(â) = D(annl(a) ∩BS).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим A = annl(a)∩BS. Пусть M ∈ D(A), тогда найдется
такой f ∈ BS \M , что fa = 0. Поскольку f̂(M) = 1̂(M), то â(M) = 0̂(M). Поэтому M ∈ z(â)
и D(A) ⊆ z(â). Обратно, пусть M ∈ z(â). В силу нульмерности Max BS существует открыто-
замкнутая окрестность U точки M , на которой â равно нулю. Пусть f̂ — характеристическое
сечение множества U . Получаем, что f̂(M) = 1̂(M), f ∈ BS \ M и fa = 0. Следовательно,
M ∈ D(A) и, окончательно, D(A) = z(â). �

О п р е д е л е н и е 5. Полукольцо S называется бирегулярным, если каждый главный
идеал из S порождается центральным дополняемым идемпотентом.

Напомним, что полукольцо S называется простым, если нулевой идеал является наиболь-
шим собственным идеалом в S. Характеризация бирегулярных колец в терминах слоев была
получена еще в пионерской работе Р.С.Пирса [1, p. 45]. При доказательстве существенно ис-
пользовались топологические свойства сечений и пучка. С чисто алгебраическим доказатель-
ством этого результата авторы познакомились в монографии А.А.Туганбаева [2, 13.31]. Сейчас
мы получим обобщение результата для бирегулярных полуколец; доказательство основано на
свойствах решетки регулярных идеалов полукольца.

О п р е д е л е н и е 6. Идеал, порождаемый центральными дополняемыми идемпотента-
ми, назовем регулярным.

Для каждого регулярного идеала A полукольца S отношение

a ≡ b(ρA) ⇔ ae⊥ = be⊥ для некоторого e ∈ A ∩Max BS

является конгруэнцией на полукольце S; назовем ρA A-регулярной конгруэнцией. Легко ви-
деть, что ρM — пирсовская конгруэнция на полукольце S — это в точности M -регулярная
конгруэнция для максимального собственного регулярного идеала M .

Теорема 2. Полукольцо S бирегулярно тогда и только тогда, когда все пирсовские слои

полукольца S — простые полукольца.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть h: S → S/ρM — естественный эпиморфизм на пирсовский
слой бирегулярного полукольца S. Заметим, что для произвольного m ∈ M найдется такой
центральный дополняемый идемпотент f , что m = fs для некоторого s ∈ S. Тогда mf⊥ =
0, m ≡ 0(ρM ), следовательно, h(M) = h(0). Покажем, что ненулевой элемент пирсовского слоя
S/ρM порождает весь слой. Пусть h(a) 6= h(0), a ∈ S, и A — идеал полукольца S, порожденный
элементом a. Полукольцо S бирегулярно, поэтому A = eS для некоторого e ∈ BS, а h(A)
порождается элементом h(a). Понятно, что e не лежит в M , поэтому M + A = S. Тогда
h(A) = h(M) + h(A) = h(S), и пирсовский слой S/ρM — простое полукольцо.



220 Р.В.Марков, В.В.Чермных

Обратно, пусть пирсовские слои полукольца S — простые полукольца. Предположим, что
S не бирегулярно. Тогда найдется главный идеал A = SaS, не порождаемый центральным
дополняемым идемпотентом. Рассмотрим множество E таких собственных регулярных идеа-
лов B, что естественный образ идеала A в полукольце S/ρB (ρB — B-регулярная конгруэнция)
не порождается образом центрального дополняемого идемпотента из S. Ясно, что нулевой
идеал принадлежит E. Покажем, что объединение любой возрастающей цепи идеалов {Pi}
из E принадлежит множеству E. Идеал P = ∪Pi является собственным регулярным иде-
алом, через h и hi обозначим естественные гомоморфизмы в S/ρP и S/ρPi

соответственно.
Допустим, что h(A) порождается центральным дополняемым идемпотентом h(e), где e ∈ BS.
Тогда h(e) = h(s1)h(a)h(t1)+. . .+h(sk)h(a)h(tk) и h(a) = h(e)h(s) для подходящих s, si, ti ∈ S.
Получаем e ≡

∑k
i=1

siati(ρP ) и a ≡ es(ρP ), отсюда ef⊥ = (
∑k

i=1
siati)f

⊥ и ag⊥ = esg⊥ для неко-

торых f, g ∈ P ∩BS. Существует такой Pj ∈ {Pi}, что f, g ∈ Pj , поэтому hj(e) = hj(
∑k

i=1
siati)

и hj(a) = hj(e)hj(s), поскольку hj(f
⊥) = hj(g

⊥) = hj(1). Отсюда вытекает, что hj(A) порожда-
ется hj(e), противоречие. По лемме Цорна множество E содержит максимальный элемент M .
Рассмотрим два случая, когда M — максимальный собственный регулярный идеал полуколь-
ца S и когда M — собственный идеал, не являющийся максимальным.

П е р в ы й с л у ч а й. Тогда S/ρM — пирсовский слой, hM (A) — ненулевой идеал в про-
стом полукольце S/ρM , поэтому hM (A) = hM (S). Получили, что hM (A) порождается hM (1),
противоречие.

В т о р о й с л у ч а й. Если M не является максимальным регулярным идеалом, то неслож-
но показать, что найдется такой центральный дополняемый идемпотент e, что M1 = M + eS
и M+e⊥S — собственные регулярные идеалы, строго содержащие M . Обозначим через h: S →
S/ρM и h1: S → S/ρM1

естественные гомоморфизмы. Поскольку M1 6∈ E, то h1(A) порождается
h1(f) для некоторого f ∈ BS. Пусть x ∈ A, тогда x ≡ fs(ρM1

). Существует такой центральный
дополняемый идемпотент v из M1, что xv⊥ = fsv⊥. Отсюда получаем

xv⊥ + xv + fsv = fsv⊥ + xv + fsv, x+ fsv = fs+ xv.

Элементы fsv, xv лежат в M1, поэтому fsv = m1 + es1, xv = m2 + es2 для некоторых
m1, m2 ∈ M, s1, s2 ∈ S. Из x+m1+es1 = fs+m2+es2 получаем h(x)+h(es1) = h(fs)+h(es2),
отсюда h(xe⊥) = h(e⊥fs). Подобные рассуждения для идеала M + e⊥S приводят к равенству
h(xe) = h(egt) для некоторых g ∈ BS и t ∈ S. Тогда h(x) = h(xe⊥) + h(xe) = h(e⊥fs +
egt). Непосредственно проверяется, что w = e⊥f + eg является центральным дополняемым
идемпотентом (с дополнением w⊥ = e⊥f⊥ + eg⊥). Кроме того, e⊥f = e⊥w и eg = ew, поэтому
h(x) = h(e⊥fs + egt) = h(e⊥ws + ewt) ∈ h(w)h(S) и h(A) ⊆ h(w)h(S). Осталось показать,
что h(w) ∈ h(A). Имеем f ≡ u(ρM1

) для некоторого элемента u ∈ A. Тогда ft⊥ = ut⊥ для
подходящего t = m+ es ∈ (M + eS) ∩ BS. Получаем f = ut⊥ + ft = ut⊥ + f(m+ es), отсюда
e⊥f = e⊥ut⊥+e⊥fm и h(e⊥f) = h(e⊥t⊥u) ∈ h(A). Аналогично доказывается, что h(eg) ∈ h(A),
отсюда h(w) = h(e⊥f)+h(eg) ∈ h(A). Следовательно, h(A) порождается образом центрального
дополняемого идемпотента h(w), противоречие. �

Теорема 3. Для полукольца S равносильны условия:

(1) S — бирегулярное полукольцо без нильпотентных элементов;

(2) все пирсовские слои полукольца S — простые полукольца без делителей нуля.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Импликация (2) ⇒ (1) следует из предложения 3 и теоремы 2.

(1) ⇒ (2). Достаточно показать, что в простом полукольце без нильпотентных элемен-
тов нет делителей нуля, и воспользоваться предложением 3 и теоремой 2. Пусть a, b 6= 0,
ab = 0. Тогда a ∈ annl(b) и по утверждению (5) леммы 1 annl(b) является ненулевым идеалом.
Полукольцо S простое, поэтому annl(b) = S, отсюда 1 ∈ annl(b) и b = 1b = 0, противоречие. �
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