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Для достаточно широкого класса коммутативных колец доказано существование незамкнутых непри-

водимых ковров лиева типа, ассоциированных с любой системой корней.
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1. Введение

Набор аддитивных подгрупп A = {Aij | 1 ≤ i, j ≤ n, i 6= j} коммутативного кольца K

с условиями AirArj ⊆ Aij для всех попарно различных i, r, j называется элементарным мат-
ричным ковром степени n над кольцом K. Всякий элементарный ковер A определяет элемен-
тарную ковровую подгруппу E(A) специальной линейной группы SL(n,K). По определению
E(A) порождается трансвекциями tij(u), u ∈ Aij , 1 ≤ i, j ≤ n, i 6= j. Ковер A называется
замкнутым, если подгруппа E(A) не содержит новых трансвекций.

Понятия элементарного матричного ковра и ковровой подгруппы были перенесены разны-
ми способами на группы лиева типа и в этом общем случае роль трансвекций играют корневые
элементы xr(u), r ∈ Φ, u ∈ K, группы Шевалле типа Φ над кольцом K. Мы следуем опре-
делениям В.М.Левчука из [1], в которых условия ковровости определяются коммутаторной
формулой для корневых элементов. Краткую историю развития и приложений данных по-
нятий можно найти, например, в [2; 3]. Отметим, что по лиевой терминологии элементарный
матричный ковер степени n — это ковер типа Φ = An−1.

Назовем ковер типа Φ неприводимым (соответственно унипотентным), если все его адди-
тивные подгруппы ненулевые (соответственно нулевые все аддитивные подгруппы, индекси-
рованные отрицательными корнями). Любой ковер типа Φ над полем является объединением
унипотентного ковра и определенного числа неприводимых ковров, соответствующих нераз-
ложимым подсистемам корней системы Φ [4, лемма 2]. Всякий унипотентный ковер замкнут,
поэтому первостепенный интерес вызывают неприводимые ковры.

В.А.Койбаев указал пример незамкнутого неприводимого ковра типа Al над полем рацио-
нальных функций [5]. Мы строим примеры незамкнутых неприводимых ковров любого типа Φ
над различными коммутативными кольцами. В наших примерах все подковры {Ar, A−r},
r ∈ Φ, ранга 1 замкнутые, за исключением лишь одного. Поэтому данные примеры являют-
ся предельными в связи со следующим известным вопросом В.М.Левчука [6, вопрос 15.46]:
верно ли, что для замкнутости ковра A типа Φ над полем K необходима и достаточна

замкнутость его подковров {Ar, A−r}, r ∈ Φ, ранга 1?
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Основным результатом статьи является

Теорема. Пусть K — коммутативное кольцо с единицей и в K существуют ненулевой

идеал I и аддитивная подгруппа J такие, что Z + I 6= Z + I + J . Тогда для любой системы

корней Φ существует неприводимый незамкнутый ковер типа Φ над K.

2. Определения и обозначения

Далее Φ — приведенная неразложимая система корней ранга l, E(Φ,K) — элементарная
группа Шевалле типа Φ над коммутативным кольцом K. Группа E(Φ,K) порождается своими
корневыми подгруппами xr(K) = {xr(t) | t ∈ K}, r ∈ Φ. Подгруппы xr(K) абелевы, и для
каждого r ∈ Φ и любых t, u ∈ K справедливы соотношения

xr(t)xr(u) = xr(t+ u).

Назовем (элементарным) ковром типа Φ ранга l над K всякий набор аддитивных подгрупп
A = {Ar | r ∈ Φ} кольца K с условием

Cij,rsA
i
rA

j
s ⊆ Air+js, r, s, ir + js ∈ Φ, i, j > 0, (2.1)

где Ai
r = {ai | a ∈ Ar}, а константы Cij,rs = ±1,±2,±3 определяются коммутаторной формулой

Шевалле
[

xs(u), xr(t)
]

=
∏

i,j>0

xir+js

(

Cij,rs(−t)iuj
)

, r, s, ir + js ∈ Φ.

Данное определение ковра принадлежит В.М.Левчуку [1]. Всякий ковер A типа Φ над K

определяет ковровую подгруппу E(Φ,A) =
〈

xr(Ar) | r ∈ Φ
〉

группы Шевалле E(Φ,K), где 〈M〉
обозначает подгруппу, порожденную подмножеством M некоторой группы. Ковер A типа Φ
над кольцом K называется замкнутым, если его ковровая подгруппа E(Φ,A) не имеет новых
корневых элементов, т. е. E(Φ,A) ∩ xr(K) = xr(Ar), r ∈ Φ.

В статье приняты следующие обозначения: Z — кольцо целых чисел, A+ B — подгруппа,
порожденная аддитивными подгруппами A,B некоторого кольца, x−1y−1xy = [x, y].

3. Примеры колец, над которыми замкнут любой ковер

При Φ = An−1 ковер A лиева ранга n− 1 совпадает с элементарным матричным ковром

{Aij | 1 ≤ i, j ≤ n, i 6= j} (3.1)

степени n, и в этом частном случае соотношения (2.1) запишутся в более простом виде AirArj ⊆
Aij для всех попарно различных i, r, j. Назовем элементарный матричный ковер степени n ≥ 2
дополняемым до полного матричного ковра

A = {Aij | 1 ≤ i, j ≤ n} (3.2)

или, кратко, дополняемым, если можно доопределить диагональные множества Aii, 1 ≤ i ≤ n,

так, чтобы AirArj ⊆ Aij , 1 ≤ i, r, j ≤ n. Хорошо известно, что элементарный матричный
ковер (3.1) дополняется до полного ковра (3.2) тогда и только тогда, когда

AijAjiAij ⊆ Aij , 1 ≤ i, j ≤ n, i 6= j (3.3)

(см., например, [7, c. 25] или [1, лемма 6]). Это дополнение можно получить, положив

Aii =
n
∑

j=1,
j 6=i

AijAji, 1 ≤ i ≤ n,
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и в этом случае множество матриц вида e+
∑n

i,j=1
Aijeij является полугруппой относительно

матричного умножения. Здесь e — единичная матрица, eij — матрица, у которой на пози-
ции (i, j) стоит 1, а на остальных местах — нули. Элементарная матричная ковровая подгруп-
па E(A) по определению порождается трансвекциями tij(u) = e + ueij , u ∈ Aij , 1 ≤ i, j ≤
n, i 6= j. Поэтому любой дополняемый элементарный матричный ковер является замкнутым
ковром.

Если все аддитивные подгруппы Aij являются идеалами, то включения (3.3) выполняются.
Таким образом, справедлива

Лемма. Любой элементарный матричный ковер идеалов над коммутативным кольцом

является замкнутым ковром.

В кольце целых чисел любая аддитивная подгруппа является идеалом. Поэтому лемма
дает

Предложение. Любой элементарный матричный ковер аддитивных подгрупп над коль-

цом целых чисел является замкнутым ковром.

В [4, с. 511] указаны необходимые и достаточные условия замкнутости ковра аддитивных
подгрупп типа Φ ранга l над локально конечным полем. Авторы выдвигают следующую гипо-
тезу.

Гипотеза. Любой неприводимый ковер типа Φ ранга l ≥ 2 над локально конечным полем

является замкнутым ковром.

Известная теорема Л.Диксона о порождении специальной линейной группы степени 2 над
конечным полем двумя трансвекциями показывает, что ограничение l ≥ 2 в гипотезе является
существенным.

4. Доказательство теоремы

Пусть K — коммутативное кольцо с единицей, обладающее ненулевым идеалом I и адди-
тивной подгруппой J такими, что

Z+ I 6= Z+ I + J. (4.1)

Для системы корней Φ ранга l ≥ 2 определим набор аддитивных подгрупп

A = {Ar | r ∈ Φ} (4.2)

следующим образом. Фиксируем корень p ∈ Φ и полагаем

Ap = Z+ I,

A−p = Z+ I + J,

Ar = I, r 6= ±p.

Покажем, что набор A является ковром. Для сокращения записи положим

A = Z+ I,

B = Z+ I + J.

Если сумма r+s корней r, s является корнем, то все три корня r, s, r+s лежат в некоторой
подсистеме корней Φ2 ранга 2 системы Φ. Поэтому достаточно проверить условия ковровости
для систем корней типа A2, B2 и G2. Пусть {a, b} — фундаментальная система для Φ2.

Для типа A2 коммутаторная формула имеет вид

[xa(t), xb(u)] = xa+b(±tu). (4.3)
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При p = a формула (4.3) и условие ковровости дают следующие шесть импликаций:

AaAb ⊆ Aa+b ⇒ AI ⊆ I,

Aa+bA−b ⊆ Aa ⇒ II ⊆ A,

A−aA−b ⊆ A−a−b ⇒ BI ⊆ I,

A−aAa+b ⊆ Ab ⇒ BI ⊆ I,

AaA−a−b ⊆ A−b ⇒ AI ⊆ I,

A−a−bAb ⊆ A−a ⇒ II ⊆ B.

Так как идеал I лежит в пересечении A ∩ B, то включения, указанные в правых частях этих
шести импликаций, выполняются. Для других p ∈ Φ2 ситуация подобная. Если p 6∈ Φ2, то
формула (4.3) и условие ковровости дают импликацию ArAs ⊆ Ar+s ⇒ II ⊆ I, которая спра-
ведлива, так как I — идеал.

Для типа B2 имеются два вида коммутаторной формулы:

[xa(t), xb(u)] = xa+b(±tu)x2a+b(±t2u), (4.4)

[xa(t), xa+b(u)] = x2a+b(±2tu). (4.5)

При p = a формула (4.4) дает следующие восемь импликаций:

AaAb ⊆ Aa+b ⇒ AI ⊆ I,

A
2
aAb ⊆ A2a+b ⇒ A2I ⊆ I,

A−aA−b ⊆ A−a−b ⇒ BI ⊆ I,

A
2
−aA−b ⊆ A−2a−b ⇒ B2I ⊆ I,

Aa+bA−b ⊆ Aa ⇒ II ⊆ A,

A
2
a+bA−b ⊆2a+b⇒ I2I ⊆ I,

A−a−bAb ⊆ A−a ⇒ I ⊆ B,

A
2
−a−bAb ⊆ A−2a−b ⇒ I2I ⊆ I.

При p = a формула (4.5) дает еще четыре импликации:

2AaAa+b ⊆ A2a+b ⇒ 2AI ⊆ I,

2A−aAa+b ⊆ Ab ⇒ 2BI ⊆ I,

2AaA−a−b ⊆ A−b ⇒ 2AI ⊆ I,

2A−aA−a−b ⊆ A−2a−b ⇒ 2BI ⊆ I.

Так же, как и для типа A2, включения, указанные в правых частях всех таких импликаций, вы-
полняются в силу того, что идеал I лежит в пересечении A∩B. Случай p 6= a рассматривается
аналогично.

Для типа G2 имеются четыре вида коммутаторной формулы:

[xa(t), xb(u)] = xa+b(±tu)x2a+b(±t2u)x3a+b(±t3u)x3a+2b(±t3u2), (4.6)

[xa(t), xa+b(u)] = x2a+b(±2tu)x3a+2b(±3tu2)x3a+b(±3t2u), (4.7)

[xa(t), x2a+b(u)] = x3a+b(±3tu), (4.8)

[xb(t), x3a+b(u)] = x3a+2b(±tu). (4.9)
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Мы не будем подробно выписывать условия ковровости для этого типа. В силу формул
(4.6)–(4.9) для подходящих n,m, c ∈ {1, 2, 3} все они имеют вид cAnIm ⊆ X, cBnIm ⊆ X

или cInIm ⊆ X (как, впрочем, и для типов A2 и B2), где X есть A, B или I. Они выполняют-
ся снова только в силу того, что идеал I лежит в пересечении A ∩ B. Таким образом, набор
аддитивных подгрупп A является ковром.

Покажем незамкнутость ковра A. В силу неравенства (4.1) в кольце K существует элемент t

такой, что t ∈ A−p, но t 6∈ Ap. Так как 1 ∈ Ap ∩ A−p, то np = xp(1)x−p(−1)xp(1) ∈ E(Φ,A).
Отсюда n−1

p x−p(t)np = xp(−t) ∈ E(Φ,A) и, следовательно, ковер A не является замкнутым.
Итак, теорема доказана.

З а м е ч а н и е 1. Тройка K = F [x], I, J = Zx, где F [x] — кольцо многочленов над полем
F , I — его идеал, порожденный некоторым многочленом степени не меньше 2, удовлетворяет
предположению теоремы. Таким образом, множество колец, удовлетворяющих условию (4.1),
не пусто.

З а м е ч а н и е 2. По лемме, за исключением лишь одного подковра {Ap, A−p}, все дру-
гие подковры {Ar, A−r}, r ∈ Φ, ранга 1 ковра (4.2) являются замкнутыми.

Авторы благодарны профессору В.М.Левчуку за внимание к работе и полезные советы по
изложению текста статьи.
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