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КОНЕЧНЫЕ ПОЧТИ ПРОСТЫЕ ГРУППЫ С ГРАФАМИ ПРОСТЫХ ЧИСЕЛ,

ВСЕ СВЯЗНЫЕ КОМПОНЕНТЫ КОТОРЫХ ЯВЛЯЮТСЯ КЛИКАМИ1
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Определены конечные почти простые группы с графами простых чисел, все связные компоненты кото-

рых являются кликами, т. е. полными графами. Ключевым для доказательства этого является следующий

полученный нами факт, имеющий независимый интерес: в графе простых чисел конечной простой неа-

белевой группы существуют две несмежные нечетные вершины, не делящие порядок группы внешних

автоморфизмов этой группы.
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components are cliques.

We find finite almost simple groups with prime graphs all of whose connected components are cliques,

i.e., complete graphs. The proof is based on the following fact, which was obtained by the authors and is of

independent interest: the prime graph of a finite simple nonabelian group contains two nonadjacent odd vertices

that do not divide the order of the outer automorphism group of this group.
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Введение

Пусть G — конечная группа и π(G) — множество всех простых делителей ее порядка. Граф
со множеством вершин π(G), в котором две вершины r и s смежны тогда и только тогда, когда
G содержит элемент порядка rs, называется графом Грюнберга — Кегеля или графом простых

чисел группы G и обозначается через Γ(G).
Лючидо и Могхаддамфар [11] определили конечные простые неабелевы группы с графа-

ми простых чисел, все связные компоненты которых являются кликами, т. е. полными гра-
фами. А.В.Васильев и Е.П.Вдовин [1] устранили неточности, допущенные в этой статье
М.Р. Зиновьева и В.Д.Мазуров [3] определили конечные простые неабелевы группы, гра-
фы простых чисел которых совпадают с графами простых чисел групп Фробениуса или 2-
фробениусовых групп.

В данной работе мы рассматриваем конечные почти простые группы, т. е. группы с про-
стым неабелевым цоколем, с графами простых чисел, все связные компоненты которых явля-
ются кликами, и получаем следующий результат.

Теорема 1. Пусть G — конечная почти простая, но не простая группа. Все связные

компоненты графа Γ(G) являются кликами тогда и только тогда, когда граф Γ(G) несвязен

и G изоморфна группе из следующего списка:
(1) S6, M10, PGL2(9), S8, S12, Aut(L2(8)), Aut(L3(3)), L3(4) : 21, L3(8) : 2, L3(8) : 3,

Aut(L3(8)), Aut(U3(3)), U3(9) : 2, Aut(U3(9)), Aut(U5(2)), Aut(
3D4(2)), Aut(Sz(32));

(2) L2(2
m))〈f〉, где f — полевой автоморфизм группы L2(2

m) и |f | = 2k > 1;

1Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ, проект 15-11-10025 (теорема 1), а также
РФФИ, проект 13-01-00469, Комплексной программы фундаментальных исследований УрО РАН, про-
ект 15-16-1-5, и в рамках проекта повышения конкурентоспособности ведущих университетов РФ (со-
глашение между Министерством образования и науки Российской Федерации и Уральским федераль-
ным университетом от 27.08.2013, № 02.A03.21.0006) (теорема 2).
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(3) PGL2(p), где p > 3 — простое число Ферма или Мерсенна;

(4) L2(p
m)〈df〉, где p — нечетное простое число, m четно, d и f — диагональный и инво-

лютивный полевой автоморфизмы группы L2(p
m) соответственно;

(5) L3(2
m)〈x〉, где m ≥ 5, (2m − 1)3 6= 3, |x| = 2 · 3k, x2 — полевой автоморфизм, а x3

k

—

графовый автоморфизмы группы L3(2
m);

(6) L3(p) : 2, где p ≥ 127 — простое число Мерсенна и (p− 1)3 ≥ 9;

(7) U3(2
m)〈f〉, где (2m + 1)3 6= 3, f — полевой автоморфизм группы U3(2

m) и |f | = 2l · 3k
для l > 0;

(8) U3(p) : 2, где p ≥ 17 — простое число Ферма и (p+ 1)3 ≥ 9;

(9) G2(3
m)〈f〉, где f — полевой автоморфизм группы G2(3

m) и ∅ 6= π(|f |) ⊆ {2, 3};
(10) PSp4(q)〈f〉, где f — полевой автоморфизм группы PSp4(q) и |f | = 2k > 1;

(11) PSp4(q)〈df〉, где d и f — диагональный и полевой автоморфизмы группы PSp4(q)
соответственно и |f | = 2k > 1.

Ключевым для доказательства теоремы 1 является следующий полученный нами резуль-
тат, имеющий независимый интерес.

Теорема 2. Пусть G — конечная простая неабелева группа. Тогда в графе Γ(G) суще-

ствуют две несмежные нечетные вершины, не делящие |Out(G)|, причем такие вершины

можно выбрать из π1(G), за исключением следующих случаев:

(1) π1(G) является кликой;

(2) G ∼= Lε
3(q), где q = pm > 2, p — простое число, m ∈ N, ε ∈ {+,−} и либо π(q+ε1) = {2}

и (q − ε1)3 = 3, либо p делит 2m;

(3) G ∼= U5(2).

1. Обозначения и вспомогательные результаты

Наши обозначения в основном стандартны, их можно найти, например, в [6;7;9]. В частно-
сти, если A и B — группы, p — простое число и n — натуральное число, мы используем следую-
щие обозначения: π(n) — для множества всех простых делителей числа n, np — для наибольшей
степени числа p, делящей n, Zn (или просто n) — для циклической группы порядка n, A : B
(A⋋B) — для расщепляемого расширения (полупрямого произведения) группы A посредством
группы (на группу) B. Если K — конечная простая группа лиева типа, то Inndiag(K) обозна-
чает группу, порожденную всеми внутренними и диагональными автоморфизмами группы K.
Кроме того, через Lε

n(q) для ε ∈ {+,−} обозначаются Ln(q) = PSLn(q) = An−1(q) при ε = +
и Un(q) = PSUn(q) =

2An−1(q) при ε = −.

Пусть G — конечная группа. Обозначим множество связных компонент графа Γ(G) через
{πi(G) | i = 1, . . . , s(G)}, где s(G) — число связных компонент в графе Γ(G); если порядок
группы G четен, считаем, что 2 ∈ π1(G). Мы используем описание связных компонент всех
конечных почти простых групп, полученное в [4; 5; 12], арифметический критерий смежности
двух вершин и описание коклик максимального размера в графе простых чисел для каждой
конечной простой неабелевой группы, полученные в [1;2]. Некоторое множество вершин графа
называется его кокликой, если элементы этого множества попарно несмежны в этом графе.
Коклика мощности n называется n-кокликой.

Предложение 1 (теорема Жигмонди [13]). Пусть q, n — натуральные числа, большие 1.
Тогда cyществует простое число r, делящее qn − 1 и не делящее qi − 1 при 1 ≤ i < n, причем

r ≡ 1 (mod n), кроме следующих случаев: q = 2 и n = 6; q = 2k − 1 для некоторого простого

числа k и n = 2.

В обозначениях предложения 1 простое число, делящее qn − 1 и не делящее qi − 1 при
любом натуральном i < n, называется примитивным простым делителем числа qn − 1 и
обозначается через rn(q).
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Предложение 2 (лемма Героно [8]). Пусть p, q — простые числа такие, что pa− qb = 1
для некоторых натуральных чисел a, b. Тогда пара (pa, qb) равна (32, 23), (p, 2b) или (2a, q).

Предложение 3 [11, Theorem 1; 1, следствие 7.6]. Пусть G — конечная простая неабелева

группа и все связные компоненты графа Γ(G) являются кликами. Тогда G изоморфна одной

из следующих групп: M11, M22, J1, J2, J3, HiS, An (n ∈ {5, 6, 7, 9, 12, 13}), L2(q) (q > 3), L3(4),
Lε
3(q)(ε ∈ {+,−}, π(q + ε1) = {2}, (q − ε1)3 6= 3), U4(3), U6(2), Sp6(2), PSp4(q) (q > 2), D4(2),

3D4(2), Sz(q) (q = 22k+1 > 2), G2(q) (q = 3k).

2. Доказательство теоремы 2

Пусть P — конечная простая неабелева группа.
Случай 1. P изоморфна одной из спорадических групп.
Утверждение теоремы для этого случая следует из неравенства |Out(G)| ≤ 2 (см. [7]),

описания связных компонент (см. [12]) и коклик максимального размера (см. [1, табл. 1])
графа Γ(P ).

Случай 2. P изоморфна знакопеременной группе An для n ≥ 5.
Хорошо известно, что Out(P ) — 2-группа. Если n ≤ 13, то утверждение теоремы для этого

случая следует из информации о порядках элементов группы P из [7]. Если n = 14, то вершины
5 и 11 принадлежат π1(P ) и несмежны в графе Γ(P ). Если n ∈ {15, 16}, то граф Γ(P ) связен
и вершины 7 и 11 в нем несмежны. Если n = 17, то вершины 7 и 11 принадлежат π1(P ) и
несмежны в графе Γ(P ).

Пусть n ≥ 18. По [5, лемма 1] в интервале ((n+1)/2, n) лежат по крайней мере три нечетных
простых числа p1, p2 и p3, пусть p1 < p2 < p3. Положим r = p1 и s = p2. Ясно, что вершины r и
s несмежны в графе Γ(P ). Если граф Γ(P ) связен, то r, s ∈ π(P ) = π1(P ). Если Γ(P ) несвязен,
то по [12] n ∈ {p, p+1, p+2} для некоторого нечетного простого числа p и π1(P ) = π((n− 3)!),
поэтому r и s принадлежат π1(P ).

Случай 3. P — конечная простая группа лиева типа над полем из q = pm элементов, где
p — простое число и m ∈ N.

Рассмотрим все возможности для P , кроме рассмотренных в случае 2. При этом для вы-
числения компонент связности графа Γ(P ) и проверки включения r, s ∈ π1(P ) мы используем
[4; 5; 12], для вычисления |Out(P )| — [7], для проверки равенства (rs, |Out(P )|) = 1 — предло-
жение 1.

Пусть P ∼= A1(q), где 5 < q 6= 9. Тогда |Out(P )| = (2, q − 1) ·m. Предположим сначала, что
q четно. Тогда m ≥ 2, s(P ) = 3, π1(P ) = {2}, π2(P ) = π(q−1), π3(P ) = π(q+1) и |Out(P )| = m.
Пусть m = 6. Возьмем r = 7 ∈ π2(P ) и s = 13 ∈ π3(P ). Тогда r и s несмежны в Γ(P ) и
(rs,m) = 1. Пусть теперь m 6= 6. Возьмем r = rm(2) ∈ π2(P ) и s = r2m(2) ∈ π3(P ). Тогда r
и s несмежны в Γ(P ) и по предложению 1 (rs,m) = 1. Предположим теперь, что q нечетно
и q ≡ ε1 (mod 4) для ε ∈ {+,−}. Тогда s(P ) = 3, π1(P ) = π(q − ε1), π2(P ) = π((q + ε1)/2),
π3(P ) = {p} и |Out(P )| = 2m. Если m ≤ 2, то возьмем r = p ∈ π3(G) и в качестве s — любое
нечетное простое число из π1(G) ∪ π2(G) (такое s существует, так как в противном случае по
предложению 2 мы получили бы q = 9). Если m > 2, то положим r = rm(p) и s = r2m(p). Тогда
в любом случае r и s несмежны в Γ(P ) и по предложению 1 (rs, |Out(P )|) = 1.

Пусть P ∼= Aε
2(q), где ε ∈ {+,−} и q > 2. Тогда |Out(P )| = 2(3, q − ε1)m.

Предположим, что π(q+ε1) = {2}. По предложению 2 либо q = 9 и ε1 = −, либо q = p > 2.
В первом случае |Out(P )| = 4 и по предложению 3 π1(G) — клика, следовательно, для r = 3 ∈
π1(G) и s = 73 ∈ π2(G) выполняется утверждение теоремы.

Пусть выполняется второй случай. Положим r = p и s равным r3(p) при ε = + и r6(p)
при ε = −. Тогда по [1, предложение 3.1] r и s несмежны в Γ(P ), а по предложению 1
(rs, |Out(P )|) = 1. Предположим, что π1(G) = π(q(q2 − 1)) не является кликой. Тогда вви-
ду предложения 3 (q − ε1)3 = 3, поэтому |Out(P )| = 6 и p > 3. По [2, предложение 3.12]
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единственной кокликой максимального размера в π1(G) является {3, p}, так что выполняется
утверждение теоремы.

Пусть теперь π(q+ε1) 6= {2}. Пусть сначала ε = +. Тогда ввиду предложения 1 существуют
простые числа r = r2m(p) ∈ π1(G) и s = r3m(p) ∈ π2(G), взаимно простые с |Out(P )|). Ввиду
[2, предложение 3.12, рис. 7] в порожденном подграфе π1(G) каждая 2-коклика содержится в
некоторой коклике максимального размера, которая имеет вид {p, r2(q)} при (q − 1)3 6= 3 и
{p, 3, r2(q)} при (q − 1)3 = 3. Поэтому π1(G) содержит две несмежные вершины, взаимно про-
стые с |Out(P )|, тогда и только тогда, когда p не делит 2m, так что выполняется утверждение
теоремы.

Пусть теперь ε = −. Пусть m ≥ 2. Предположим, что не существует примитивный простой
делитель числа pm − 1. Тогда по предложению 1 либо q = 26, либо q = p2 и π(p+ 1) = {2}.

Пусть выполняется первый случай. Тогда (q + 1)3 = 1, |Out(P )| = 12 и ввиду [2, предло-
жение 3.12] и предложения 1 вершины 7 ∈ π1(G) и r6(q) ∈ π2(G) несмежны в Γ(P ) и взаимно
просты с |Out(P )|), а 2-кокликами в π1(G) являются {2, 3} или {2, 7}, так что выполняется
утверждение теоремы.

Пусть выполняется второй случай. Тогда (q + 1)3 = 1, |Out(P )| = 4 и ввиду [2, пред-
ложение 3.12] π1(G) содержит 2-коклику {p, r}, где r ∈ π(p − 1) \ {2}, так что выполняется
утверждение теоремы.

Таким образом, ввиду предложения 1 можно считать, что существуют нечетные простые
числа r = rm(p) ∈ π1(G) и s = r6m(p) ∈ π2(G), взаимно простые с |Out(P )|). Ввиду [2, предло-
жение 3.12, рис. 7] в порожденном подграфе π1(G) каждая 2-коклика содержится в некоторой
коклике максимального размера, которая имеет вид {p, r1(q)} при (q+1)3 6= 3 и {p, 3, r1(q)} при
(q + 1)3 = 3. Поэтому π1(G) содержит две несмежные вершины, взаимно простые с |Out(P )|,
тогда и только тогда, когда p не делит 2m, так что выполняется утверждение теоремы.

Пусть m = 1. Тогда |Out(P )| = 2(3, q + 1). Ввиду предложения 1 существуют нечетные
простые числа r ∈ π(p − 1) \ {2} и s = r6(p) ∈ π2(G), взаимно простые с |Out(P )|. Ввиду
[2, предложение 3.12, рис. 7] в порожденном подграфе π1(G) каждая 2-коклика содержится
в некоторой коклике максимального размера, которая имеет вид {p, r1(q)} при (q + 1)3 6= 3
и {p, 3, r1(q)} при (q + 1)3 = 3. Поэтому π1(G) содержит две несмежные вершины, взаимно
простые с |Out(P )|, тогда и только тогда, когда p > 2, так что выполняется утверждение
теоремы.

Пусть P ∼= L4(3). Тогда s(P ) = 2 и |Out(P )| = 4. Положим r = 3 и s = 5. По [7] r и s
несмежны в Γ(P ).

Пусть P ∼= L4(4). Тогда s(P ) = 1 и |Out(P )| = 4. Положим r = 7 и s = 17. По [1,
предложение 2.1] r и s несмежны в Γ(P ).

Пусть P ∼= L4(5). Тогда s(P ) = 2 и |Out(P )| = 8. Положим r = 5 и s = 13. По [1,
предложение 3.1] r и s несмежны в Γ(P ).

Пусть P ∼= L4(q), q > 5. Тогда s(P ) = 1 и |Out(P )| = (4, q − 1) · 2m. Положим r = r3m(p) и
s = r4m(p). По [1, предложение 2.1] r и s несмежны в Γ(P ).

Пусть P ∼= L5(4). Тогда s(P ) = 2 и |Out(P )| = 4. Положим r = 7 и s = 17. По [1,
предложение 2.1] r и s несмежны в Γ(P ).

Пусть P ∼= L5(q), q 6= 4. Тогда s(P ) = 2 и |Out(P )| = (5, q − 1) · 2m. Положим r = r3m(p) и
s = r4m(p). По [1, предложение 2.1] r и s несмежны в Γ(P ).

Пусть P ∼= L6(2). Тогда s(P ) = 2 и |Out(P )| = 2. Положим r = 5 и s = 7. По [1, предложе-
ние 2.1] r и s несмежны в Γ(P ).

Пусть P ∼= L6(3). Тогда s(P ) = 2 и |Out(P )| = 4. Положим r = 5 и s = 13. По [1,
предложение 2.1] r и s несмежны в Γ(P ).

Пусть P ∼= L6(4). Тогда s(P ) = 2 и |Out(P )| = 12. Положим r = 7 и s = 17. По [1,
предложение 2.1] r и s несмежны в Γ(P ).

Пусть P ∼= L6(7). Тогда s(P ) = 2 и |Out(P )| = 12. Положим r = 5 и s = 19. По [1,
предложение 2.1] r и s несмежны в Γ(P ).
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Пусть P ∼= L6(q), q /∈ {2, 3, 4, 7}. Тогда s(P ) = 1 и |Out(P )| = (6, q − 1) · 2m. Положим
r = r4m(p) и s = r5m(p). По [1, предложение 2.1] r и s несмежны в Γ(P ).

Пусть P ∼= L7(2). Тогда s(P ) = 2 и |Out(P )| = 2. Положим r = 5 и s = 31. По [1,
предложение 2.1] r и s несмежны в Γ(P ).

Пусть P ∼= L8(2). Тогда s(P ) = 2 и |Out(P )| = 2. Положим r = 5 и s = 31. По [1,
предложение 2.1] r и s несмежны в Γ(P ).

Пусть P ∼= L9(2). Тогда s(P ) = 1 и |Out(P )| = 2. Положим r = 127 и s = 31. По [1,
предложение 2.1] r и s несмежны в Γ(P ).

Пусть P ∼= Ln(q), где n ≥ 7 и (n, q) 6= (7, 2), (8, 2). Тогда s(P ) ∈ {1, 2} и |Out(P )| =
(n, q−1) ·2m. Положим r = rm(n−2)(p) и s = rm(n−3)(p). По [1, предложение 2.1] r и s несмежны
в Γ(P ).

Если P ∼= U4(2), U4(3), U6(2), то по предложению 3 π1(G) — клика.

Пусть P ∼= U4(q), где q /∈ {2, 3}. Тогда s(P ) = 1 и |Out(P )| = (4, q + 1) · 2m. Положим
r = r4m(p) и s = r6m(p). По [1, предложение 2.2] r и s несмежны в Γ(P ).

Пусть P ∼= U6(5). Тогда s(P ) = 2 и |Out(P )| = 12. Положим r = 7 и s = 13. По [1,
предложение 2.2] r и s несмежны в Γ(P ).

Пусть P ∼= U6(q), где q /∈ {2, 5}. Тогда s(P ) = 1 и |Out(P )| = (6, q + 1) · 2m. Положим
r = r6m(p) r = r10m(p). По [1, предложение 2.2] r и s несмежны в Γ(P ).

Пусть P ∼= Un(q), где 8 ≤ n четно. Тогда s(P ) ∈ {1, 2} и |Out(P )| = (n, q+1) ·2m. Положим
r = rnm(p) и s = r2(n−3)m(p). По [1, предложение 2.2] r и s несмежны в Γ(P ).

Если P ∼= U5(2), то получаем утверждение (3) теоремы 2.

Пусть P ∼= U5(q), где q 6= 2. Тогда s(P ) = 2 и |Out(P )| = (5, q+1) ·2m. Положим r = r4m(p)
и s = r6m(p). По [1, предложение 2.2] r и s несмежны в Γ(P ).

Пусть P ∼= U7(2). Тогда s(P ) = 2 и |Out(P )| = 2. Положим r = 5 и s = 7. По [1, предложе-
ние 2.2] r и s несмежны в Γ(P ).

Пусть P ∼= Un(q), где 7 ≤ n нечетно, (n, q) 6= (7, 2). Тогда s(P ) ∈ {1, 2} и |Out(P )| =
(n, q + 1) · 2m. Положим r = r2(n−2)m(p) и s = r2(n−4)m(p). По [1, предложение 2.2] r и s
несмежны в Γ(P ).

Пусть P ∼= O5(q) ∼= S4(q). Тогда |Out(P )| = (2, q − 1) · m, s(P ) = 2, π1(P ) = π(q(q2 − 1)),
π2(P ) = π((q2+1))/(2, q−1), причем π1(P ) является кокликой в Γ(P ). По предложению 1 либо
π(q+1) = {2} и m = 1, либо существует число r2m(p). В первом случае положим r = p ∈ π1(G)
и s = r4(p). Во втором случае положим r = r2m(p) и s = r4m(p). Тогда в любом случае r и s
несмежны в Γ(P ) и по предложению 1 (rs, |Out(P )|) = 1.

Если P ∼= S6(2), то по предложению 3 π1(G) — клика.

Пусть P ∼= O7(3) или P ∼= S6(3). Тогда s(P ) = 2 и |Out(P )| = 2. Положим r = 5 и s = 7.
По [7] r и s несмежны в Γ(P ).

Пусть P ∼= O7(q) или P ∼= S6(q), где q /∈ {2, 3}. Тогда s(P ) = 1 и |Out(P )| = (2, q − 1) · m.
Положим r = r6m(p) и s = r4m(p). По [2, предложение 2.4] r и s несмежны в Γ(P ).

Пусть P ∼= S8(2). Тогда s(P ) = 2 и |Out(P )| = 1. Положим r = 5 и s = 7. По [7] r и s
несмежны в Γ(P ).

Пусть P ∼= S10(2). Тогда s(P ) = 2 и |Out(P )| = 1. Положим r = 5 и s = 17. По [2,
предложение 2.4] r и s несмежны в Γ(P ).

Пусть P ∼= O2n+1(q) или P ∼= S2n(q), где n ≥ 4 и (n, q) 6= (4, 2), (5, 2). Тогда s(P ) ∈ {1, 2} и
|Out(P )| = (2, q − 1) ·m. Положим r = r2(n−1)m(p) и s = r2(n−2)m(p). По [2, предложение 2.4] r
и s несмежны в Γ(P ).

Если P ∼= O+
8 (2), то по предложению 3 π1(G) — клика.

Пусть P ∼= O+
8 (3). Тогда s(P ) = 2 и |Out(P )| = 24. Положим r = 5 и s = 7. По [7] r и s

несмежны в Γ(P ).

Пусть P ∼= O+
8 (q), где q /∈ {2, 3}. Тогда s(P ) = 1 и |Out(P )| = (4, q4 − 1) · 6m. Положим

r = r6m(p) и s = r4m(p). По [2, предложение 2.5] r и s несмежны в Γ(P ).
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Пусть P ∼= O+
10(2). Тогда s(P ) = 2 и |Out(P )| = 2. Положим r = 5 и s = 7. По [7] r и s

несмежны в Γ(P ).

Пусть P ∼= O+
10(q), где q 6= 2. Тогда s(P ) ∈ {1, 2} и |Out(P )| = (4, q5 − 1) · 2m. Положим

r = r8m(p) и s = r6m(p). По [2, предложение 2.5] r и s несмежны в Γ(P ).

Пусть P ∼= O+
12(2). Тогда s(P ) = 2 и |Out(P )| = 2. Положим r = 11 и s = 17. По [2,

предложение 2.5] r и s несмежны в Γ(P ).

Пусть P ∼= O+
2n(q), где n ≥ 6 и (n, q) 6= (6, 2). Тогда s(P ) ∈ {1, 2} и |Out(P )| = (4, qn−1) ·2m.

Положим r = r2(n−2)m(p) и s = r2(n−3)m(p). По [2, предложение 2.5] r и s несмежны в Γ(P ).

Пусть P ∼= O−

8 (2). Тогда s(P ) = 2 и |Out(P )| = 2. Положим r = 5 и s = 7. По [7] r и s
несмежны в Γ(P ).

Пусть P ∼= O−

8 (q), где q > 2. Тогда s(P ) = 2 и |Out(P )| = (4, q4+1)·2m. Положим r = r6m(p)
и s = r4m(p). По [2, предложение 2.5] r и s несмежны в Γ(P ).

Пусть P ∼= O−

10(2). Тогда s(P ) = 2 и |Out(P )| = 2. Положим r = 5 и s = 11. По [7] r и s
несмежны в Γ(P ).

Пусть P ∼= O−

12(2). Тогда s(P ) = 1 и |Out(P )| = 2. Положим r = 5 и s = 17. По [2,
предложение 2.5] r и s несмежны в Γ(P ).

Пусть P ∼= O−

2n(q), где n ≥ 5 и (n, q) 6= (5, 2), (6, 2). Тогда s(P ) ∈ {1, 2} и |Out(P )| =
(4, qn + 1) · 2m. Положим r = r2(n−2)m(p) и s = r2(n−3)m(p). По [2, предложение 2.5] r и s
несмежны в Γ(P ).

Пусть P ∼= G2(4). Тогда s(P ) = 2 и |Out(P )| = 2. Положим r = 5 и s = 7. По [7] r и s
несмежны в Γ(P ).

Пусть P ∼= G2(7). Тогда s(P ) = 2 и |Out(P )| = 1. Положим r = 7 и s = 19. По [1,
предложение 3.2] r и s несмежны в Γ(P ).

Пусть P ∼= G2(q), где 7 < q ≡ 1 (mod 3). Тогда s(P ) = 2 и |Out(P )| = m. Пусть m = 1 и
π(q + 1) = {2}. Тогда p = 2s − 1, где 3 ≤ s — простое число, и q − 1 = p − 1 = 2(2s−1 − 1).
Если 2s−1 − 1 = 3t для некоторого натурального числа t, то по [8] s = 3 и q = 7, но q > 7;
противоречие. Значит, q = p = 2s − 1, где s ≥ 5, и можно положить r ∈ π(p − 1) \ {2, 3} и
s = r3m(p). Пусть m 6= 1 или π(q + 1) 6= {2}. Положим r = r2m(p) /∈ {2, 3} и s = r3m(p). По
[2, предложение 2.7] r и s несмежны в Γ(P ).

Пусть P ∼= G2(5). Тогда s(P ) = 2 и |Out(P )| = 1. Положим r = 5 и s = 7. По [7] r и s
несмежны в Γ(P ).

Пусть P ∼= G2(17). Тогда s(P ) = 2 и |Out(P )| = 1. Положим r = 7 и s = 17. По [1,
предложение 3.2] r и s несмежны в Γ(P ).

Пусть P ∼= G2(q), где 2 < q ≡ −1 (mod 3), q /∈ {5, 17}. Тогда s(P ) = 2 и |Out(P )| = m.
Пусть m = 1 и π(q − 1) = {2}. Тогда p = 22

n

+ 1, где n ≥ 1, и q + 1 = p + 1 = 2(22
n
−1 + 1).

Если 22
n
−1 + 1 = 3t для некоторого натурального числа t, то по [8] 2n ∈ {2, 4} и q ∈ {5, 17};

противоречие. Значит, q = p = 22
n

+ 1, где n ≥ 3, и можно положить r ∈ π(p + 1) \ {2, 3} и
s = r6m(p). Пусть m 6= 1 или π(q − 1) 6= {2}. Положим r = rm(p) /∈ {2, 3} и s = r6m(p). По
[2, предложение 2.7] r и s несмежны в Γ(P ).

Пусть G ∼= G2(q), где q = 3m. Тогда s(G) = 3, π1(G) = π(q(q2 − 1)), π2(G) = π(q2 + q + 1),
π3(G) = π(q2 − q + 1) и |Out(G)|) = 2m. Положим r = r3m(3) и s = r6m(3). Тогда r ∈ π2(G) и
s ∈ π3(G), следовательно, r и s несмежны в графе Γ(G).

Если P ∼= 3D4(2), то по предложению 3 π1(G) — клика.

Пусть P ∼= 3D4(4). Тогда s(P ) = 2 и |Out(P )| = 6. Положим r = 7 и s = 13. По [2,
предложение 2.7] r и s несмежны в Γ(P ).

Пусть P ∼= 3D4(q), где q /∈ {2, 4}. Тогда s(P ) = 2 и |Out(P )| = 3m. Положим r = r6m(p) и
s = r3m(p). По [2, предложение 2.7] r и s несмежны в Γ(P ).

Пусть P ∼= F4(2). Тогда s(P ) = 3 и |Out(P )| = 2. Положим r = 5 и s = 7. По [7] r и s
несмежны в Γ(P ).

Пусть P ∼= F4(q), где q > 2. Тогда s(P ) ∈ {2, 3} и |Out(P )| ∈ {m, 2m}. Положим r = r6m(p)
и s = r4m(p). По [2, предложение 2.7] r и s несмежны в Γ(P ).
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Пусть P ∼= 2F4(q), где q = 22n+1 > 2. Тогда s(P ) = 3 и |Out(P )| = 2n + 1. Положим
r = r6n(p) и s = r4n(p). По [2, предложение 2.9] r и s несмежны в Γ(P ).

Пусть P ∼= 2F4(2)
′. Тогда s(P ) = 2 и |Out(P )| = 2. Положим r = 3 и s = 5. По [7] r и s

несмежны в Γ(P ).

Пусть P ∼= E6(q). Тогда s(P ) = 2 и |Out(P )| = (3, q − 1) · 2m. Положим r = r8m(p) и
s = r5m(p). По [2, предложение 2.7] r и s несмежны в Γ(P ).

Пусть P ∼= 2E6(2). Тогда s(P ) = 4 и |Out(P )| = 6. Положим r = 7 и s = 11. По [7] r и s
несмежны в Γ(P ).

Пусть P ∼= 2E6(q), где q > 2. Тогда s(P ) = 2 и |Out(P )| = (3, q+1)·2m. Положим r = r10m(p)
и s = r8m(p). По [2, предложение 2.7] r и s несмежны в Γ(P ).

Пусть P ∼= Sz(q), где q = 22n+1 > 2. Тогда s(P ) = 4, π1(G) = {2}, π2(G) = π(q − 1),
π3(G) = π(q +

√
2q + 1), π4(G) = π(q − √

2q + 1) и |Out(G)| = 2n + 1. Легко проверить, что
(q +

√
2q + 1)(q −√

2q +1) = q2 + 1 = (q4 − 1)/(q2 − 1). Положим r = r2n+1(2) и s = r4(2n+1)(2).
Тогда r ∈ π2(G) и s ∈ π3(G) ∪ π4(G), следовательно, r и s несмежны в графе Γ(G).

Пусть P ∼= 2G2(q), где q = 32n+1 > 3. Тогда s(P ) = 3 и |Out(P )| = 2n + 1. Положим
r = r2(2n+1)(3) и s = r2n+1(3). По [2, предложение 2.9] r и s несмежны в Γ(P ).

Пусть P ∼= E7(2). Тогда s(P ) = 3 и |Out(P )| = 1. Положим r = 5 и s = 31. По [7] r и s
несмежны в Γ(P ).

Пусть P ∼= E7(3). Тогда s(P ) = 3 и |Out(P )| = 2. Положим r = 5 и s = 11. По [2,
предложение 2.7] r и s несмежны в Γ(P ).

Пусть P ∼= E7(q), где q /∈ {2, 3}. Тогда s(P ) = 1 и |Out(P )| = (2, q − 1) · m. Положим
r = r5m(p) и s = r4m(p). По [2, предложение 2.7] r и s несмежны в Γ(P ).

Пусть P ∼= E8(q). Тогда s(P ) ∈ {4, 5} и |Out(P )| = m. Положим r = r18m(p) и s = r14m(p).
По [2, предложение 2.7] r и s несмежны в Γ(P ).

Теорема доказана.

3. Доказательство теоремы 1

Пусть G — конечная почти простая, но не простая группа и все связные компоненты
графа Γ(G) являются кликами. Положим P = Soc(G). Ввиду теоремы 2 и предложения 3
граф Γ(G) несвязен и группа P изоморфна одной из следующих групп: M11, M22, J1, J2,
J3, HiS, An (n ∈ {5, 6, 7, 9, 12, 13}), L2(q) (q > 3), Lε

3(q) (q = pm > 2, p — простое число,
m ∈ N, ε ∈ {+,−}, причем π(q + ε1) = {2} или p делит 2m), L3(4), U4(3), U5(2), U6(2), Sp6(2),
PSp4(q) (q > 2), D4(2),

3D4(2), Sz(q) (q > 2), G2(q) (q = 3m).

Далее рассмотрим возможности для G. Ввиду теоремы 2 и [7] можно считать, что группа P
изоморфна одной из групп L2(q) (q > 32), Lε

3(q) (q = pm > 11, p — простое число, m ∈ N,
ε ∈ {+,−}, причем π(q + ε1) = {2} или p делит 2m), PSp4(q) (q > 2), G2(3

m) (m > 1),
Sz(q) (q > 2).

Лемма 1. Если P ∼= L2(q), где q > 32, то граф Γ(G) несвязен и выполняется один из

пп. (2)–(4) теоремы 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что q = 2m > 25. Тогда s(P ) = 3, π1(P ) = {2},
π2(P ) = π(q− 1), π3(P ) = π(q+1) и P < G ≤ Aut(P ) = P ⋋ 〈f〉, где f — полевой автоморфизм
порядка m группы P (см. [9, Proposition 2.5.12]). Возьмем p ∈ π(G/P ) ⊆ π(m).

Предположим, что m 6= p. Тогда m/p ≥ 2. Для элемента x = fm/p порядка p имеем
C := CP (x) ∼= L2(2

m/p). Поэтому π1(C) = {2}, π2(C) = π(2m/p − 1), π3(C) = π(2m/p + 1). Если
p нечетно, то 1 6= 2m/p − 1 | (q − 1) и 1 6= 2m/p + 1 | (q + 1), откуда граф Γ(G) связен, что не
так. Поэтому π(G/P ) = {2} и π1(G) = π(2(q − 1)) — клика в графе Γ(G), так что заключение
леммы выполняется.

Таким образом, можно считать, что m = p > 5 и G = Aut(P ). Имеем CP (f) ∼= L2(2) ∼= S3.
Если p ∈ π(P ), то p ∈ π(CP (f)) = {2, 3}, противоречие. Поэтому p /∈ π(P ) и {2, p} ∪ π(q + 1) ⊆
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π1(G), так как 3 делит q + 1. Но по условию π1(G) — полный граф, значит, числа r2m(2) и p
смежны в графе Γ(G), что не так.

Пусть q нечетно. Тогда q = pm > 3, где p — нечетное простое число и m ∈ N. Пусть
q ≡ ǫ1 (mod 4) при ǫ ∈ {+,−}. Тогда s(P ) = 3, π1(P ) = π(q − ǫ1), π2(P ) = {p}, π3(P ) =
π((q + ǫ1)/2) и P < G ≤ Aut(P ) = Inndiag(P ) ⋋ 〈f〉, где Inndiag(P ) = P 〈d〉 ∼= PGL2(q), d —
диагональный автоморфизм и f — полевой автоморфизм порядка m группы P соответственно
(см. [9, Proposition 2.5.12]).

Пусть q − 1 = 2k. Тогда ǫ = +, pm − 2k = 1 и по предложению 2 либо pm = 32, либо m = 1.
Но q 6= 9. Значит, q = p и G ∼= PGL2(p). Отсюда π1(G) = π(q + 1) и π2(G) = {p} — клики в
графе Γ(G).

Пусть q+1 = 2k. Тогда ǫ = −, 2k − pm = 1 и по предложению 2 m = 1 и k — простое число.
Таким образом, q = p = 2k − 1 и q − 1 = 2(2k−1 − 1). Если k = 2, то q = 3; противоречие.
Поэтому k ≥ 3 и, следовательно, 3 ∈ π(q − 1). Имеем G ∼= PGL2(p). Отсюда π1(G) = π1(q − 1)
и π2(G) = {p} — клики в графе Γ(G).

Пусть теперь q ± 1 6= 2k. По предложению 1 существуют два простых числа r = rm(p) и
s = r2m(p), не смежные в графе Γ(G) и не делящие 2m. Предположим, что Inndiag(P ) ≤ G.
Поскольку PGL2(p) содержит циклические подгруппы порядков q−1 и q+1, имеем π(q2−1) ⊆
π1(G). Но π1(G) — клика, поэтому r и s смежны в графе Γ(G). Поскольку (rs, |G/P |) = 1, r и
s смежны в графе Γ(P ), противоречие.

Итак, G∩ Inndiag(P ) = 1. Предположим, что G∩ 〈f〉 6= 1, и возьмем элемент x некоторого
простого порядка t ∈ π(m) из G ∩ 〈f〉. Тогда Op′(CP (x)) ∼= L2(p

m/t) (см. [9, Proposition 4.9.1])
и, следовательно, π(p(p2m/t − 1)) ⊆ π1(G). Предположим, что t нечетно. Тогда (pm/t − 1)/2
и (pm/t + 1)/2 — неединичные делители чисел (q − 1)/2 и (q + 1)/2 соответственно, откуда
π(q2 − 1) ⊆ π1(G), что противоречит несмежности вершин r и s в графе Γ(G). Таким образом,
|G/P | — степень 2. В частности, m четно и π(p(q − 1)) ⊆ π1(G). Но тогда p и r смежны в
графе Γ(G), а значит, и в графе Γ(P ), что невозможно.

Итак, G ∩ 〈f〉 = 1. Поэтому m четно, ǫ = + и G = P 〈df1〉, где f1 = fm/2. Предположим,
что вершины 2 и t ∈ π(p(q + 1)/2) смежны в графе Γ(G). Тогда в G существует инволюция τ ,
централизующая элемент z порядка t из P . Поскольку |CP (z)| ∈ {p, (q + 1)/2}, τ ∈ G \ P . Но
по [9, Proposition 4.9.1(d)] инволюции τ и f1 сопряжены относительно Inndiag(P ), что, как
показано в предыдущем абзаце, невозможно. Поэтому π1(G) = π(q − 1) — клика.

Лемма доказана.

Лемма 2. Пусть P ∼= Lε
3(q), где q = pm > 11, p — простое число, m ∈ N, ε ∈ {+,−},

причем π(q + ε1) = {2} или p делит 2m. Тогда граф Γ(G) несвязен и выполняется один из

пп. (5)–(8) теоремы 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Имеем s(P ) = 2, π1(P ) = π(p(q2 − 1)), π2(P ) = π((q2 + εq +
1)/(3, q − ε1)), и P < G ≤ Aut(P ) = Inndiag(P ) ⋋ K, где K = 〈g〉 × 〈f〉 для графового
автоморфизма порядка 2 и полевого автоморфизма f порядка m группы P , если ε = +, и K =
〈f〉 для полевого автоморфизма f порядка 2m группы P , если ε = −, причем |Inndiag(P )/P | =
(3, q − ε1) (см. [7; 9, Proposition 2.5.12]). Поскольку граф Γ(G) несвязен, ввиду [10, Tabl. I, II]
имеем, что G ∩ Inndiag(P ) = P и π(G/P ) ⊆ {2, 3}, причем, если ε = +, то G/P = P (〈gk〉 ×
〈fm/n〉)/P , где k ∈ {0, 1} и π(n) = {3}.

Предположим, что π(q + ε1) = {2}. Пусть сначала ε = +. Тогда по предложению 2
q = p — простое число Мерсенна и, следовательно, группа G сопряжена в Aut(P ) с под-
группой Inndiag(P )〈g〉. Поскольку p > 11, имеем (p − 1)3 > 1. Если (p − 1)3 = 3, то по
[2, предложение 3.12] в π1(P ) имеется коклика {3, p}, что противоречит условию теоремы.
Поэтому (p− 1)3 ≥ 9 и, следовательно, p ≥ 127, так что выполняется п. (6) теоремы 1.

Пусть теперь ε = −. Тогда по предложению 2 q = p — простое число Ферма и, следова-
тельно, группа G сопряжена в Aut(P ) с подгруппой Inndiag(P )〈f〉. Поскольку p > 11, имеем
(p + 1)3 > 1. Если (p + 1)3 = 3, то по [2, предложение 3.12] в π1(P ) имеется коклика {3, p},
что противоречит условию теоремы. Поэтому (p + 1)3 ≥ 9 и, следовательно, p ≥ 17, так что
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выполняется п. (8) теоремы 1.

Таким образом, можно считать, что π(q + ε1) 6= {2}. Тогда p делит 2m. Пусть r ∈ π(q +
ε1) \ {2}. Тогда по [2, предложение 3.12] в π1(P ) имеется коклика {r, p}.

Предположим, что p > 2. Тогда p делит m и, в частности, m ≥ 3. Возьмем в качестве r
число r2m(p) при ε = + и rm(p) при ε = −. Тогда по предложению 1 r не делит 2m и, следова-
тельно, не делит |G/P |. Поскольку вершины p и r смежны в графе Γ(G), то p делит |G/P | и,
следовательно, p = 3, Inndiag(P ) = P и G \ P содержит некоторый элемент x порядка 3, цен-
трализующий некоторый элемент порядка r из P . Ввиду [9, Proposition 4.9.1] CP (x) ∼= Lε

3(q0),
где q = q30 , поэтому r делит |CP (x)| = q30(q

2
0 − 1)(q0 − ε1). Поскольку (q0 + ε1, q0 − ε1) = 2, r

делит q20 − 1 = p2m/3 − 1, что противоречит выбору числа r.

Итак, p = 2. Тогда m > 3. По предложению 1 либо m = 6 и ε = −, либо существуют
простые числа r2m(2) при ε = + и rm(p) при ε = −, не делящие 2m. Возьмем в качестве r
в первом случае число 7, а во втором случае r2m(2) при ε = + и rm(p) при ε = −. Тогда r
не делит |G/P |. Поскольку вершины p и r смежны в графе Γ(G), то 2 делит |G/P | и G \ P
содержит инволюцию, централизующую некоторый элемент порядка r из P . Обратно, если
x — инволюция из G \ P , то ввиду [9, Propositions 4.9.1, 4.9.2] группа O2′(CP (x)) изоморфна
L2(q), L3(

√
q) (при четном m) или U3(q) (при нечетном m) при ε = + и L2(q) при ε = −, так

что 2 смежна в графе Γ(G) с любой вершиной из π(q + ε1) 6= {2}.
Если (q − ε1)3 = 3, то по [2, предложение 3.12] в π1(P ) имеется 3-коклика {2, 3, r}. По-

скольку вершины 3 и r смежны в графе Γ(G), то 3 делит |G/P | и G \ P содержит элемент
порядка 3, централизующий некоторый элемент порядка r из P , и мы, как и выше, приходим
к противоречию.

Таким образом, выполняется п. (5) или (7) теоремы 1.

Лемма доказана.

Лемма 3. Если P ∼= PSp4(q), то граф Γ(G) несвязен и выполняется один из пп. (10)–(11)
теоремы 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть P ∼= PSp4(q), где q = pm > 2, p — простое число и m ∈ N.
Поскольку граф Γ(G) несвязен, ввиду [10, Tabl. I] имеем, что G ∩ Inndiag(P ) = P , m четно,
G/P — циклическая 2-группа и при p = 2 группа G не содержит элемента, индуцирующего
на P инволютивный графовый автоморфизм. Поскольку группа Out(P ) изоморфна Z2m при
p = 2 и Z2 × Zm при p 6= 2 (см. [9, Proposition 2.5.12]), получаем утверждение леммы.

Лемма доказана.

Лемма 4. Если P ∼= G2(q), где q = 3m > 3, то граф Γ(G) несвязен и выполняется п. (9)
теоремы 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть P ∼= G2(q), где q = 3m > 3. Тогда s(P ) = 3, π1(G) =
π(q(q2 − 1)), π2(G) = π(q2 − q + 1), π3(G) = π(q2 + q + 1) и P < G ≤ Aut(P ) = P ⋋ (〈g〉 × 〈f〉),
где g и f — графовый и полевой автоморфизмы группы P соответственно, причем |g| = 2 и
|f | = m (см. [9, Proposition 2.5.12]). Поскольку граф Γ(G) несвязен, ввиду [10, Table I] имеем,
что s(G) = 2 и либо π2(G) = π(q2 + q+1), G = P ⋋ 〈g〉 и m нечетно, либо π2(G) = π(q2 − q+1)
и G = P 〈fm/n〉, где ∅ 6= π(n) ⊆ {2, 3}. В первом случае имеем π1(G) = π(q(q2 − 1)(q2 − q + 1))
в противоречие с тем, что по [2, предложение 2.7] и предложению 1 вершины r2m(p) и r6m(p)
несмежны в Γ(P ) и взаимно просты с 2m. Поэтому выполняется второй случай.

Лемма доказана.

Лемма 5. Если P ∼= Sz(q) (q > 2), то граф Γ(G) несвязен и G изоморфна груп-

пе Aut(Sz(32)).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть P ∼= Sz(q), где q = 2m и m > 1 нечетно. Тогда s(P ) = 4,
π1(G) = {2}, π2(G) = π(q−1), π3(G) = π(q−√

2q+1), π4(G) = π(q+
√
2q+1) и P < G ≤ Aut(P ) =

P ⋋ 〈f〉, где f — полевой автоморфизм порядка m группы P (см. [9, Proposition 2.5.12]). Пусть
p ∈ π(G/P ) и x — элемент порядка p из G ∩ 〈f〉. Тогда C := CP (x) ∼= Sz(q0), где q = qp0 .
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Поскольку граф Γ(G) несвязен, ввиду теоремы Грюнберга — Кегеля (см. [12, Theorem 1])
p ∈ π1(G).

Предположим, что m 6= p. Тогда q0 > 2, s(C) = 4, π1(C) = {2}, π2(C) = π(q0 − 1),
π3(C) = π(q0 −

√
2q0 +1), π4(G) = π(q0 +

√
2q0 +1). Числа q0 − 1, q0 −

√
2q0 + 1 и q0 +

√
2q0 +1

являются неединичными делителями чисел q−1, q−√
2q+1 и q+

√
2q+1 соответственно, а в P

есть циклические подгруппы порядков q−1, q−√
2q+1 и q+

√
2q+1, поэтому π1(P )∪{p} ⊆ π1(G).

Но по предложению 1 существует число r = rm(2), взаимно простое с 2m. Поэтому 2 и r
смежны в графе Γ(G), а значит, и в графе Γ(P ), что не так.

Таким образом, m = p, G = Aut(P ) и C ∼= Sz(2) — группа Фробениуса порядка 20. Сле-
довательно, {2, 5, p} ⊆ π1(G). Если p 6= 5, то 2 и 5 смежны в графе Γ(G), а значит, и в графе
Γ(P ), что не так. Поэтому m = p = 5.

Лемма доказана.
Теорема 1 следует из лемм 1–5.
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