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Представлены достаточные условия разрешимости и достаточные условия неразрешимости задач мат-

ричной коррекции пары взаимно двойственных несобственных задач линейного программирования по

минимуму матричной евклидовой нормы для случая, когда на матрицу коррекции не накладывается

каких-либо дополнительных ограничений.
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Введение

Данная работа направлена на исследование условий разрешимости задач матричной кор-
рекции несобственных задач линейного программирования (ЛП). Представленные результаты
являются дополнением и дальнейшим развитием основных результатов работы [17], посвящен-
ной матричной коррекции пары взаимно двойственных несобственных задач ЛП, и работы [18],
посвященной проблеме разрешимости пары изначально несобственных взаимно двойственных
задач ЛП после матричной коррекции системы ограничений прямой задачи.

Систематические исследования несобственных задач линейного и выпуклого программи-
рования впервые были начаты И.И.Ереминым и постоянно оставались в фокусе его вни-
мания. В настоящее время благодаря работам И.И.Еремина, его коллег и учеников, среди
которых указанная проблематика оказалась наиболее близка Н.Н.Астафьеву, В.Д.Скарину,
Л.Д.Попову и А.А Ватолину, данное научное направление стало “визитной карточкой” отдела
математического программирования Института математики и механики УрО РАН. Некоторые
избранные результаты и публикации перечислены И.И.Ереминым в обзоре [15]. В контексте
данной статьи представляют интерес классификация несобственных задач ЛП, формализация
понятия “решение” несобственной задачи ЛП, разнообразные подходы к построению подобного
решения (см., например, [10; 12; 13; 16; 19]), и прежде всего матричная коррекция [4; 12, §12–
13], а также классическая теория двойственности, ее обобщения на несобственные задачи ЛП
и применения к исследованию несовместных систем линейных уравнений и неравенств (см.,
например, [1; 11–14;16]).

Необходимо также упомянуть работы А.И. Голикова и Ю.Г.Евтушенко [5–7], в которых
пропагандируется (как инструмент построения эффективных алгоритмов решения систем ли-
нейных уравнений и неравенств, а также задач линейного и квадратичного программирования)
существенно используемый в настоящей статье математический аппарат теорем об альтерна-
тивах.
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Для определенности будем считать, что прямая задача ЛП записана в канонической форме,
а двойственная — в основной.

Пусть Mm×n — множество вещественных матриц размерности m× n.

L(A, b, c) : Ax = b, x>0, c⊤x → max

— некоторая задача ЛП в канонической форме,

L∗(A, b, c) : u⊤A>c⊤, b⊤u → min

— двойственная ей задача ЛП в основной форме, A ∈ Mm×n, c, x ∈ R
n, b, u ∈ R

m. Допустимые
множества задач L(A, b, c) и L∗(A, b, c) обозначим символами

X (A, b) , {x | Ax = b, x > 0}, U(A, c) , {u | [c⊤ − u⊤A]+ = 0},

где [ · ]+ — положительная срезка вектора, заключающаяся в применении ко всем его элемен-
там операции положительной срезки скалярной величины [ξ]+ , max{0, ξ}.

Задачей DH матричной коррекции пары взаимно двойственных несобственных задач ЛП
L(A, b, c) и L∗(A, b, c) будем называть задачу построения матрицы H ∈ Mm×n, обладающей
минимальной евклидовой нормой и гарантирующей совместность скорректированных задач

{
L(A+H, b, c) : (A+H)x = b, x>0, c⊤x → max,

L∗(A+H, b, c) : u⊤(A+H)>c⊤, b⊤u → min .

Одновременно с DH будем рассматривать задачу коррекции противоречивой системы огра-
ничений задачи L(A, b, c), формализованную как

PH : X (A+H, b) 6= ∅, ‖H‖ → min,

где ‖ · ‖ — евклидова матричная (далее в зависимости от контекста матричная или векторная)
норма, определяемая для A = (aij) ∈ Mm×n как

‖A‖ =

√√√√
m∑

i=1

n∑

j=1

a2ij .

Задачи DH и PH являются представителями обширного класса задач матричной коррек-
ции, постановки которых кроме требования коррекции матрицы A могут также содержать:

– дополнительные требования коррекции вектора b или пары векторов b и c;
– запреты на коррекцию заданных строк и столбцов матрицы A или произвольных мно-

жеств элементов A, b, c;
– матричные и векторные нормы, отличные от евклидовой, и в частности нормы, модифи-

цированные с помощью индивидуальных весовых коэффициентов, применяемых поэлементно.
Все упомянутые потенциально возможные модификации задач DH и PH представляют

самостоятельный интерес, могут быть предметом отдельного исследования и остаются за рам-
ками данной статьи.

1. Инструментарий и предшествующие результаты

Следующие классические результаты хорошо известны, но приводятся для удобства чита-
теля, поскольку они существенным образом используются в доказательствах теорем.

Теорема 1 (теорема двойственности [3, теорема 2.2.2]). Задачи L(A, b, c) и L∗(A, b, c) раз-

решимы тогда и только тогда, когда одновременно выполняются условия X (A, b) 6= ∅ и

U(A, c) 6= ∅.
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Утверждение (классификация несобственных задач ЛП [12, с. 13]). Если задачи

L(A, b, c) и L∗(A, b, c) неразрешимы, то возможны следующие три случая:

1. X (A, b) = ∅, U(A, c) 6= ∅, L(A, b, c) — несобственная задача ЛП 1-го рода, L∗(A, b, c) —

несобственная задача ЛП 2-го рода.

2. X (A, b) 6= ∅, U(A, c) = ∅, L(A, b, c) — несобственная задача ЛП 2-го рода, L∗(A, b, c) —

несобственная задача ЛП 1-го рода.

3. X (A, b) = ∅, U(A, c) = ∅, L(A, b, c) и L∗(A, b, c) — несобственные задачи ЛП 3-го рода.

Лемма 1 (теорема Александрова — Фана [2, с. 75]). Совместна одна и только одна из

двух систем:

u⊤A > c⊤

или

Az = 0, c⊤z > 0, z>0. (1.1)

Следствие. Если U(A, c) = ∅, то существует вектор z, являющийся решением систе-

мы (1.1).

Теперь кратко изложим ряд более современных результатов, непосредственно связанных с
темой данной статьи.

Следующий результат, сформулированный в виде леммы, основывается на [4, теорема 1;
8, лемма 1.1; 9, теоремы 2.1, 2.2; 12, теорема 12.2, замечание 12.1].

Лемма 2. Если решение задачи PH существует, то оно имеет вид

H∗ = (b−Ax∗)
x∗

⊤

x∗
⊤

x∗
, (1.2)

где x∗ ∈ Argmin
x>0

‖b−Ax‖

‖x‖
. При этом ‖H∗‖ =

‖b−Ax∗‖

‖x∗‖
.

Теорема 2 (об условиях разрешимости задачи DH [17, теорема 3]). Задача DH разреши-

ма тогда и только тогда, когда разрешима задача математического программирования

f(x, d, u) =
‖b−Ax‖2

‖x‖2
+

‖c+ d−A⊤u‖2

‖u‖2
−

(γ − u⊤Ax)2

‖x‖2 ‖u‖2
→ min,

c⊤x = b⊤u = γ, d⊤x = 0, x > 0, d > 0.

(1.3)

Если задача (1.3) имеет непустое множество решений, к которому принадлежат векто-

ры x̂, d̂, û, то единственное (при фиксированных x̂, d̂, û) решение задачи DH выражается

формулой

Ĥ = (b−Ax̂)
x̂⊤

x̂⊤x̂
+

û

û⊤û
(ĉ⊤ + d̂⊤ − û⊤A)− α̂

û x̂⊤

x̂⊤x̂ û⊤û
, (1.4)

где

α̂ = γ̂ − û⊤Ax̂, γ̂ = c⊤x̂ = b⊤û. (1.5)

При этом

‖Ĥ‖2 = f(x̂, d̂, û), (1.6)

x̂ ∈ Argmax
x∈X (A+Ĥ,b)

c⊤x, (1.7)

û ∈ Argmin
u∈U(A+Ĥ,c)

b⊤u. (1.8)
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Теорема 3 (о достаточных условиях существования решения задачи DH [18, теорема 1]).
Если X (A, b) = ∅, U(A, c) 6= ∅ (т. е. L(A, b, c) — несобственная задача ЛП 1-го рода), зада-

ча PH разрешима и матрица H∗ является ее решением, то задача DH также разрешима и

матрица H∗ также является ее решением.

Теорема 4 [17, теорема 4]. Если X (A, b) 6= ∅, b 6= 0, U(A, c) = ∅, то для существования

решения задачи DH необходимо, чтобы система u⊤A = 0, u⊤b = 0 имела только тривиальное

решение.

Теорема 5 [17, теорема 5]. Если X (A, b) = ∅, U(A, c) 6= ∅, c 6= 0, то для существования

решения задачи DH необходимо, чтобы система Ax = 0, c⊤x = 0 имела только тривиальное

решение.

Теорема 6 [17, теорема 6]. Если U(A, c) = ∅ и существует вектор u, являющийся реше-

нием системы u⊤A > 0, u⊤b > 0, то задача DH не имеет решения.

2. Новые результаты

Лемма 3. Задача PH не имеет решения, если L(A, b, c) — несобственная задача ЛП 3-го
рода.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим противное, а именно пусть L(A, b, c) — несоб-
ственная задача ЛП 3-го рода, т. е. X (A, b) = ∅, U(A, c) = ∅, но задача PH разрешима и
матрица H∗ — ее решение. Очевидно, что H∗ 6= 0 и, следовательно, ‖H∗‖ > 0. В силу леммы 2
для H∗ справедливо представление (1.2). В то же время в силу условия U(A, c) = ∅ и след-
ствия из леммы 1 существует вектор z ∈ R

n, являющийся решением системы (1.1). Рассмотрим

вектор y ∈ R
n и матрицу

⌢

H, задаваемые формулами

y = x∗ + α z, (2.1)

где α > 0 — скалярный параметр,
⌢

H= (b−Ay)
y⊤

y⊤y
. (2.2)

Заметим, что в силу (2.1) и (2.2)

‖
⌢

H ‖ =
‖b−Ax∗‖

‖x∗ + α y‖
, lim

α→+∞
‖

⌢

H ‖ = 0. (2.3)

Из (2.3) следует, что, выбрав подходящее значение параметра α > 0, можно добиться

выполнения условия ‖
⌢

H ‖ < ‖H∗‖ для любой матрицы H∗ 6= 0. В то же время несложно

убедиться, что y ∈ X (A+
⌢

H, b). Совокупность двух последних условий противоречит утвер-
ждению о том, что матрица H∗ — решение задачи PH , следовательно, задача PH не имеет
решения, что и требовалось доказать.

Лемма доказана.

Теорема 7. Если X (A, b) = ∅ и при этом задача PH имеет решение, то L(A, b, c) яв-

ляется несобственной задачей ЛП 1-го рода, а задача DH также имеет решение, которое

совпадает с решением задачи PH .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства достаточно заметить, что первое утвержде-
ние является непосредственным следствием теоремы 1 и леммы 3, а второе утверждение —
следствием первого утверждения и теоремы 3.
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Теорема 8 (о достаточных условиях отсутствия решения задачи DH). Если существуют

векторы x̄ ∈ R
n и ū ∈ R

m, обладающие свойствами

‖x̄‖ = ‖ū‖ = 1, (2.4)

x̄ > 0, (2.5)

c⊤x̄ = b⊤ū = 0, (2.6)
[
− ū⊤A

]
+
x̄ = −ū⊤Ax̄ = ᾱ, (2.7)

и для любых векторов x, d, u, отвечающих условиям (1.3) и таких, что ‖x‖, ‖d‖, ‖u‖ < +∞,

выполняется условие

‖Ax̄‖2 +
∥∥[− ū⊤A

]
+

∥∥2 − ᾱ2 < f(x, d, u), (2.8)

где f(x, d, u) — функция, заданная формулой (1.3), то задача DH не имеет решения.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим противное, а именно пусть при выполнении сде-
ланных выше предположений решение задачи DH все же существует. Тогда в силу теоремы 2
существуют матрица Ĥ, являющаяся решением задачи DH , и соответствующие векторы x̂, d̂,
û, связанные совокупностью условий (1.3)–(1.8). Рассмотрим зависящие от скалярных пара-
метров p, q > 0 объекты

x = x̂+ px̄, (2.9)

u = û+ qū, (2.10)

H = (b−Ax)
x⊤

x⊤x
+

u

u⊤u

(
c⊤ + d⊤ − u⊤A

)
− α

ux⊤

x⊤xu⊤u
, (2.11)

где
α = γ − u⊤Ax, γ = c⊤x̂ = b⊤û, (2.12)

а вектор d является решением задачи квадратичного программирования

‖c⊤ + d⊤ − u⊤A‖2 → min
d>0, d⊤x=0

. (2.13)

Несложно показать, что при произвольных конечных значениях параметров p, q > 0 мат-
рица, задаваемая формулой (2.11), принадлежит допустимому множеству задачи DH , т. е. вы-
полняются условия X (A + H, b) 6= ∅ и U(A + H, c) 6= ∅. Действительно, в силу (2.4)–(2.7) и
(2.9)–(2.13)

(A+H)x = b+
u

u⊤u

(
c⊤x+ d⊤x− u⊤Ax− α

)
,

но
c⊤x = c⊤x̂ = γ, d⊤x = 0, c⊤x+ d⊤x− u⊤Ax− α ≡ 0,

поэтому
(A+H)x ≡ b ⇔ X (A+H, b) 6= ∅.

В то же время

u⊤(A+H) = c⊤ + d⊤ +
(
u⊤b− u⊤Ax− α

) x⊤

x⊤x
.

Но
u⊤b− u⊤Ax− α ≡ 0, d > 0,

поэтому
u⊤(A+H) > c⊤ ⇔ U(A+H, c) 6= ∅.

Рассмотрим предельный переход

⌢

H= lim
p,q→+∞

H.
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Используя соотношения (2.4)–(2.7) и (2.9)–(2.13), можно показать, что

⌢

H= −Ax̄ x̄⊤ + ū [−ū⊤A]+ − ᾱ ū x̄⊤

и при этом

‖
⌢

H ‖2 = ‖Ax̄‖2 + ‖[−ū⊤A]+‖
2 − ᾱ2.

Но в силу условия (2.8) ‖
⌢

H ‖2 < f(x̂, d̂, û) = ‖Ĥ‖2. Это означает, что существуют конечные
значения параметров p, q > 0, при которых выполняется условие ‖H‖2 < ‖Ĥ‖2, что противо-
речит предположению об оптимальности матрицы Ĥ в задаче DH .

Теорема доказана.

3. Заключение

Полученные в работе результаты позволяют сделать следующие выводы.

Во-первых, удалось лучше понять конструктивную роль и более четко определить место
задач матричной коррекции несовместной системы ограничений прямой задачи в общей про-
блематике задач матричной коррекции пары взаимно двойственных несобственных задач ЛП.

Установлено два важных факта.

1) Задача минимальной по евклидовой норме матричной коррекции несовместной системы
ограничений прямой несобственной задачи ЛП 3-го рода неразрешима.

2) Существование решения задачи минимальной по евклидовой норме матричной коррек-
ции несовместной системы ограничений прямой несобственной задачи ЛП означает, что ука-
занная коррекция делает задачу ЛП собственной.

Во-вторых, удалось дополнить ряд результатов работы [17] новыми, менее очевидными
достаточными условиями неразрешимости задачи матричной коррекции пары взаимно двой-
ственных несобственных задач ЛП.

Неразрешимость (при определенных условиях) задач PH , DH (и им подобных) является
стимулом к исследованию задач матричной коррекции в других постановках, гарантирую-
щих разрешимость задач коррекции при выполнении сравнительно слабых допущений. Так,
перспективной представляется, например, пока еще неисследованная задача (и подобные ей
задачи)

RH : ‖x‖2 + ‖u‖2 → min
X (A+H,b)6=∅, U(A+H,c)6=∅, ‖H‖≤µ, µ>0

,

постановку которой можно считать дальнейшим развитием (обобщением) одного из подходов
А.Н.Тихонова к построению устойчивых (регуляризованных) решений приближенных систем
линейных алгебраических уравнений [20].

Автор выражает признательность организаторам XV Всероссийской конференции “Мате-
матическое программирование и приложения” за возможность представления предваритель-
ных результатов данной работы, а также участникам секции “Теория и методы математиче-
ского программирования” за полезное обсуждение, вопросы и пожелания.
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