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Рассматривается аппроксимация множества траекторий управляемой системы, описываемой интег-

ральным уравнением Урысона. Замкнутый шар пространства Lp([a, b];Rm) (p > 1) с радиусом r и центром

в начале координат выбирается в качестве множества допустимых управлений. Множество допустимых

управлений заменяется множеством управляющих функций, которое состоит из конечного числа управ-

лений и порождает конечное число траекторий. Получена оценка точности для хаусдорфова расстояния

между множеством траекторий и множеством, состоящим из конечного числа траекторий.
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N. Huseyin, A.Huseyin, Kh.G. Guseinov. Approximation of the set of trajectories of a control system described

by the Urysohn integral equation.

The approximation of the set of trajectories of a control system described by the Urysohn integral equation

is considered. The closed ball of the space Lp([a, b];Rm) (p > 1) of radius r centered at the origin is chosen as

the set of admissible controls. This set is replaced by a set of control functions, which consists of a finite number

of controls and generates a finite number of trajectories. An accuracy estimate is obtained for the Hausdorff

distance between the set of trajectories and the set consisting of a finite number of trajectories.
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Введение

Интегральные уравнения возникают в разных задачах современной физики, механики, эко-
номики, биологии и медицины (см., например, [1–12] и ссылки в них). Некоторые процессы,
описываемые интегральными уравнениями, имеют внешние воздействия, которые характери-
зуются как управляющие воздействия. Многие управляющие воздействия имеют ограничен-
ные запасы, и они, как правило, заканчиваются при потреблении. К таким управляющим
воздействиям можно отнести управления, которые базируются на некоторых запасах энергии,
топлива, капитала или же продуктов питания. Эти управляющие функции обычно характе-
ризуются интегральными ограничениями на управляющие функции (см., например, [13–23]).

Управляемые системы, описываемые интегральными уравнениями, изучаются в работах
[1;3;4;7;8]. В статьях [7;15;16] рассматривается аппроксимация множества траекторий управ-
ляемой системы, описываемой обыкновенным дифференциальным уравнением и интеграль-
ным уравнением типа Вольтерра, где функции управления имеют интегральное ограничение.

В данной работе изучается множество траекторий управляемой системы, описываемой ин-
тегральным уравнением типа Урысона с интегральным ограничением на функции управле-
ния. Предполагается, что уравнение является нелинейным по вектору состояния, аффинным
по вектору управления. Замкнутый шар пространства Lp([a, b];R

m) (p > 1) с радиусом r и
центром в начале координат выбирается в качестве множества допустимых управлений.

Шаг за шагом множество допустимых управлений упрощается, и в конце оно заменяется
множеством, которое содержит конечное число управляющих функций и порождает конечное
число траекторий. Получена оценка точности для хаусдорфова расстояния между множеством
траекторий системы и множеством, состоящим из конечного числа траекторий.
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1. Уравнение системы и основные условия

Рассмотрим управляемую систему, которая описывается интегральным уравнением Уры-
сона

x(ξ) = f (ξ, x (ξ)) + λ

b
∫

a

[K1 (ξ, s, x (s)) +K2 (ξ, s, x (s)) u (s)] ds, (1.1)

где x ∈ R
n — вектор состояния, u ∈ R

m — вектор управления, ξ ∈ [a, b], λ ∈ R
1.

Пусть p > 1 и r > 0 — заданные числа,

Up,r =
{

u(·) ∈ Lp

(

[a, b];Rm
)

: ‖u(·)‖p ≤ r
}

,

где Lp

(

[a, b];Rm
)

является пространством измеримых по Лебегу функций u(·) : [a, b] → R
m

таких, что ‖u(·)‖p < +∞, ‖u(·)‖p =
(

∫ b

a

‖u(s)‖p ds
)

1

p
, ‖·‖ означает евклидову норму.

Up,r называется множеством допустимых управлений, а каждая функция u(·) ∈ Up,r —
допустимым управлением. В силу неравенства Гельдера для любой u(·) ∈ Up,r выполняется
неравенство

b
∫

a

‖u(s)‖ ds ≤ (b− a)
p−1

p r. (1.2)

Предполагается, что функции f(·), K1(·), K2(·) и число λ ∈ R
1, заданные в уравнении (1.1),

удовлетворяют следующим условиям:

A. Функции f(·) : [a, b]×R
n → R

n, K1(·) : [a, b]× [a, b]×R
n → R

n и K2(·) : [a, b]× [a, b]×R
n →

R
n×m непрерывны по совокупности аргументов.

B. Существуют постоянные Липшица l0 ∈ [0, 1), l1 ≥ 0 и l2 ≥ 0 такие, что

‖f(ξ, x1)− f(ξ, x2)‖ ≤ l0 ‖x1 − x2‖

при всех (ξ, x1) ∈ [a, b]× R
n, (ξ, x2) ∈ [a, b] × R

n и

‖K1(ξ, s, x1)−K1(ξ, s, x2)‖ ≤ l1 ‖x1 − x2‖ , ‖K2(ξ, s, x1)−K2(ξ, s, x2)‖ ≤ l2 ‖x1 − x2‖

при любых (ξ, s, x1) ∈ [a, b]× [a, b]× R
n, (ξ, s, x2) ∈ [a, b] × [a, b]× R

n.

C. Выполняется неравенство 0 ≤ λ
[

l1 (b− a) + l2 (b− a)
p−1

p r
]

< 1− l0 .

Обозначим

l(λ) = l0 + λ
[

l1 (b− a) + l2 (b− a)
p−1

p r
]

. (1.3)

Из условия C и неравенства (1.2) следует, что для любой u(·) ∈ Up,r выполняется следующее
уравнение:

λ

1− l0

b
∫

a

(l1 + l2 ‖u(s)‖) ds ≤
λ

1− l0

[

l1(b− a) + l2 (b− a)
p−1

p r
]

=
l(λ)− l0

1− l0
< 1. (1.4)

Приведем определение траекторий системы (1.1), порожденных допустимым управлением
u(·) ∈ Up,r . Непрерывная функция x(·) : [a, b] → R

n, удовлетворяющая уравнению (1.1) при
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всех ξ ∈ [a, b], называется траекторией системы (1.1), порожденной допустимым управлени-
ем u(·) ∈ Up,r . Совокупность траекторий (1.1), порожденных всеми допустимыми управлени-
ями u(·) ∈ Up,r, обозначим символом Xp,r.

Отметим, что условия A− C гарантируют, что каждое допустимое управление u(·) ∈ Up,r

порождает единственную траекторию x(·) : [a, b] → R
n системы (1.1). Теперь сформулируем

некоторые вспомогательные утверждения, которые будут использоваться в дальнейших ис-
следованиях.

Утверждение 1. Пусть v(·) : [a, b] → R и r(·) : [a, b] → R — непрерывные функции,

ψ(·) : [a, b] → [0,+∞) — интегрируемая по Лебегу функция,

∫ b

a

ψ(s)ds < 1 и

v(ξ) ≤ r(ξ) +

b
∫

a

ψ(s)v(s)ds (1.5)

для всех ξ ∈ [a, b]. Тогда

v(ξ) ≤ r(ξ) +

b
∫

a

r(s)ψ(s)ds

1−

b
∫

a

ψ(s)ds

(1.6)

при всех ξ ∈ [a, b].

Более того, если r(ξ) = r0 для всех ξ ∈ [a, b] и

∫ b

a

ψ(s)ds ≤ a0 < 1, то из (1.5) следует,

что

v(ξ) ≤
r0

1− a0
(1.7)

при любых ξ ∈ [a, b].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как ψ(ξ) ≥ 0 для всех ξ ∈ [a, b], то из (1.5) имеем, что

ψ(ξ)v(ξ) ≤ r(ξ)ψ(ξ) + ψ(ξ)

b
∫

a

ψ(s)v(s)ds (1.8)

при всех ξ ∈ [a, b]. Проинтегрировав неравенство (1.8) на отрезке [a, b], получаем, что

b
∫

a

ψ(s)v(s)ds ≤

b
∫

a

r(s)ψ(s)ds +

b
∫

a

ψ(s)ds

b
∫

a

ψ(s)v(s)ds. (1.9)

Поскольку

∫ b

a

ψ(s)ds < 1, то из (1.9) вытекает справедливость неравенства (1.6).

Наконец, справедливость неравенства (1.7) сразу следует из (1.6).

Утверждение 2. Множество траекторий Xp,r является ограниченным подмножеством

пространства C ([a, b];Rn) , т. е. существует r∗ > 0 такое, что ‖x(·)‖C ≤ r∗ для всех

x(·) ∈ Xp,r.

Здесь C ([a, b];Rn) является пространством непрерывных функций x(·) : [a, b] → R
n с нор-

мой ‖x(·)‖C = max
{

‖x(ξ)‖ : ξ ∈ [a, b]
}

.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Из условия B следует, что

‖f(ξ, x)‖ ≤ c0 + l0 ‖x‖ , ‖K1(ξ, s, x)‖ ≤ c1 + l1 ‖x‖ , ‖K2(ξ, s, x)‖ ≤ c2 + l2 ‖x‖ (1.10)

при всех (ξ, x) ∈ [a, b]× R
n и (ξ, s, x) ∈ [a, b]× [a, b]× R

n, где

c0 = max {‖f(ξ, 0)‖ : ξ ∈ [a, b]} , c1 = max {‖K1(ξ, s, 0)‖ : (ξ, s) ∈ [a, b] × [a, b]} ,

c2 = max {‖K2(ξ, s, 0)‖ : (ξ, s) ∈ [a, b]× [a, b]} ,

а постоянные l0, l1 и l2 определены в условии B.

Пусть x(·) ∈ Xp,r — произвольная траектория системы (1.1), порожденная функцией управ-
ления u(·) ∈ Up,r. Тогда из (1.2) и (1.10) получаем, что

‖x(ξ)‖ ≤ c0 + l0 ‖x(ξ)‖ + λ

b
∫

a

[c1 + l1 ‖x(s)‖] ds+ λ

b
∫

a

[c2 + l2 ‖x(s)‖] ‖u(s)‖ ds

≤ c0 + l0 ‖x(ξ)‖ + λc1(b− a) + λc2(b− a)
p−1

p r + λ

b
∫

a

[l1 + l2 ‖u(s)‖] ‖x(s)‖ ds.

Так как l0 ∈ [0, 1), то из последнего неравенста вытекает, что

‖x(ξ)‖ ≤
c0 + λc1(b− a) + λc2(b− a)

p−1

p r

1− l0
+

λ

1− l0

b
∫

a

[l1 + l2 ‖u(s)‖] ‖x(s)‖ ds. (1.11)

Из (1.3), (1.4), (1.11) и утверждения 1 следует, что

‖x(ξ)‖ ≤
c0 + λc1(b− a) + λc2(b− a)

p−1

p r

1− l0

1

1−
λ
[

l1(b− a) + l2(b− a)
p−1

p r
]

1− l0

=
c0 + λc1(b− a) + λc2(b− a)

p−1

p r

1− l0

1

1−
l(λ)− l0

1− l0

=
c0 + λc1(b− a) + λc2(b− a)

p−1

p r

1− l(λ)
. (1.12)

Поскольку ξ ∈ [a, b] является произвольно выбранной, то, обозначив

r∗ =
c0 + λc1(b− a) + λc2(b− a)

p−1

p r

1− l(λ)
,

из неравенства (1.12) получим доказательство утверждения.
Введем обозначения

Bn(r∗) = {x ∈ R
n : ‖x‖ ≤ r∗} ,

BC = {x(·) ∈ C ([a, b];Rn) : ‖x(·)‖C ≤ 1} , (1.13)

D1 = [a, b]×Bn(r∗), D2 = [a, b]× [a, b]×Bn(r∗),
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M2 = max { ‖K2(ξ, s, x)‖ : (ξ, s, x) ∈ D2} , (1.14)

ω0(∆) = max
{

‖f(ξ2, x)− f(ξ1, x)‖ : |ξ2 − ξ1| ≤ ∆, (ξ1, x) ∈ D1, (ξ2, x) ∈ D1

}

,

ω1(∆) = max
{

∥

∥K1(ξ2, s2, x2)−K1(ξ1, s1, x1)
∥

∥ : |ξ2 − ξ1| ≤ ∆, |s2 − s1| ≤ ∆,

‖x2 − x1‖ ≤ ∆, (ξ1, s1, x1) ∈ D2, (ξ2, s2, x2) ∈ D2

}

,

ω2(∆) = max
{

‖K2(ξ2, s2, x2)−K2(ξ1, s1, x1)‖ : |ξ2 − ξ1| ≤ ∆, |s2 − s1| ≤ ∆,

‖x2 − x1‖ ≤ ∆, (ξ1, s1, x1) ∈ D2, (ξ2, s2, x2) ∈ D2

}

, (1.15)

ϕ(∆) =
1

1− l0

{

ω0 (∆) + λ(b− a)ω1(∆) + λω2(∆) (b− a)
p−1

p r
}

, (1.16)

где r∗ определена в утверждении 2. Очевидно, что функция ϕ(·) : (0,+∞) → (0,+∞) является
неубывающей и ϕ(∆) → 0+ при ∆ → 0+. Не нарушая общности, будем полагать, что

ϕ(∆) ≥ ∆ (1.17)

при всех ∆ > 0.

Утверждение 3. Для любых x(·) ∈ Xp,r, ξ1 ∈ [a, b], ξ2 ∈ [a, b] справедливо неравенство

‖x(ξ2)− x(ξ1)‖ ≤ ϕ (|ξ2 − ξ1|) ,

где ϕ(·) определена равенством (1.16).

Доказательство утверждения 3 следует из условий A –C.

Так как ϕ(∆) → 0+ при ∆ → 0+, то из утверждения 3 получаем, что множество траекто-
рий Xp,r является семейством равностепенно непрерывных функций. Тогда в силу утвержде-
ния 2 и теоремы Арцела — Асколи имеем, что множество траекторий Xp,r является предком-
пактным подмножеством пространства C ([a, b];Rn). Далее, используя слабую компактность
множества допустимых управлений Up,r в пространстве Lp ([a, b];R

m) и аффинность правой
части уравнения (1.1) относительно u, можно доказать, что множество траекторий Xp,r яв-
ляется замкнутым в пространстве C ([a, b];Rn). Наконец, из предкомпактности и замкнутости
следует компактность множества траекторий Xp,r в пространстве C ([a, b];Rn). Итак, справед-
ливо следующее утверждение.

Утверждение 4. Множество траекторий Xp,r является компактным подмножеством

пространства C ([a, b];Rn) .

Положим

L∗ =
λM2

1− l(λ)
, (1.18)

где l(λ) определена соотношением (1.3), а M2 — соотношением (1.14).
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Утверждение 5. Пусть x1(·) ∈ Xp,r и x2(·) ∈ Xp,r являются траекториями систе-

мы (1.1), порожденными соответственно допустимыми управлениями u1(·) ∈ Up,r и u2(·) ∈
Up,r. Тогда

‖x1(ξ)− x2(ξ)‖ ≤ L∗

b
∫

a

‖u1(s)− u2(s)‖ ds

для всех ξ ∈ [a, b].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как x1(·) и x2(·) являются траекториями системы (1.1),
порожденными соответственно допустимыми управлениями u1(·) ∈ Up,r и u2(·) ∈ Up,r, то из
условия B вытекает, что

‖x1(ξ)− x2(ξ)‖ ≤ ‖f(ξ, x1(ξ))− f(ξ, x2(ξ))‖+ λ

b
∫

a

‖K1(ξ, s, x1(s))−K1(ξ, s, x2(s))‖ ds

+ λ

b
∫

a

‖K2(ξ, s, x1(s))‖ ‖u1(s)− u2(s)‖ ds+ λ

b
∫

a

‖K2(ξ, s, x1(s))−K2(ξ, s, x2(s))‖ ‖u2(s)‖ ds

≤ l0 ‖x1(ξ)− x2(ξ)‖ + λ

b
∫

a

(l1 + l2 ‖u2(s)‖) ‖x1(s)− x2(s)‖ ds

+ λ

b
∫

a

‖K2(ξ, s, x1(s))‖ ‖u1(s)− u2(s)‖ ds (1.19)

при всех ξ ∈ [a, b].
Поскольку x1(·) ∈ Xp,r, то согласно утверждению 2 справедливо ‖x1(·)‖C ≤ r∗. Тогда

из (1.14) получаем, что

‖K2(ξ, s, x1(s))‖ ≤M2 (1.20)

для всех ξ ∈ [a, b] и s ∈ [a, b]. Так как l0 ∈ [0, 1), то из неравенств (1.19) и (1.20) имеем, что

‖x1(ξ)− x2(ξ)‖ ≤
λM2

1− l0

b
∫

a

‖u1(s)− u2(s)‖ ds

+
λ

1− l0

b
∫

a

[l1 + l2 ‖u2(s)‖] ‖x1(s)− x2(s)‖ ds (1.21)

при любых ξ ∈ [a, b]. Поскольку u2(·) ∈ Up,r, то из (1.4), (1.18), (1.21) и утверждения 1 вытекает,
что

‖x1(ξ)− x2(ξ)‖ ≤

λM2

1− l0

1−
l(λ)− l0

1− l0

b
∫

a

‖u1(s)− u2(s)‖ ds

=
λM2

1− l(λ)

b
∫

a

‖u1(s)− u2(s)‖ ds = L∗

b
∫

a

‖u1(s)− u2(s)‖ ds

для всех ξ ∈ [a, b].
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2. Геометрическое ограничение

Пусть β > 0 — заданное число. Положим

Uβ
p,r =

{

u(·) ∈ Up,r : ‖u(ξ)‖ ≤ β для всех ξ ∈ [a, b]
}

.

Множество траекторий системы (1.1), порожденных функциями управления u(·) ∈ U
β
p,r,

обозначим символом X
β
p,r и положим

c∗ = 2L∗r
p, (2.1)

где L∗ определено соотношением (1.18).
Хаусдорфово расстояние между множествами G ⊂ C ([a, b];Rn) и W ⊂ C ([a, b];Rn) обо-

значим символом hC(G,W ). Следующее утверждение характеризует хаусдорфово расстояние

между множествами Xp,r и X
β
p,r.

Утверждение 6. Для любого β > 0 выполняется неравенство

hC

(

Xp,r,X
β
p,r

)

≤
c∗

βp−1
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Выберем произвольную траекторию x(·) ∈ Xp,r, порожденную
функцией управления u(·) ∈ Up,r. Определим новую функцию управления u∗(·) : [a, b] → R

m,

полагая

u∗(ξ) =







u(ξ) , если ‖u(ξ)‖ ≤ β,

β
u(ξ)

‖u(ξ)‖
, если ‖u(ξ)‖ > β,

(2.2)

где ξ ∈ [a, b].

Нетрудно установить, что u∗(·) ∈ U
β
p,r. Пусть x∗(·) — траектория системы (1.1), порожден-

ная функцией управления u∗(·) ∈ U
β
p,r. Тогда x∗(·) ∈ X

β
p,r и согласно утверждению 5 имеем,

что

‖x(ξ)− x∗(ξ)‖ ≤ L∗

b
∫

a

‖u(s)− u∗(s)‖ ds (2.3)

при любых ξ ∈ [a, b]. Полагая Ω = {s ∈ [a, b] : ‖u(s)‖ > β} , из (2.2) и (2.3) получаем, что
выполняется неравенство

‖x(ξ)− x∗(ξ)‖ ≤ L∗

∫

Ω

‖u(s)− u∗(s)‖ ds (2.4)

при всех ξ ∈ [a, b].
Из определения множества Ω и включения u(·) ∈ Up,r вытекает, что

rp ≥

b
∫

a

‖u(s)‖pds ≥

∫

Ω

‖u(s)‖pds ≥

∫

Ω

βpds ≥ βpµ(Ω) ,

где µ(Ω) означает меру Лебега множества Ω, и, следовательно,

µ(Ω) ≤
rp

βp
. (2.5)
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Из включений u(·) ∈ Up,r, u∗(·) ∈ Up,r, неравенства Гельдера и (2.5) следует, что

∫

Ω

‖u(s)− u∗(s)‖ ds ≤

∫

Ω

‖u(s)‖ ds+

∫

Ω

‖u∗(s)‖ ds ≤ 2µ(Ω)
p−1

p r ≤ 2
rp

βp−1
. (2.6)

Из соотношений (2.1), (2.4) и (2.6) получаем, что

‖x(ξ)− x∗(ξ)‖ ≤ 2L∗

rp

βp−1
=

c∗

βp−1

при всех ξ ∈ [a, b], и поэтому

‖x(·)− x∗(·)‖C ≤
c∗

βp−1
. (2.7)

Таким образом, для произвольно выбранной x(·) ∈ Xp,r существует x∗(·) ∈ X
β
p,r такая, что

выполняется неравенство (2.7). Это означает, что

Xp,r ⊂ X
β
p,r +

c∗

βp−1
BC , (2.8)

где BC определено равенством (1.13).

Поскольку X
β
p,r ⊂ Xp,r, то включение (2.8) завершает доказательство.

3. Кусочно-постоянные функции управления

Пусть Γ = {a = ξ0, ξ1, . . . , ξN = b} является равномерным разбиением замкнутого интерва-

ла [a, b], ξi+1 − ξi =
b− a

N
= ∆, i = 0, 1, . . . , N − 1. Полагая

Uβ,Γ
p,r =

{

u(·) ∈ Uβ
p,r : u(ξ) = ui для всех ξ ∈ [ξi, ξi+1), i = 0, 1, . . . , N − 1

}

,

определим новое множество управляющих функций.
Множество траекторий системы (1.1), порожденных функциями управления u(·) ∈ U

β,Γ
p,r ,

обозначим символом X
β,Γ
p,r . Далее, положим

χ(∆) =
2λ(b− a)

p−1

p r

1− l(λ)
ω2(ϕ(∆)), (3.1)

где ω2(·) и ϕ(·) определены соответственно соотношениями (1.15) и (1.16).

Утверждение 7. Для любых β > 0 и равномерного разбиения Γ отрезка [a, b] выполня-

ется неравенство

hC

(

X
β
p,r,X

β,Γ
p,r

)

≤ χ(∆),

где ∆ является диаметром разбиения Γ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Выберем произвольную траекторию x∗(·) ∈ X
β
p,r, порожден-

ную функцией управления u∗(·) ∈ U
β
p,r. Теперь определим новую функцию управления u∗(·) :

[a, b] → R
m, полагая

u∗(ξ) =
1

∆

ξi+1
∫

ξi

u∗(s)ds, ξ ∈ [ξi, ξi+1), i = 0, 1, . . . , N − 1. (3.2)
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Можно показать, что u∗(·) ∈ Uβ,Γ
p,r . Пусть x∗(·) является траекторией системы (1.1), порож-

денной функцией управления u∗(·). Тогда x∗(·) ∈ X
β,Γ
p,r , и в силу условия B имеем, что

‖x∗(ξ)− x∗(ξ)‖ ≤
λ

1− l0

b
∫

a

[l1 + l2 ‖u∗(s)‖] ‖x∗(s)− x∗(s)‖ ds

+
λ

1− l0

N−1
∑

i=0

∥

∥

∥

∥

∥

ξi+1
∫

ξi

K2(ξ, s, x
∗(s)) [u∗(s)− u∗(s)] ds

∥

∥

∥

∥

∥

(3.3)

при любых ξ ∈ [a, b].
Имея в виду соотношения (3.2), получаем справедливость равенства

ξi+1
∫

ξi

u∗(s)ds =

ξi+1
∫

ξi

u∗(s)ds,

и, следовательно,

ξi+1
∫

ξi

K2(ξ, s, x
∗(s)) [u∗(s)− u∗(s)] ds

=

ξi+1
∫

ξi

[K2(ξ, s, x
∗(s))−K2(ξ, ξi, x

∗(ξi))] [u∗(s)− u∗(s)] ds (3.4)

при всех i = 0, 1, . . . , N − 1.
Согласно (1.17) и утверждению 3 имеем, что для всех s ∈ [ξi, ξi+1] выполняется неравенство

|s− ξi| ≤ ϕ(∆), ‖x∗(s)− x∗(ξi)‖ ≤ ϕ(∆).

Тогда из (1.15) вытекает, что

‖K2(ξ, s, x
∗(s))−K2(ξ, ξi, x

∗(ξi))‖ ≤ ω2(ϕ(∆)) (3.5)

при любых s ∈ [ξi, ξi+1] и i = 0, 1, . . . , N − 1.
Из соотношений (3.4) и (3.5) следует, что

∥

∥

∥

∥

∥

ξi+1
∫

ξi

K2(ξ, s, x
∗(s)) [u∗(s)− u∗(s)] ds

∥

∥

∥

∥

∥

≤ ω2(ϕ(∆))

ξi+1
∫

ξi

‖u∗(s)− u∗(s)‖ ds (3.6)

при всех i = 0, 1, . . . , N − 1.
Так как u∗(·) ∈ Uβ

p,r и u∗(·) ∈ U
β,Γ
p,r , то из (1.2), (3.3) и (3.6) получаем, что

‖x∗(ξ)− x∗(ξ)‖ ≤
λ

1− l0

b
∫

a

[l1 + l2 ‖u∗(s)‖] ‖x∗(s)− x∗(s)‖ ds

+
λ

1− l0
ω2(ϕ(∆))

b
∫

a

‖u∗(s)− u∗(s)‖ ds

≤
λ

1− l0

b
∫

a

[l1 + l2 ‖u∗(s)‖] ‖x∗(s)− x∗(s)‖ ds+
2λ

1− l0
ω2(ϕ(∆))(b − a)

p−1

p r (3.7)
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для всех ξ ∈ [a, b].
Далее, из (1.4), (3.1), (3.7) и утверждения 1 заключаем, что

‖x∗(ξ)− x∗(ξ)‖ ≤

2λω2(ϕ(∆))(b − a)
p−1

p r

1− l0

1−
l(λ)− l0

1− l0

=
2λω2(ϕ(∆))(b − a)

p−1

p r

1− l(λ)
= χ(∆)

при любых ξ ∈ [a, b] и, следовательно,

‖x∗(·)− x∗(·)‖C ≤ χ(∆). (3.8)

Итак, для произвольно выбранной траектории x∗(·) ∈ X
β
p,r существует x∗(·) ∈ X

β,Γ
p,r такая,

что выполняется неравенство (3.8). Это означает, что

X
β
p,r ⊂ X

β,Γ
p,r + χ(∆)BC . (3.9)

Поскольку X
β,Γ
p,r ⊂ X

β
p,r, то из включения (3.9) получаем доказательство утверждения.

4. Функции управления с нормами в равномерном разбиении

Пусть Γ∗ = {0 = α0, α1, . . . , αq = β} является равномерным разбиением отрезка [0, β],

αj+1 − αj =
β

q
= ∆∗, j = 0, 1, . . . , q − 1. Обозначим

Uβ,Γ,Γ∗

p,r =
{

u(·) ∈ Uβ,Γ
p,r : ‖u(ξ)‖ = αji для всех ξ ∈ [ξi, ξi+1), i = 0, 1, . . . , N − 1

}

.

Множество траекторий системы (1.1), порожденных функциями управления u(·) ∈ U
β,Γ,Γ∗

p,r ,

обозначим символом X
β,Γ,Γ∗

p,r , и пусть

θ (∆∗) = L∗(b− a)∆∗, (4.1)

где L∗ определено соотношением (1.18).
Следующее утверждение характеризует хаусдорфово расстояние между множествами тра-

екторий X
β,Γ
p,r и X

β,Γ,Γ∗

p,r .

Утверждение 8. Для любых β > 0, равномерного разбиения Γ отрезка [a, b] и равномер-

ного разбиения Γ∗ отрезка [0, β] выполняется неравенство

hC

(

X
β,Γ
p,r ,X

β,Γ,Γ∗

p,r

)

≤ θ(∆∗),

где ∆∗ является диаметром разбиения Γ∗.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Возьмем произвольную траекторию x(·) ∈ X
β,Γ
p,r , порожденную

функцией управления u(·) ∈ U
β,Γ
p,r . Согласно определению множества управлений U

β,Γ
p,r имеем,

что

u(ξ) = ui, ξ ∈ [ξi, ξi+1), i = 0, 1, . . . , N − 1,

‖ui‖ ≤ β, i = 0, 1, . . . , N − 1, ∆ ·

N−1
∑

i=0

‖ui‖
p ≤ rp.

Если ‖ui‖ < β для любых i = 0, 1, . . . , N − 1, то существуют αji ∈ Γ∗ такие, что

‖ui‖ ∈ [αji , αji+1) . (4.2)
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Определим новую функцию управления u∗ (·) : [a, b] → R
m, полагая для ξ ∈ [ξi, ξi+1),

i = 0, 1, . . . , N − 1,

u∗(ξ) =







ui

‖ui‖
αji , если 0 < ‖ui‖ < β,

ui , если ‖ui‖ = 0 или ‖ui‖ = β,
(4.3)

где αji ∈ Γ∗, i = 0, 1, . . . , N − 1, определены соотношением (4.2). Если ξ = b, то принимаем,

что u∗(b) = u∗(ξN−1). Нетрудно проверить, что u∗(·) ∈ U
β,Γ,Γ∗

p,r и

‖u(ξ)− u∗(ξ)‖ ≤ ∆∗ (4.4)

при любых ξ ∈ [a, b].
Пусть x∗(·) является траекторией системы (1.1), порожденной функцией управления u∗(·) ∈

U
β,Γ,Γ∗

p,r , которая определена соотношением (4.3). Тогда x∗(·) ∈ X
β,Γ,Γ∗

p,r , и из (4.1), (4.4) и утвер-
ждения 5 следует, что

‖x(ξ)− x∗(ξ)‖ ≤ L∗ (b− a)∆∗ = θ(∆∗)

для всех ξ ∈ [a, b]. Из последнего неравенства вытекает, что

‖x(·)− x∗(·)‖C ≤ θ (∆∗) . (4.5)

Итак, окончательно получаем, что для каждой x(·) ∈ X
β,Γ
p,r существует x∗(·) ∈ X

β,Γ,Γ∗

p,r

такая, что выполняется неравенство (4.5), и, следовательно, справедливо включение

X
β,Γ
p,r ⊂ X

β,Γ,Γ∗

p,r + θ (∆∗)BC . (4.6)

Так как X
β,Γ,Γ∗

p,r ⊂ X
β,Γ
p,r , то включение (4.6) завершает доказательство.

5. Конечное число траекторий

Пусть S = {x ∈ R
m : ‖x‖ = 1} , σ > 0 и Sσ = {s1, s2, . . . , sL} является конечной σ-сетью

на S. Определим новое множество функций управления, полагая

Uβ,Γ,Γ∗,σ
p,r =

{

u(·) ∈ Uβ,Γ,Γ∗

p,r : u(ξ) = αjisli для всех ξ ∈ [ξi, ξi+1),

αji ∈ Γ∗, sli ∈ Sσ, i = 0, 1, . . . N − 1
}

.

Очевидно, что множество U
β,Γ,Γ∗,σ
p,r состоит из конечного числа управляющих функций.

Отметим, что множество Uβ,Γ,Γ∗,σ
p,r можно переопределить как

Uβ,Γ,Γ∗,σ
p,r =

{

u(·) ∈ Lp ([a, b] ;R
m) : u(ξ) = αjisli для всех ξ ∈ [ξi, ξi+1),

αji ∈ Γ∗, sli ∈ Sσ, i = 0, 1, . . . , N − 1, ∆ ·
N−1
∑

i=0

α
p
ji
≤ rp

}

.

Множество траекторий системы (1.1), порожденных функциями управления u(·) ∈ U
β,Γ,Γ∗,σ
p,r ,

обозначим символом X
β,Γ,Γ∗,σ
p,r . Очевидно, что множество X

β,Γ,Γ∗,σ
p,r состоит из конечного числа

траекторий. Положим
κ(β, σ) = L∗(b− a)βσ. (5.1)

Утверждение 9. Для любых β > 0, равномерного разбиения Γ отрезка [a, b], равномер-

ного разбиения Γ∗ отрезка [0, β] и σ > 0 выполняется неравенство

hC

(

X
β,Γ,Γ∗

p,r ,Xβ,Γ,Γ∗,σ
p,r

)

≤ κ(β, σ).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Возьмем произвольную траекторию x(·) ∈ X
β,Γ,Γ∗

p,r , порожден-

ную функцией управления u(·) ∈ U
β,Γ,Γ∗

p,r . Из включения u(·) ∈ U
β,Γ,Γ∗

p,r следует, что

‖u(ξ)‖ = αji для всех ξ ∈ [ξi, ξi+1), αji ∈ Γ∗, i = 0, 1, . . . , N − 1, (5.2)

и числа αji ∈ Γ∗, i = 0, 1, . . . , N − 1, удовлетворяют неравенствам

∆ ·

N−1
∑

i=0

α
p
ji
≤ rp, 0 ≤ αji ≤ β для всех i = 0, 1, . . . , N − 1. (5.3)

Из (5.2) вытекает, что существуют bi ∈ S, i = 0, 1, . . . , N − 1, такие, что

u(ξ) = αjibi (5.4)

для всех ξ ∈ [ξi, ξi+1), i = 0, 1, . . . , N − 1. Поскольку bi ∈ S, Sσ является σ-сетью на S, то для
каждого bi ∈ S можно найти sli ∈ Sσ такой, что выполняется неравенство

‖bi − sli‖ ≤ σ, i = 0, 1, . . . , N − 1. (5.5)

Определим новую функцию управления ũ(·) : [a, b] → R
m, где

ũ(ξ) = αjisli для всех ξ ∈ [ξi, ξi+1), i = 0, 1, . . . , N − 1. (5.6)

Из (5.3), (5.4), (5.5) и (5.6) следует, что ũ(·) ∈ Uβ,Γ,Γ∗,σ
p,r и

‖u(ξ)− ũ(ξ)‖ = αji ‖bi − sli‖ ≤ βσ

при всех ξ ∈ [ξi, ξi+1), i = 0, 1, . . . , N − 1. Из последнего неравенства вытекает, что

‖u(ξ)− ũ(ξ)‖ ≤ βσ (5.7)

при любых ξ ∈ [a, b).

Пусть x̃(·) является траекторией системы (1.1), порожденной функцией управления ũ(·) ∈

U
β,Γ,Γ∗,σ
p,r , которая определена равенством (5.6). Тогда x̃(·) ∈ X

β,Γ,Γ∗,σ
p,r , и, учитывая (5.1), (5.7)

и утверждение 5, имеем, что

‖x(ξ)− x̃(ξ)‖ ≤ L∗(b− a)βσ = κ(β, σ)

при всех ξ ∈ [a, b]. Отсюда получаем, что

‖x(·)− x̃(·)‖C ≤ κ(β, σ). (5.8)

Итак, установили, что для каждой x(·) ∈ X
β,Γ,Γ∗

p существует x̃(·) ∈ X
β,Γ,Γ∗,σ
p такая, что

неравенство (5.8) выполняется. Это означает, что справедливо включение

X
β,Γ,Γ∗

p,r ⊂ X
β,Γ,Γ∗,σ
p,r + κ(β, σ)BC . (5.9)

Наконец, из включений X
β,Γ,Γ∗,σ
p,r ⊂ X

β,Γ,Γ∗

p,r и (5.9) получаем справедливость утверждения.
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6. Основная оценка

Из утверждений 6–9 вытекает справедливость следующей теоремы.

Теорема 1. Для любых β > 0, равномерного разбиения Γ отрезка [a, b], равномерного

разбиения Γ∗ отрезка [0, β] и σ > 0 выполняется неравенство

hC

(

Xp,r,X
β,Γ,Γ∗,σ
p,r

)

≤
c∗

βp−1
+ χ(∆) + θ(∆∗) + κ(β, σ).

Здесь ∆ является диаметром разбиения Γ, а ∆∗ — диаметром разбиения Γ∗; c∗, χ(∆),
θ(∆∗) и κ(β, σ) определены соответственно соотношениями (2.1), (3.1), (4.1) и (5.1).

Из теоремы 1 вытекает справедливость следующей теоремы.

Теорема 2. Для любого ε > 0 существуют β(ε) > 0, δ(ε) > 0, δ∗(ε) > 0 и σ∗(ε, β(ε)) > 0
такие, что для всех ∆ ∈ (0, δ(ε)), ∆∗ ∈ (0, δ∗(ε)), σ ∈ (0, σ∗(ε, β(ε))) справедливо неравенство

hC

(

Xp,r,X
β(ε),Γ,Γ∗,σ
p,r

)

< ε,

где ∆ является диаметром разбиения Γ, а ∆∗ — диаметром разбиения Γ∗.
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