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ПРИ НАЛИЧИИ ПОМЕХИ

В.И.Ухоботов, И.В.Изместьев

Рассмотрена задача импульсной встречи в заданный момент времени с началом координат. Имеется

воздействие со стороны неконтролируемой помехи, о которой известно только множество ее значений. Ди-

намика системы имеет декомпозиционный вид, характеризующийся тем, что часть фазовых переменных

не подвержена воздействию со стороны импульсного управления.
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V. I.Ukhobotov, I. V. Izmest’ev. On a problem of impulse control in the presence of a disturbance.

We consider the problem of impulse encounter with the origin at a given time under the action of an

uncontrolled disturbance given only by a set of its values. The dynamics of the system has decomposition form,

which is characterized by the nonsusceptibility of a part of the state variable to the action of the impulse control.
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Введение

К задачам импульсного управления сводятся задачи управления механическими систе-
мами переменного состава, когда в отдельные моменты времени может отделяться конечное
количество реактивной массы [1]. Если на механическую систему воздействуют неконтролиру-
емые силы, о которых известны только области их возможных значений, то задача управления
может быть рассмотрена в рамках теории управления гарантированным результатом.

Анализ задач импульсного управления усложняется тем, что траектории управляемой си-
стемы могут быть разрывными.

В работе [2] предложен метод решения игровых задач преследования, основанный на прин-
ципе поглощения областей достижимости. Возможность применения этого метода к задачам
импульсного управления рассматривалась, например, в работах [3;4]. В [4] приводится пример
импульсной «мягкой» встречи двух управляемых материальных точек, когда первый игрок
не может поддерживать требуемое включение областей достижимости. Обсуждается вопрос
о возможности применения метода динамического программирования к задачам импульсной
встречи. В работе [5] этот метод применяется при решении конкретных задач импульсной
встречи.

В [6] доказана теорема об альтернативе для дифференциальных игр с импульсными управ-
лениями в предположении, что целевые координаты вектора состояния меняются непрерывно.

В работах [7–11] предложены разные подходы к исследованию дифференциальных игр и
задач управления при наличии помех в случае импульсных управлений.

Известно, что линейную управляемую систему с фиксированным моментом окончания с
помощью линейной замены переменных [12] можно свести к виду, когда в правой части новых
уравнений стоят только управления.

1. Постановка задачи

Рассмотрим управляемый процесс, уравнения движения которого имеют вид (см. [1])

dz = A(t)du+ wf1(t, θ, v)dt, θ̇ = f2(t, θ, v), z ∈ R
n, θ ∈ R

q, t ≤ p. (1.1)
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Здесь A(t) — непрерывная при t ≤ p матрица размерности n× l, p — заданное число.

На каждом отрезке [t, τ ] ⊂ (−∞, p] допустимым программным управлением является функ-
ция u : [t; τ ] → R

l с ограниченным изменением

τ
∫

t

‖du(r)‖(l) = sup
∑

‖u(ri+1)− u(ri)‖(l) .

Здесь и в дальнейшем посредством ‖·‖(j) будем обозначать норму в пространстве R
j, j =

n, q, l. Верхняя грань берется по всем разбиениям точками ri отрезка [t, τ ].

Программной реализацией помехи являются измеримые функции v : [t, τ ] → V , w : [t, τ ] →
[−1, 1], где V — компакт в R

g.

Предположение 1.1. Функции f1 : (−∞, p]× R
q × V → R

n и f2 : (−∞, p]× R
q × V → R

q

являются непрерывными.

Предположение 1.2. Для любого компакта D ⊂ [−∞, p]×R
q найдется такая констан-

та L = L(D) > 0, что

‖f2(t, θ1, v) − f2(t, θ2, v)‖(q) ≤ L‖θ1 − θ2‖(q) ∀ (t, θi, v) ∈ D × V, i = 1, 2.

Предположение 1.3. Для любого числа t0 < p существует такая константа γ > 0,
что

‖f2(t, θ, v)‖(q) ≤ γ(1 + ‖θ‖(q)) ∀ (t, θ, v) ∈ [t0, p]× R
q × V.

Из предположений 1.1–1.3 следует (см. [13;14]), что для любого начального условия t0 < p,
θ(t0) = θ0 и для любой измеримой функции v : [t0, p] → V уравнение θ̇ = f2(t, θ, v(t)) имеет
единственное решение, определенное при t0 ≤ t ≤ p. Под решеним понимается абсолютно
непрерывная функция θ : [t0, p] → R

q, почти всюду на [t0, p] удовлетворяющая уравнению. Это
решение будем обозначать θ = ψ(t, t0, θ0, v(·)). Для любой измеримой функции v : [t0, p] → V
и для любых t0 ≤ t ≤ τ ≤ p выполнено равенство

ψ(τ, t, ψ(t, t0, θ0, v(·)), v(·)) = ψ(τ, t0, θ0, v(·)).

Позицией является точка (t, z, µ, θ), где t < p, z ∈ R
n, µ ≥ 0, θ ∈ R

q. Число µ характеризует
имеющийся запас ресурсов, который можно использовать на формирование управления u.

О п р е д е л е н и е 1.1. Назовем u-стратегией правило, ставящее в соответствие каждой
позиции (t, z, µ, θ) функцию

u : [t, p] → R
l,

p
∫

t

‖du(r)‖(l) ≤ µ. (1.2)

Пусть задана начальная позиция (t0, z0, µ0, θ0) и выбрана u-стратегия. Возьмем разбиение

ω : t0 < t1 < . . . < ti < ti+1 < . . . < tk+1 = p (1.3)

с диаметром d(ω) = max (ti+1 − ti), i = 1, k.

Зафиксируем u-стратегию (1.2) и для уравнения (1.1) построим ломаную с вершинами

z(ω) (ti+1) = z(ω) (ti) +

ti+1
∫

ti

A(r)du(r) +

ti+1
∫

ti

wi(r)f1

(

r, ψ
(

r, ti, θ
(ω) (ti) , vi(·)

)

, vi(r)
)

dr, (1.4)
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µ(ω) (ti+1) = µ(ω) (ti)−

ti+1
∫

ti

‖du(r)‖(l) , θ(ω) (ti+1) = ψ
(

ti+1; ti, θ
(ω) (ti) , vi(·)

)

. (1.5)

Здесь i = 0, k, z(ω)(t0) = z0, µ
(ω)(t0) = µ0, θ

(ω)(t0) = θ0. Первый интеграл в (1.4) понимается
в смысле Римана — Стилтьеса. Функции vi : [ti, ti+1] → V и wi : [ti, ti+1] → [−1, 1] — любая
измеримая реализация помехи.

Цель построения u-стратегии заключается в выводе вектора z в момент времени p в на-
чало координат. Наличие импульсного управления может привести к мгновенному изменению
фазовых координат. Это требует специального определения условия попадания точки z(p) в
начало координат [5; 9] . С этой целью введем в рассмотрение вектограмму управления

U (t) =
{

z ∈ R
n : z = A(t)u, ‖u‖(l) ≤ 1

}

. (1.6)

Множество (1.6) является выпуклым компактом, симметричным относительно начала коорди-
нат. Из непрерывности матрицы A(t) следует, что многозначная функция (1.6) непрерывно по
Хаусдорфу зависит от t.

О п р е д е л е н и е 1.2. Из начальной позиции (t0, z0, µ0, θ0) можно попасть в момент вре-
мени p в начало координат, если для любого числа ǫ > 0 существует число δ > 0 и u-стратегия
такие, что для любого разбиения ω (1.3) с диаметром d(ω) < δ и для любой допустимой реа-
лизации помехи выполнено включение

z(ω)(p) ∈ µ(ω)(p)U(p) + ǫS. (1.7)

Здесь обозначено S = {z ∈ R
n : ‖z‖(n) ≤ 1}.

З а м е ч а н и е. Из включения (1.7) и из формулы (1.6) следует, что

z(ω)(p) + µ(ω)(p)A(p)u ∈ ǫS

при некотором ‖u‖(l) ≤ 1. Следовательно, выбрасывая мгновенно в момент времени p в на-

правлении вектора u оставшееся µ(ω)(p) количество ресурсов, получим включение z(p+) ∈ ǫS.

2. Область достижимости управления

Зафиксируем числа t < τ ≤ p. Объединение множеств U (r) (1.6) при t ≤ r ≤ τ является
компактом, симметричным относительно начала координат. Поэтому выпуклая оболочка

U τ
t = co

⋃

t≤r≤τ

U (r) (2.1)

является выпуклым компактом, симметричным относительно начала координат. Положим
U t
t = U (t). Тогда множества U τ

t непрерывно по Хаусдорфу зависят от t ≤ τ ≤ p.
Можно показать, что (см. [15])

U τ
t =

⋃

0≤λ≤1

(

λU s
t + (1− λ)U τ

s

)

, t ≤ s ≤ τ ≤ p, (2.2)

а область достижимости импульсного управления определяется как

{

z =

τ
∫

t

A (r) du (r) :

τ
∫

t

‖du (r)‖(l) = µ

}

= µU τ
t , t < τ. (2.3)

Скалярное произведение двух векторов φ и y в R
n будем обозначать 〈φ, y〉. Если Y ⊂ R

n —
компакт, то его опорную функцию будем обозначать c (φ;Y ) = max 〈φ, y〉 , y ∈ Y .
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Обозначим m (t, φ) = c (φ;Up
t ). Тогда из формул (1.6) и (2.1) получим, что

m (t, φ) = max
r, u

〈φ,A(r)u〉, ‖u‖(l) ≤ 1, t ≤ r ≤ p. (2.4)

Отметим, что функция (2.4) является четной по переменной φ и убывает по t при t ≤ p.

Предположение 2.1. При всех t < p и φ ∈ R
n выполнено неравенство m(t, φ) > 0.

3. Задача уклонения

Зафиксируем число t0 < p, векторы θ0 ∈ R
q и φ ∈ R

n. Обозначим

B(t0, θ0, φ) = sup
v(·)∈V

p
∫

t0

∣

∣

〈

φ, f1(r, ψ(r, t0, θ0, v(·)), v(r))
〉∣

∣

m(r, φ)
dr. (3.1)

Здесь верхняя грань вычисляется по всем измеримым функциям v : [t0, p] → V . Поскольку
согласно предположению 2.1 возможно равенство m(p, φ) = 0, то интеграл в (3.1) понимается
в смысле несобственного.

Теорема 3.1. Пусть начальное состояние t0 < p, z(t0) ∈ R
n, µ(t0) ≥ 0 и θ(t0) ∈ R

q

таково, что для некоторого единичного вектора φ ∈ R
n выполнено неравенство

|〈φ, z(t0)〉| > m(t0, φ) (µ(t0)−B(t0, θ(t0), φ)) . (3.2)

Тогда существует такая допустимая реализация помехи, что из этого начального состоя-

ния невозможно в момент времени p попасть в начало координат при любой u-стратегии.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из формул (3.1) и (3.2) следует, что существуют измеримая
функция v0 : [t0, p] → V и число γ > 0, для которых выполнено неравенство

| 〈φ, z(t0)〉 | > mγ(t0, φ)

(

µ(t0)−

p
∫

t0

|〈φ, f(r)〉|

mγ(r, φ)
dr + γ

)

. (3.3)

Здесь

f(r) = f1
(

r, ψ
(

r, t0, θ(t0), v0(·)
)

, v0(r)
)

, mγ(t, φ) = m(t, φ) + γ. (3.4)

Для разбиения ω (1.3) обозначим

Bi(ω) =
k

∑

j=i

1

mγ (tj , φ)

tj+1
∫

tj

|〈φ, f(r)〉|dr, i = 0, k. (3.5)

Тогда (см., например, [15, c. 39–40])

sup
ω
B0(ω) =

p
∫

t0

|〈φ, f(r)〉|

mγ(r, φ)
dr.

Отсюда и из неравенства (3.3) следует, что существует разбиение ω (1.3) отрезка [t0, p], при
котором

| 〈φ, z(t0)〉 | > mγ(t0, φ)
(

µ(t0)−B0(ω) + γ
)

. (3.6)
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В качестве реализации v помехи возьмем найденную функцию v0 : [t0, p] → V . Покажем,
что существует допустимая реализация w помехи такая, что для любой u-стратегии выполнено
неравенство

∣

∣

〈

φ, z(ω)(ti)
〉∣

∣ > mγ(ti, φ)
(

µ(ω)(ti)−Bi(ω) + γ
)

, i = 0, k. (3.7)

Из (3.6) следует, что неравенство (3.7) при i = 0 выполнено. Пусть оно выполнено при
0 ≤ i < k. Возьмем

wi(r) = sign
(

〈φ, f(r)〉
〈

φ, z(ω)(ti)
〉)

. (3.8)

Из формулы (1.4), используя первое обозначение в (3.4), получим, что

∣

∣

〈

φ, z(ω)(ti+1)
〉∣

∣ ≥

∣

∣

∣

∣

〈

φ, z(ω)(ti)
〉

+

ti+1
∫

ti

wi(r)〈φ, f(r)〉dr

∣

∣

∣

∣

−

∣

∣

∣

∣

ti+1
∫

ti

〈φ,A(r)du(r)〉

∣

∣

∣

∣

.

Подставим сюда функцию (3.8) и учтем неравенство

∣

∣

∣

∣

ti+1
∫

ti

〈φ,A(r)du(r)〉

∣

∣

∣

∣

≤ m(ti, φ)
(

µ(ω)(ti)− µ(ω)(ti+1)
)

,

которое следует из теоремы о среднем интеграла Римана — Стилтьеса [16] и из первой фор-
мулы (1.5). Получим

∣

∣

〈

φ, z(ω)(ti+1)
〉∣

∣ ≥
∣

∣

〈

φ, z(ω)(ti)
〉∣

∣+

ti+1
∫

ti

|〈φ, f(r)〉|dr −mγ(ti, φ)
(

µ(ω)(ti)− µ(ω)(ti+1)
)

. (3.9)

Отсюда, используя второе обозначение в (3.4) и неравенство (3.7), будем иметь

∣

∣

〈

φ, z(ω)(ti+1)
〉
∣

∣ > mγ(ti, φ)
(

µ(ω)(ti+1)−Bi+1(ω) + γ
)

. (3.10)

Из этого неравенства следует, что если выражение, стоящее в нем в правой части, меньше
нуля, то неравенство (3.7) выполнено и при i + 1. Если же это выражение больше нуля, то
неравенство (3.7) при i+ 1 будет следовать из (3.10) и из монотонности функции mγ(t, φ).

Положим в (3.7) i = k. Тогда, учитывая формулу (3.5), получим

∣

∣

〈

φ, z(ω)(tk)
〉
∣

∣ > mγ(tk, φ)µ
(ω)(tk)−

p
∫

tk

|〈φ, f(r)〉|dr +mγ(tk, φ)γ.

Отсюда и из формул (3.4) и (3.9) следует, что

∣

∣

〈

φ, z(ω)(p)
〉
∣

∣ > mγ(tk, φ)
(

µ(ω)(p) + γ
)

≥ m(tk, φ)µ
(ω)(p) + γ2.

Это неравенство означает, что

z(ω)(p) /∈ µ(ω)(p)U(p) + γ2S. (3.11)

Возьмем любое разбиение ω∗ отрезка [t0, p], среди точек разбиения которого находятся
все точки рассмотренного разбиения ω. Тогда из формулы (3.5) и из монотонности функ-
ции mγ(t, φ) следует, что B0(ω) ≤ B0(ω∗). Следовательно, неравенство (3.6) будет выполнено
и для этого разбиения.

Таким образом, существуют число γ > 0 и последовательность разбиений (1.3) отрез-
ка [t0, p] с диаметром разбиения, стремящимся к нулю, такие, что можно построить допусти-
мую реализацию помехи, для которой будет выполнено условие (3.11) для любой u-стратегии.
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Согласно определению 1.2 это означает, что из рассмотренного начального состояния нельзя
попасть в момент времени p в начало координат. Теорема доказана. �

Обозначим при t < p и θ ∈ R
q

b(t, θ) = sup
φ

B(t, θ, φ), ‖φ‖(n) = 1. (3.12)

Следствие 3.1. Пусть 0 ≤ µ0 < b(t0, θ0). Тогда для любого z0 ∈ R
n существует та-

кая допустимая реализация помехи, что из начальной позиции (t0, z0, µ0, θ0) невозможно

попасть в начало координат при любой u-стратегии.

Можно показать, что для любых t < τ ≤ p, θ ∈ R
q и для любой измеримой функции

v : [t, τ ] → V выполнены условия

b(p, θ) = 0, b(t, θ) ≥ b
(

τ, ψ(τ ; t, θ, v(·))
)

. (3.13)

4. Построение u-стратегии, гарантирующей встречу

Построим u-стратегию, гарантирующую попадание в начало координат из начальной по-
зиции при любой допустимой реализации помехи. Это построение проведем с помощью ста-
бильного моста [12], который определяется следующим образом (см. [10; 11]):

µ ≥ b(t, θ), z ∈ (µ− b(t, θ))Up
t +N(t, θ). (4.1)

Здесь b(t, θ) ≥ 0 — произвольная функция, удовлетворяющая условиям (3.13), а семейство
множеств N(t, θ) ⊂ R

n при t ≤ p и θ ∈ R
q должно удовлетворять условию стабильности [12] и

равенству
N(p, θ) = 0. (4.2)

Условие стабильности означает следующее: если позиция (t, z, µ, θ) удовлетворяет соотно-
шениям (4.1), то для момента времени τ ∈ (t, p] и для любой допустимой реализации помехи
v : [t, τ ] → V , w : [t, τ ] → [−1, 1] найдется управление u : [t, τ ] → R

n с расходом ресурсов
∫ τ

t

‖du(r)‖(l) ≤ µ такое, что реализовавшаяся позиция (τ, z(τ), µ(τ), θ(τ)) будет удовлетворять

условию (4.1).
Можно показать, используя формулы (2.2) и (2.3), что условие стабильности будет выпол-

нено, если

N(t, θ) +

τ
∫

t

w(r)f1(r, ψ(r, t, θ, v(·)), v(r))dr

⊂
(

b(t, θ)− b
(

τ, ψ(τ, t, θ, v(·))
)

)

Up
t +N

(

τ, ψ(τ, t, θ, v(·))
)

(4.3)

для любых измеримых функций v : [t, τ ] → V , w : [t, τ ] → [−1, 1].

Теорема 4.1. Пусть при t ≤ p, θ ∈ R
q задано семейство непустых множеств N(t, θ) ⊂

R
n, удовлетворяющих равенству (4.2) и включению (4.3). Тогда из начальной позиции t0 < p,

z(t0) = z0, θ(t0) = θ0, µ(t0) = µ0, удовлетворяющей соотношениям (4.1), возможно попадание

в начало координат в момент времени p.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем произвольное число ε > 0. Возьмем число a > 0
такое, что

ab(t0, θ0) < ε. (4.4)

Из условия (3.13) следует, что b(t0, θ0) ≥ b(t, θ) при всех t0 ≤ t ≤ p и

θ = ψ(t, t0, θ0, v(·)) при некоторой v : [t0, t] → V. (4.5)
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Обозначим при таких t и θ

N+(t, θ) = N(t, θ) + a
(

b(t0, θ0)− b(t, θ)
)

S. (4.6)

Для позиции (t, z, µ, θ), удовлетворяющей условиям (4.6) и соотношениям (4.1) с заменой
в них множества N(t, θ) на N+(t, θ), верно разложение

z = x+ y, x ∈
(

µ− b(t, θ)
)

Up
t , y ∈ N+(t, θ). (4.7)

Очевидно, что рассматриваемая начальная позиция этим условиям удовлетворяет.
Рассмотрим проблему моментов (см. [1]):

p
∫

t

‖du(r)‖(l) → min, x+

p
∫

t

A(r)du(r) = 0. (4.8)

Из второго включения (4.7) и из формулы (2.3) следует, что проблема моментов (4.8) имеет
решение u∗ : [t, p] → R

l, причем

p
∫

t

‖du∗(r)‖(l) ≤ µ− b(t, θ). (4.9)

Из второго равенства (4.8) и неравенства (4.9) следует, что построенная функция u∗ :
[t, p] → R

l при t < τ ≤ p удовлетворяет неравенству

µ(τ) = µ−

τ
∫

t

‖du∗(r)‖(l) ≥ b(t, θ) (4.10)

и включению

x+

τ
∫

t

A(r)du∗(r) ∈
(

µ(τ)− b(t, θ)
)

Up
τ . (4.11)

Берем эту функцию u∗ : [t, p] → R
l в качестве u-стратегии для позиции (t, z, µ, θ). Для всех

остальных позиций полагаем u∗(r) = 0 при t ≤ r ≤ p.
Область достижимости Up

t непрерывно по Хаусдорфу зависит от t. Поэтому на отрез-
ке [t0, p] она равномерно непрерывна. Следовательно, для числа a > 0, удовлетворяющего
неравенству (4.4), существует число δ > 0 такое, что для любого разбиения ω (1.3) с диамет-
ром разбиения меньше δ выполнено включение

Up
ti
⊂ Up

ti+1
+ aS, i = 0, k. (4.12)

Возьмем разбиение ω (1.3) и применим построенную u-стратегию. В результате реализации
допустимой помехи получим ломаную (1.4), (1.5). Отметим, что точки ti, θ

(ω)(ti), i = 1, k + 1,
удовлетворяют условию (4.5). Покажем, что для всех i = 0, k + 1 выполнены неравенство

µ(ω)(ti) ≥ b
(

ti, θ
(ω)(ti)

)

(4.13)

и включение
z(ω)(ti) ∈

(

µ(ω)(ti)− b
(

ti, θ
(ω)(ti)

)

)

Up
ti
+N+

(

ti, θ
(ω)(ti)

)

. (4.14)

При i = 0 соотношения (4.13) и (4.14) выполнены. Допустим, что они выполнены для
0 ≤ i ≤ k. Тогда из (4.10) следует, что µ(ω)(ti+1) ≥ b

(

ti, θ
(ω)(ti)

)

. Отсюда и из условия (3.13)
получим, что неравенство (4.13) выполнено и при i+ 1.
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Используя формулу (1.4), последнее включение в (4.7) и включение (4.11), выводим, что

z(ω)(ti+1) ∈
(

µ(ω)(ti+1)− b
(

ti, θ
(ω)(ti)

)

)

Up
ti+1

+N+

(

ti, θ
(ω)(ti)

)

+

ti+1
∫

ti

wi(r)f1

(

r, ψ
(

r, ti, θ
(ω) (ti) , vi(·)

)

, vi(r)
)

dr. (4.15)

Включение (4.3) выполнено при t = ti, θ = θ(ω)(ti), τ = ti+1. Прибавим к обеим частям
включения (4.3) множество a

(

b (t0, θ0)− b
(

ti, θ
(ω)(ti)

))

S и учтем включение (4.12). Получим

N+

(

ti, θ
(ω)(ti)

)

+

ti+1
∫

ti

wi(r)f1

(

r, ψ
(

r, ti, θ
(ω) (ti) , vi(·)

)

, vi(r)
)

dr

⊂
(

b
(

ti, θ
(ω)(ti)

)

− b
(

ti+1, θ
(ω)(ti+1)

)

)

Up
ti+1

+N+

(

ti+1, θ
(ω)(ti+1)

)

.

Отсюда и из включения (4.15) следует, что включение (4.14) выполнено при i+ 1.
Положим в (4.14) i = k + 1. Получим требуемое включение (1.7). Теорема доказана.

5. Пример

Рассмотрим одномерный случай z ∈ R. Тогда, как следует из формулы (2.4), m(t, φ) =
m(t)|φ| при любом φ ∈ R. Далее, функция (3.1) не зависит от φ и равна

B(t, θ) = sup

p
∫

t

|f1(r, θ(r), v(r))|

m(r)
dr, (5.1)

θ̇(r) = f2(r, θ(r), v(r)), θ(t) = θ, v(r) ∈ V. (5.2)

Условие (3.2), при выполнении которого существует реализация помехи, гарантируещая
непопадание в момент времени p в начало координат из начального состояния t0 < p, z(t0) = z0,
θ(t0) = θ0, µ(t0) = µ0, принимает вид |z0| > (µ0 −B(t0, θ0))m(t0).

В рассматриваемом случае функция b(t, θ), определяемая формулой (3.12), совпадает с
функцией B(t, θ). Покажем, что семейство множеств N(t, θ) = 0 удовлетворяет включению (4.3).
Это значит, что при всех t < τ < p имеет место неравенство

τ
∫

t

|f1(r, θ(r), v(r))|dr ≤
(

B(t, θ)−B(τ, θ(τ))
)

m(t) (5.3)

для любой измеримой функции v : [t, p] → V и любого решения θ(r) задачи Коши (5.2). Из
монотонности функции m(t) следует, что

1

m(r)

τ
∫

t

|f1(r, θ(r), v(r))|dr ≤

τ
∫

t

|f1(r, θ(r), v(r))|

m(r)
dr.

Поэтому неравенство (5.3) будет выполнено, если верно неравенство

B(t, θ) ≥ B(τ, θ(τ)) +

τ
∫

t

|f1(r, θ(r), v(r))|

m(r)
dr.
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Это неравенство следует из формул (5.1) и (5.2).
Соотношения (4.1) при N(t, θ) = 0 для заданного начального состояния (t0, z0, µ0, θ0) при-

нимают следующий вид: |z0| ≤ (µ0 −B(t0, θ0))m(t0).
Таким образом, для рассматриваемого примера последнее неравенство задает необходимые

и достаточные условия возможности попадания в начало координат в момент времени p из
заданной начальной позиции (t0, z0, µ0, θ0).
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