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Введение

В настоящей работе продолжено начатое в [1–3] исследование полученного в [4] для модели
Кроу — Кимуры молекулярной эволюции уравнения Гамильтона — Якоби с фазовыми огра-
ничениями. В [1] было показано, что известные [5–9] понятия обобщенных решений уравнений
в частных производных первого порядка неприменимы к этой задаче. В частности, минимакс-
ные решения [6; 7] не рассматривались для задач с фазовыми ограничениями, а известные
теоремы существования вязкостного [8; 9] решения доказаны при условии коэрцитивности га-
мильтониана, которое не выполняется в рассматриваемой задаче. В [1] авторами было введено
новое понятие непрерывного обобщенного решения на ограниченном по времени и фазовым
переменным множестве ΠT = [0, T ] × [−1, 1] и показано, что такое решение существует, но
не является единственным. При этом доказательство существования опиралось на сведение
исходной задачи Коши к задаче Дирихле, полученной путем непрерывного продолжения на-
чального условия с начального многообразия на границу фазовых ограничений. У полученной
задачи Дирихле существует единственное минимаксное (вязкостное) решение, которое удовле-
творяет определению непрерывного обобщенного решения изучаемого уравнения Гамильтона
— Якоби. Это решение может быть построено с помощью решений соответствующей урав-
нению Гамильтона — Якоби характеристической системы обыкновенных дифференциальных
уравнений с краевыми условиями, отвечающими задаче Дирихле. В силу неединственности
возможного непрерывного продолжения начального условия на границу фазовых ограниче-
ний обобщенное решение рассматриваемого уравнения Гамильтона — Якоби неединственно.

В связи с этим была поставлена задача о построении обобщенного решения определенной
структуры, а именно обладающего таким свойством, что в той области Ω0 фазового простран-

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 14-01-00168) и УрО РАН (программа фунда-
ментальных исследований “Современные проблемы алгебры, анализа и теории динамических систем с
приложениями к управлению сложными объектами”).
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ства, через которую проходят фазовые характеристики, стартующие с начального многооб-
разия, решение строится только с помощью этих характеристик, без участия характеристик,
выпущенных с границы фазового ограничения.

В [3] были указаны достаточные условия возможности построения такого решения, опи-
сана его конструкция и приведены результаты численного моделирования. Настоящая статья
посвящена обоснованию этой конструкции, базирующейся на методе характеристик [10–13].
Отметим, что существенной трудностью, которая преодолена в данной конструкции, является
непродолжимость импульсных характеристик.

В рамках предлагаемой конструкции обобщенное решение строится только при помощи ха-
рактеристик, выпущенных с начального многообразия. Сначала заполняется область Ω0, а да-
лее решение непрерывным образом продолжается на область ΠT \Ω0. Это непрерывное продол-
жение осуществляется с помощью решения вспомогательных задач вариационного исчисления
с закрепленными концами. При этом максимум рассматриваемым функционалам доставляют
фазовые компоненты характеристик, которые в начальный момент t = 0 стартуют из концов
отрезка [−1, 1] и образуют центральное поле экстремалей с центрами в точках t = 0, x = −1 и
t = 0, x = 1 соответственно.

1. Задача о построении обобщенного решения уравнения

Гамильтона — Якоби с заданными свойствами

1.1. Уравнение Гамильтона — Якоби в модели Кроу — Кимуры

и обобщенное решение для задачи с фазовыми ограничениями

В работе [4] для модели молекулярной эволюции Кроу — Кимуры было получено следую-
щее уравнение Гамильтона — Якоби:

∂u

∂t
+H

(

x,
∂u

∂x

)

= 0, (1.1)

где

H(x, p) = −f(x) + 1−
1 + x

2
e2p −

1− x

2
e−2p. (1.2)

Входящая в (1.2) функция f(·) называется фитнесом и предполагается дважды непрерывно
дифференцируемой. Уравнение (1.1) рассматривается при t ≥ 0, −1 ≤ x ≤ 1. Предполага-
ется также, что задана непрерывно дифференцируемая функция u0 : R → R и выполняется
начальное условие

u(0, x) = u0(x), x ∈ [−1, 1]. (1.3)

В [1] показано, что известные определения обобщенных решений [5–9] неприменимы к зада-
че (1.1)–(1.3), и введено новое определение (см. ниже определение 1) непрерывного обобщенно-
го решения этой начальной задачи на компактном множестве ΠT = [0, T ]×[−1, 1]. Определение
использует следующие понятия негладкого анализа [9; 14].

Пусть задано множество W ⊂ R
2. Символом W будем обозначать его замыкание, симво-

лом C(W ) — класс функций, непрерывных на множестве W .

Пусть u(·) ∈ C(W ) и (t, x) ∈ W . Субдифференциалом функции u(·) в точке (t, x) называется
множество

D−u(t, x) =

{

(a, s) ∈ R× R

∣

∣

∣

∣

∣

lim inf
(τ,y)→(t,x)

(τ,y)∈W

u(τ, y) − u(t, x) − a(τ − t)− s(y − x)

|τ − t|+ |y − x|
≥ 0

}

.
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Супердифференциалом функции u(·) в точке (t, x) называется множество

D+u(t, x) =

{

(a, s) ∈ R× R

∣

∣

∣

∣

∣

lim sup
(τ,y)→(t,x)

(τ,y)∈W

u(τ, y) − u(t, x) − a(τ − t)− s(y − x)

|τ − t|+ |y − x|
≤ 0

}

.

Символом Dif(u) обозначим множество точек, в которых функция u(·) ∈ C(W ) дифферен-
цируема. Определим множество

∂u(t, x) = co
{

(a, s)
∣

∣ a = lim
i→∞

∂u(ti, xi)

∂t
, s = lim

i→∞

∂u(ti, xi)

∂x
;

(ti, xi) → (t, x) при i → ∞, (ti, xi) ∈ W ∩Dif(u)
}

. (1.4)

В случае локальной липшицевости функции u(·) множество (1.4) совпадает с субдиффе-
ренциалом Кларка [14].

О п р е д е л е н и е 1. Обобщенным решением задачи (1.1)–(1.3) в области ΠT назовем
непрерывную функцию u(·), удовлетворяющую начальному условию (1.3) и условиям

a+H(x, s) ≤ 0 ∀ (a, s) ∈ D+u(t, x), ∀ (t, x) ∈ ΠT , (1.5)

a+H(x, s) ≥ 0 ∀ (a, s) ∈ D−u(t, x), ∀ (t, x) ∈ ΠT , (1.6)

a+H(x, s) ≥ 0 ∀ (a, s) ∈ D−u(t, x) ∩ ∂u(t, x), ∀ (t, x) ∈ ΓT , (1.7)

где ΠT = (0, T )× (−1, 1), ΓT = {(t, x)| 0 < t < T, x = 1} ∪ {(t, x)| 0 < t < T, x = −1}.

В [1] доказано существование непрерывного обобщенного решения начальной зада-
чи (1.1)–(1.3) в смысле определения 1 на компактном множестве ΠT . Доказательство основано
на применении методов теории оптимального управления и исследовании свойств характери-
стик — решений характеристической системы

ẋ = Hp(x, p) = −(1 + x)e2p + (1− x)e−2p, (1.8)

ṗ = −Hx(x, p) = f ′(x) +
e2p − e−2p

2
, (1.9)

ż = pHp(x, p)−H(x, p), (1.10)

где Hx(x, p) = ∂H(x, p)/∂x, Hp(x, p) = ∂H(x, p)/∂p, f ′(x) = ∂f(x)/∂x.

Система (1.8)–(1.10) рассматривается со следующими начальными условиями:

x(0, y) = y, p(0, y) = u′0(y), z(0, y) = u0(y), y ∈ [−1, 1]. (1.11)

Компоненты решения системы (1.8)–(1.10) называются соответственно x(·, y) — фазовыми ха-
рактеристиками, p(·, y) — импульсными характеристиками, z(·, y) — ценовыми характеристи-
ками.

Основной результат [1] можно сформулировать в виде следующего утверждения.

Теорема 1. Пусть ϕ(t, x) — непрерывно дифференцируемая функция, определенная в R
2

и такая, что

ϕ(0, x) = u0(x) ∀ x ∈ [−1, 1];

∂ϕ(t,±1)

∂t
+H

(

± 1, ∂
ϕ(t,±1)

∂x

)

= 0 ∀ t ≥ 0.
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Тогда существует непрерывное обобщенное в смысле определения 1 решение u(t, x) начальной

задачи (1.1)–(1.3) на компактном множестве ΠT , которое при всех (t, x) ∈ ΠT представимо

в виде

u(t, x) = max
x(t,y♯)=x

[

ϕ(t♯, y♯) +

t
∫

t♯

p(τ, y♯)Hp(x(τ, y
♯), p(τ, y♯))−H(x(τ, y♯), p(τ, y♯))dτ

]

, (1.12)

где t♯ ∈ [0, T ], причем y♯ = y ∈ [−1, 1], если t♯ = 0 и y♯ = ±1, если t♯ > 0; функции

(x(·, y♯), p(·, y♯)) : [t♯, t] → R
2 — решения характеристической системы (1.8), (1.9), удовле-

творяющие начальным условиям

x(t♯, y♯) = y♯, p(t♯, y♯) =
∂ϕ(t♯, y♯)

∂y
= p0(t

♯, y♯).

Таким образом, с помощью гладкой функции ϕ(·) начальная функция u0(·) непрерывным
образом продолжается на границу фазовых ограничений и исходная начальная задача Коши
(1.1)–(1.3) сводится к задаче Дирихле, обобщенное (минимаксное) решение которой существует
и единственно. При этом решение формируется с помощью операции максимума из характе-
ристик, выпущенных с начального многообразия и с границ фазового ограничения.

Поскольку возможны различные продолжения ϕ(·) начальной функции u0(·), решение ис-
ходной задачи (1.1)–(1.3) в смысле определения 1 неединственно.

1.2. Область определения обобщенного решения

Прямоугольная область ΠT = [0, T ]×[−1, 1], в которой строится обобщенное решение, опре-
деляется значением T . Момент T выбирается таким образом, что решения системы (1.8)–(1.11)
определены (продолжимы до момента T ) для всех y ∈ [−1, 1]. В силу нелинейной динамики
характеристической системы импульсные характеристики p(·, y) непродолжимы на весь по-
луинтервал [0,∞). Символом T ∗ = T ∗(y) обозначим такой момент времени, что на интерва-
ле [0, T ∗) существует непродолжимое вправо решение x = x(·, y), p = p(·, y), z = z(·, y) задачи
Коши (1.8)–(1.11).

Поскольку функция f(·) дважды непрерывно дифференцируема, существуют констан-
ты M1 и M2 такие, что

M1 ≤ f ′(x) ≤ M2, x ∈ [−1, 1].

Пусть задано y ∈ [−1, 1]. Обозначим p(0) = p(0, y). Для i = 1, 2 введем константы

Ki =
1

2
ln

(

−Mi +
√

M2
i + 1

)

, Ci =

∣

∣e2p(0) +Mi −
√

M2
i + 1

∣

∣

e2p(0) +Mi +
√

M2
i + 1

.

Несложно доказать, что справедливо неравенство K1 ≥ K2.

В [3] для момента T ∗ доказаны следующие оценки, зависящие от p(0).

Теорема 2. a) Пусть p(0) > K1. Тогда

T ∗ <
−1

2
√

M2
1 + 1

lnC1, 0 < C1 < 1, и p(t) → +∞ при t → T ∗.

b) Пусть p(0) < K2. Тогда

T ∗ <
1

2
√

M2
2 + 1

ln

(

−M2 +
√

M2
2 + 1

C2

(

M2 +
√

M2
2 + 1

)

)

, C2 > 0, и p(t) → −∞ при t → T ∗.
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c) Пусть K2 ≤ p(0) ≤ K1. Тогда

T ∗ ≥ min

{

1

2
√

M2
1 + 1

ln

(

−M1 +
√

M2
1 + 1

C1

(

M1 +
√

M2
1 + 1

)

)

,
−1

2
√

M2
2 + 1

lnC2

}

, C1 > 0, 0 < C2 < 1.

Определим
T∗ = min

y∈[−1,1]
T ∗(y).

Таким образом, момент T , задающий область ΠT , следует выбирать из условия 0 < T ≤ T∗.

1.3. Задача о построении решения с заданными свойствами

Поставим цель построить обобщенное решение u(t, x) задачи (1.1)–(1.3), определенное и
непрерывное на множестве ΠT ∋ (t, x), обладающее следующим свойством: в части прямо-
угольника ΠT , заполненной графиками фазовых характеристик x(·, y) уравнения Гамильто-
на — Якоби (1.1)–(1.2), стартующих с начального многообразия (1.11), решение u(t, x) опре-
деляется формулой (1.12) только с помощью этих характеристик.

Пусть x−(t) = x(t,−1) и x+(t) = x(t,+1), t ∈ [0, T ] — фазовые компоненты характеристик
(1.8)–(1.10), выпущенных в момент t = 0 соответственно из точек x = −1 и x = 1.

Определим
Ω0
T =

{

(t, x) : t ∈ [0, T ], x−(t) ≤ x ≤ x+(t)
}

. (1.13)

Пусть выполнено следующее условие.

A. Фазовые компоненты x(·, y) характеристик (1.8)–(1.10) с краевым условием (1.11) удо-
влетворяют неравенствам

x−(t) = x(t,−1) ≤ x(t, y) ≤ x(t,+1) = x+(t) ∀ y ∈ [−1, 1], ∀ t ∈ [0, T ],

T = min{t| t > 0, x−(t) = x+(t)},

и прямоугольник ΠT = [0, T ] × [−1, 1], в котором рассматривается задача (1.1)–(1.3), выбран
таким образом, что

T ≤ min{T∗, T}.

Из условия A следует, что все фазовые компоненты характеристик (1.8)–(1.10), выпущен-
ных в момент t = 0 с начального многообразия (1.11), лежат в области Ω0

T (1.13).
Целью данной работы является построение обобщенного решения, удовлетворяющего опре-

делению 1 и имеющего в области Ω0
T следующий вид:

u(t, x) = max
x(t,y)=x

t
∫

0

p(τ)Hp(x(τ), p(τ)) −H(x(τ), p(τ))dτ + u0(y), (1.14)

где x(t) = x(t, y), p(t) = p(t, y), t ≥ 0, — фазовые и импульсные характеристики (1.8)-(1.9) с
начальными условиями: x(0, y) = y, p(0, y) = ∂u0(y)/∂x, y ∈ [−1, 1].

З а м е ч а н и е 1. При выполнении условия A прямоугольник ΠT разбивается на три
части

ΠT = G+
T ∪ Ω0

T ∪G−

T ,

где

G+
T = {(t, x) : t ∈ [0, T ], x+(t) ≤ x ≤ 1}, G−

T = {(t, x) : t ∈ [0, T ], −1 ≤ x ≤ x−(t)}, (1.15)

и, таким образом, рассматриваемую задачу о построении обобщенного решения со свойст-
вом (1.14) можно трактовать как задачу о непрерывном продолжении обобщенного реше-
ния (1.14) из области Ω0

T на области G−

T и G+
T .
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2. Конструкция обобщенного решения

2.1. Дополнительные предположения и вспомогательные утверждения

Далее будем предполагать, что наряду с условием A в задаче (1.1)–(1.3) выполнены сле-
дующие условия на входные данные f(·) и u0(·).

B1. Существует непрерывная производная u′0(·) : [−1, 1] → R и справедливы неравенства

u′0(1) < 0, u′0(−1) > 0.

B2. Существует непрерывная, монотонно неубывающая производная f ′(·) : [−1, 1] → R и
справедливы неравенства

2f ′(1) + e2u
′

0
(1) < e−2u′

0
(1), −2f ′(−1) + e−2u′

0
(−1) < e2u

′

0
(−1).

При выполнении условий A, B1 и B2 справедливы следующие утверждения, описывающие
поведение характеристик, выпущенных из крайних точек начального многообразия.

Лемма 1 [2, лемма 3]. Пусть p+(t), p1(t), x
+(t), x1(t) — решения (1.8), (1.9), удовлетво-

ряющие начальным условиям

p1(0) = p1 < p+ = p+(0), x1(0) = x+(0) = 1,

тогда при всех t ∈ [0, T ] справедливы неравенства

p+(t) ≥ p1(t), x+(t) ≤ x1(t).

Лемма 2 [2, лемма 4]. Пусть p−(t), p2(t), x
−(t), x2(t) — решения (1.8), (1.9), удовлетво-

ряющие начальным условиям

p2(0) = p2 > p− = p−(0), x2(0) = x−(0) = −1,

тогда при всех t ∈ [0, T ] справедливы неравенства

p−(t) ≤ p2(t), x−(t) ≥ x2(t).

2.2. Поведение характеристик при приближении к границе интервала

продолжимости

В этом разделе исследуются свойства решений системы (1.8), (1.9), которые будут исполь-
зованы для построения обобщенного решения, удовлетворяющего требованию (1.14) в обла-
сти Ω0

T (1.13).
Рассмотрим характеристики x(·; p0), p(·; p0) — решения характеристической системы (1.8),

(1.9), соответствующие начальным данным

x(0) = 1, p(0) = p0, p0 ∈ (−∞, u′0(1)]. (2.1)

Из леммы 1 следует, что графики фазовых компонент этих решений заполняют область G+
T

так, что через каждую внутреннюю точку (t̄, x̄) области G+
T проходит единственная кривая

x(t) = x(t, p0), определяемая параметром p0 = p0(t̄, x̄), такая, что x(t̄, p0(t̄, x̄)) = x̄. Кроме
того, из теоремы 1 и леммы 1 следует, что для любого параметра p0, p0 ∈ (−∞, u′0(−1)]
существует значение t∗ = t∗(p0) такое, что на интервале [0, t∗) определена и непродолжима
вправо характеристика x(·; p0), p(·; p0). При этом

p(t; p0) → −∞ при t → t∗ = t∗(p0);

если p01 ∈ (−∞, u′0(1)], p02 ∈ (−∞, u′0(1)] и p01 > p02, то t∗(p01) > t∗(p02).

В следующем утверждении устанавливается поведение фазовой компоненты характеристи-
ки, а также ее производной при приближении к границе интервала продолжимости.
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Лемма 3. Пусть p0 ∈ (−∞, u′0(1)], и t∗ = t∗(p0). Тогда для фазовой компоненты x(·) =
x(·; p0) характеристики, определяемой системой (1.8), (1.9) и начальными данными (2.1),
справедливо

x(t) → 1, ẋ(t) → 0 при t → t∗.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим функцию

y(t) = 1− x(t), t ∈ [0, t∗). (2.2)

Поскольку ẏ = −ẋ, из (1.8) имеем

ẏ = −ϕ(t)y + 2e2p(t), (2.3)

где ϕ(t) = e2p(t) + e−2p(t), t ∈ [0, t∗). Решение однородного линейного уравнения, соответ-
ствующего (2.3), имеет вид

y(t) = Ce
−

t∫

0

ϕ(ξ)dξ
, t ∈ [0, t∗).

Применяя метод вариации произвольной постоянной, получим отсюда решение линейного
неоднородного уравнения (2.3):

y(t) = 2

t
∫

0

e
2p(τ)+

τ∫

0

ϕ(ξ)dξ
dτ · e

−

t∫

0

ϕ(ξ)dξ
, t ∈ [0, t∗).

Пусть t → t∗. При этом p(t) → −∞. Найдем, используя правило Лопиталя,

lim
t→t∗

y(t) = 2 lim
t→t∗

t
∫

0

e
2p(τ)+

τ∫

0

ϕ(ξ)dξ
dτ

e

t∫

0

ϕ(ξ)dξ

= 2 lim
t→t∗

e
2p(t)+

t∫

0

ϕ(ξ)dξ

e

t∫

0

ϕ(ξ)dξ
ϕ(t)

.

Подставив выражение для функции ϕ(·), получим

lim
t→t∗

y(t) = lim
t→t∗

e2p(t)

e2p(t) + e−2p(t)
= lim

t→t∗

1

1 + e−4p(t)
= 0.

Итак, при t → t∗ величина y(t) → 0 и эквивалентна величине e4p(t). Тогда из (2.3) следует, что
при t → t∗ производная ẏ(t) стремится к нулю эквивалентно величине e2p(t). Учитывая (2.2),
получаем утверждение леммы. �

Рассмотрим решения x(·; p0), p(·; p0) характеристической системы (1.8), (1.9), соответствую-
щие начальным данным

x(0) = −1, p(0) = p0, p0 ∈ [u′0(−1),∞). (2.4)

Из леммы 2 следует, что графики фазовых компонент этих решений заполняют область G−

T

так, что через каждую внутреннюю точку (t̄, x̄) области G−

T проходит единственная кривая
x(t) = x(t, p0), определяемая параметром p0 = p0(t̄, x̄), такая, что x(t̄, p0(t̄, x̄)) = x̄. Из теоре-
мы 1 и леммы 2 следует, что для любого параметра p0, p0 ∈ [u′0(−1),∞) существует значение
t∗ = t∗(p0) такое, что на интервале [0, t∗) определена и непродолжима вправо характеристика
x(·; p0), p(·; p0). При этом

p(t; p0) → ∞ при t → t∗ = t∗(p0);

если p01 ∈ [u′0(−1),∞), p02 ∈ [u′0(−1),∞) и p01 < p02, то t∗(p01) > t∗(p02).

Cледующее утверждение устанавливает поведение фазовой компоненты характеристики,
а также ее производной при приближении к границе интервала продолжимости.
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Лемма 4. Пусть p0 ∈ [u′0(−1),∞) и t∗ = t∗(p0). Тогда для фазовой компоненты x(·) =
x(·; p0) характеристики, определяемой системой (1.8), (1.9) и начальными данными (2.4),
справедливо

x(t) → −1, ẋ(t) → 0 при t → t∗.

Д о к а з а т е л ь с т в о аналогично доказательству леммы 3.

2.3. Вспомогательная задача вариационного исчисления

Рассмотрим простейшую задачу вариационного исчисления о максимуме функционала

I(x(·)) =

t̄
∫

0

H∗(x(τ), ẋ(τ))dτ, x(0) = 1, x(t̄) = x̄, (t̄, x̄) ∈ G = G+
T (2.5)

в классе непрерывно дифференцируемых функций x(·). Подынтегральная функция H∗(·) —
функция, сопряженная гамильтониану H(·) (1.2), определяемая следующим образом:

H∗(x(t), ẋ(t)) = inf
p∈R

[pẋ(t)−H(x(t), p)]. (2.6)

Поскольку при x ∈ [−1, 1] гамильтониан H(·) непрерывно дифференцируем и вогнут, ин-
фимум в выражении (2.6) достигается на единственном элементе p таком, что

ẋ(t) = Hp(x(t), p). (2.7)

Далее, считая, что функция p(·) найдена из условия (2.7), выпиcываем необходимое условие
для функции x(·), доставляющей экстремум функционалу (2.5), — известное из вариационного
исчисления [15;16] уравнение Эйлера. Получим

ṗ(t) = −Hx(x(t), p). (2.8)

Уравнения (2.7), (2.8) совпадают с уравнениями (1.8), (1.9) характеристик исходного уравне-
ния Гамильтона — Якоби (1.1). Таким образом, экстремалями функционала являются фазовые
компоненты характеристик, стартующих из точки x(0) = 1, p(0) = p0.

Из леммы 1 следует, что через каждую внутреннюю точку (t∗, x∗) области G+
T проходит

единственная экстремаль x(t) = x(t, p0) функционала (2.5), определяемая параметром p0 ∈
(−∞, u′0(1)], p0 = p0(t

∗, x∗), такая, что x(t∗, p0(t
∗, x∗)) = x∗. Таким образом, семейство экстре-

малей функционала (2.5) образует центральное поле с центром в точке t0 = 0, x0 = 1.
Покажем, что на экстремалях выполнено усиленное условие Лежандра

H∗

ẋẋ(x(t), ẋ(t)) < 0, 0 < t < t̄. (2.9)

Пусть функция p̄ = p̄(x, ẋ) такова, что H∗(x, ẋ) = p̄ẋ − H(x, p̄). Учитывая, что ẋ = Hp(x, p̄),
дифференцируя это равенство по ẋ, получаем 1 = Hpp(x, p̄)p̄ẋ. Имеем также

H∗

ẋ = p̄+ ẋp̄ẋ −Hpp̄ẋ = p̄+ (ẋ−Hp(x, p̄))p̄ẋ = p̄,

H∗

ẋẋ = p̄ẋ =
1

Hpp(x, p̄)
. (2.10)

Поскольку Hpp = −2(1 + x)e2p − 2(1 − x)e−2p < 0 для любого конечного p и для всех
x ∈ [−1; 1], из (2.10) следует выполнение условия (2.9), а также вогнутость подынтегральной
функции H∗(x, ẋ) по ẋ.

Из курса вариационного исчисления [15; 16] известно, что включение экстремали в поле
экстремалей, выполнение усиленного условия Лежандра (2.9) и вогнутость подынтегральной
функции по импульсной переменной составляют набор достаточных условий для достижения
на рассматриваемой экстремали сильного максимума. Итак, справедливо следующее утвер-
ждение.
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Теорема 3. Для любой внутренней точки (t̄, x̄) ∈ G+
T существует единственная экстре-

маль x = x(t) вариационной задачи (2.5), (2.6). Эта экстремаль совпадает с фазовой ком-

понентой характеристики (1.8), (1.9), стартующей из точки x(0) = 1, p(0) = p0. При

этом значение p0 ∈ (−∞, u′0(1)) единственным образом определяется из условия x(t̄) = x̄. На

экстремали функционал (2.5) достигает сильного максимума.

Рассмотрим теперь вариационную задачу в области G−

T :

I(x(·)) =

t̄
∫

0

H∗(x(τ), ẋ(τ))dτ, x(0) = −1, x(t̄) = x̄, (t̄, x̄) ∈ G = G−

T . (2.11)

Требуется найти непрерывно дифференцируемую функцию x = x(t), удовлетворяющую задан-
ным краевым условиям, на которой достигается максимум функционала (2.11). По аналогии
с доказательством теоремы 3 можно доказать следующее утверждение.

Теорема 4. Для любой внутренней точки (t̄, x̄) ∈ G−

T существует единственная экстре-

маль x = x(t) вариационной задачи (2.11), (2.6). Эта экстремаль совпадает с фазовой ком-

понентой характеристики (1.8), (1.9), стартующей из точки x(0) = −1, p(0) = p0. При

этом значение p0 ∈ (u′0(−1),∞) единственным образом определяется из условия x(t̄) = x̄. На

экстремали функционал (2.11) достигает сильного максимума.

2.4. Вариационная задача с правым концом на границе фазового

ограничения

В этом разделе рассмотрим вариационные задачи (2.5) и (2.11) в случае, когда оба конца
искомой кривой принадлежат соответственно верхней или нижней границе фазового ограни-
чения.

Пусть в задаче (2.5) условие на правом конце имеет вид

x(t̄) = 1.

Из леммы 1 следует, что существует единственное значение p0 = p0(t̄, 1) ∈ (−∞, u′0(1)], опреде-
ляющее характеристику x(·; t̄, 1), p(·; t̄, 1) — решение системы (1.8), (1.9) такое, что x(0; t̄, 1) = 1,
p(0; t̄, 1) = p0 и t̄ = t∗(p0). Из леммы 3 следует, что в точке t = t̄ функцию x(·; t̄, 1) можно непре-
рывным образом доопределить, положив x(t̄; t̄, 1) = 1, и при этом будет ẋ(t̄; t̄, 1) = 0.

Заметим также, что существует точка τ = τ(p0) такая, в которой функция x(·; t̄, 1) дости-
гает минимума и для которой справедливо

ẋ(t) < 0 при t ∈ [0, τ), ẋ(τ) = 0.

Определим функции x∆(·) = x∆(·; t̄, 1) и x∗(·) = x∗(·; t̄, 1,∆) следующим образом:

x∆(t) = x(t−∆; t̄, 1), t ∈ [∆, t̄+∆],

x∗(t) =







x(t; t̄, 1), t ∈ [0, τ ],
x(τ ; t̄, 1), t ∈ [τ, τ +∆],
x∆(t), t ∈ [τ +∆, t̄+∆].

Обозначим

I(t̄) =

t̄
∫

0

H∗
(

x(s; t̄, 1), ẋ(s; t̄, 1)
)

ds.
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В силу теоремы 3 и из определения функции x∗(·) имеем

I(t̄+∆) ≥

t̄+∆
∫

0

H∗(x∗(s), ẋ∗(s))ds = I(t̄) +H∗(x∗(τ), ẋ∗(τ))∆. (2.12)

Из (2.12) получаем

I(t̄+∆)− I(t̄)

∆
≥ H∗(x∗(τ), ẋ∗(τ)) = H∗(x(τ ; t̄, 1), 0) = −H(x(τ ; t̄, 1), p(τ ; t̄, 1)).

Вдоль характеристики гамильтониан H(·) (1.2) сохраняет постоянное значение, поэтому

H(x(τ ; t̄, 1), p(τ ; t̄, 1)) = H(1, p0) = 1− f(1)− e2p0 < 1− f(1).

Таким образом,
I(t̄+∆)− I(t̄)

∆
≥ f(1)− 1.

Устремляя ∆ к нулю, получим следующую оценку для производной I ′(·):

I ′(t̄) ≥ 1− f(1), t̄ ∈ (0, T ]. (2.13)

Обозначим через x(·; p0), p(·; p0) решение характеристической системы (1.8), (1.9), удовле-
творяющее начальному условию x(0) = 1, p(0) = p0. Введем также обозначение

I(t; p0) =

t
∫

0

H∗
(

x(s; p0), ẋ(s; p0)
)

ds, t ∈ [0, t∗(p0)].

Пусть p0 = p0(t̄, 1), p0 +∆p0 = p0(t̄+∆, 1). Тогда

I(t̄+∆) = I(t̄+∆; p0 +∆p0) = I(t̄; p0 +∆p0)

+

t̄+∆
∫

t̄

H∗
(

x(s; p0 +∆p0), ẋ(s; p0 +∆p0)
)

ds+ I(t̄; p0)− I(t̄; p0).

Поскольку I(t̄; p0) = I(t̄),

I(t̄+∆)− I(t̄)

∆
=

I(t̄; p0 +∆p0)− I(t̄; p0)

∆p0
∆

∆p0

+
1

∆

t̄+∆
∫

t̄

H∗
(

x(s; p0 +∆p0), ẋ(s; p0 +∆p0)
)

ds.

Применяя теорему о среднем в определенном интеграле, получаем

I(t̄+∆)− I(t̄)

∆
=

I(t̄; p0 +∆p0)− I(t̄; p0)

∆p0
∆

∆p0

+H∗
(

x(θ; p0 +∆p0), ẋ(θ; p0 +∆p0)
)

,

где θ ∈ [t̄, t̄ + ∆]. В этом равенстве устремим величину ∆p0 к нулю и перейдем к пределу.
Заметим, что если ∆p0 → 0, то ∆ → 0. Рассмотрим

lim
∆p0→0

∆

∆p0
= lim

∆p0→0

t∗(p0 +∆p0)− t∗(p0)

∆p0
. (2.14)

Из теоремы 2 следует, что

0 < t∗(p0 +∆p0)− t∗(p0) <
1

2
√

M2
2 + 1

δ(p0,∆p0),
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где

δ(p0,∆p0) = ln
|e2p0 +M2 −

√

M2
2 + 1|

e2p0 +M2 +
√

M2
2 + 1

− ln
|e2(p0+∆p0) +M2 −

√

M2
2 + 1|

e2(p0+∆p0) +M2 +
√

M2
2 + 1

.

Используя правило Лопиталя, вычислим

lim
∆p0→0

δ(p0,∆p0)

∆p0
=

4e2p0
√

M2
2 + 1

e4p0 + 2M2e2p0 − 1
.

Таким образом, значение предела (2.14) конечно и положительно. Обозначим это значение
символом K. Тогда, учитывая это и полунепрерывность сверху функции H∗(·), получим

I ′(t̄) ≤
1

K
lim

∆p0→0

I(t̄; p0 +∆p0)− I(t̄; p0)

∆p0
+H∗(1, 0)

или

I ′(t̄) ≤
1

K

∂I(t̄; p0)

∂p0
+ f(1)− 1. (2.15)

Произведем следующие преобразования:

∂I(t̄; p0)

∂p0
=

∂I(0; p0)

∂p0
+

t̄
∫

0

d

dt

∂I(t; p0)

∂p0
dt

=

t̄
∫

0

∂

∂p0

dI(t; p0)

dt
dt =

t̄
∫

0

∂

∂p0

[

p(t; p0)ẋ(t; p0)−H(x(t; p0), p(t; p0))
]

dt

=

t̄
∫

0

[

∂p(t; p0)

∂p0
Hp(x(t; p0), p(t; p0)) + p(t; p0)

∂

∂p0

dx(t; p0)

dt

−Hx(x(t; p0), p(t; p0))
∂x(t; p0)

∂p0
−

∂p(t; p0)

∂p0
Hp(x(t; p0), p(t; p0))

]

dt

=

t̄
∫

0

[

p(t; p0)
d

dt

∂x(t; p0)

∂p0
+

dp(t; p0)

dt

∂x(t; p0)

∂p0

]

dt =

t̄
∫

0

d

dt

[

p(t; p0)
∂x(t; p0)

∂p0

]

dt

= lim
t→t̄

p(t; p0)
∂x(t; p0)

∂p0
− p0

∂x(0, p0)

∂p0
= lim

t→t̄
p(t; p0)

∂x(t; p0)

∂p0
.

Итак, мы установили, что

∂I(t̄; p0)

∂p0
= lim

t→t̄
p(t; p0)

∂x(t; p0)

∂p0
. (2.16)

Известно [17], что производные
∂x(t; p0)

∂p0
и

∂p(t; p0)

∂p0
удовлетворяют следующей системе

уравнений в вариациях:

d

dt

∂x(t; p0)

∂p0
= Hpx

∂x(t; p0)

∂p0
+Hpp

∂p(t; p0)

∂p0
,

d

dt

∂p(t; p0)

∂p0
= −Hxx

∂x(t; p0)

∂p0
−Hxp

∂p(t; p0)

∂p0
, (2.17)
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где Hpx, Hpp, Hxp, Hpp — частные производные второго порядка по соответствующим пере-
менным гамильтониана H(·) , вычисленные в точке (x(t; p0), p(t; p0)). Например,

Hpx = Hpx(x(t; p0), p(t; p0)) =
∂2H(x(t; p0), p(t; p0))

∂p ∂x
.

Продифференцировав уравнения характеристической системы (1.8), (1.9) вдоль ее реше-
ний, заметим, что производные ẋ, ṗ компонент характеристик тоже удовлетворяют систе-
ме (2.17).

Сведем уравнение для
∂x(t, p0)

∂p0
к уравнению второго порядка. Обозначим

y1 =
∂x(t, p0)

∂p0
, y2 =

∂p(t, p0)

∂p0
.

Таким образом, первое уравнение системы (2.17) запишется в виде

ẏ1 = Hpxy1 +Hppy2. (2.18)

Отсюда

y2 =
1

Hpp
ẏ1 −

Hpx

Hpp
y1. (2.19)

Продифференцируем (2.18)

ÿ1 =
d

dt
(Hxp)y1 +Hxpẏ1 +

d

dt
(Hppy2) +Hppẏ2.

Учитывая (2.19), получим

ÿ1 =
dHpp

dt

Hpp
ẏ1 +

[

d

dt
(Hxp)−

d

dt
(Hpp) ·

Hxp

Hpp
−HxxHpp + (Hxp)

2

]

y1. (2.20)

Пусть W (·) — определитель Вронского для двух частных решений дифференциального
уравнения (2.20). По формуле Остроградского — Лиувилля

W (t) = W (t∗)e

t∫

t∗

d
dτ

Hpp

Hpp
dτ

, t∗ ∈ [0, T ), t ∈ [t∗, T ). (2.21)

Произведя следующие выкладки:

e

t∫

t∗

d
dτ

Hpp

Hpp
dτ

= e

t∫

t∗

d
dτ

lnHppdτ

= elnHpp(t)−lnHpp(t∗) =
Hpp(t)

Hpp(t∗)
,

получим из (2.21)

W (t) = W (t∗)
Hpp(t)

Hpp(t∗)
. (2.22)

Здесь Hpp(t) = Hpp

(

(x(t; p0), p(t; p0)
)

. Поскольку производная фазовой компоненты x(·) =
x(·; p0) характеристики также является частным решением уравнения (2.20), справедливо со-
отношение

W (t) =

∣

∣

∣

∣

ẋ(t) y1(t)
ẍ(t) ẏ1(t)

∣

∣

∣

∣

= ẋ(t)ẏ1(t)− ẍ(t)y1(t).

Отсюда получаем

y1(t) = ẏ1(t)
ẋ(t)

ẍ(t)
−

W (t)

ẍ(t)
.
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Заметим также, что
d

dt

(

y1(t)

ẋ(t)

)

=
W (t)

(ẋ(t))2
,

откуда

y1(t) = ẋ(t)

t
∫

t∗

W (τ)

(ẋ(τ))2
dτ. (2.23)

Используя (2.22), оценим выражение для интеграла в (2.23), переписав

t
∫

t∗

W (τ)

(ẋ(τ))2
dτ =

W (t∗)

Hpp(t∗)

t
∫

t∗

Hpp(τ)

(ẋ(τ))2
dτ. (2.24)

Величина
W (t∗)

Hpp(t∗)
конечна. Введем обозначения

a(t) = (1 + x(t))e2p(t), b(t) = (1− x(t))e−2p(t).

Из (1.8), (1.9) имеем
t

∫

t∗

Hpp(τ)

(ẋ(τ))2
dτ = −2

t
∫

t∗

a(τ) + b(τ)

(b(τ)− a(τ))2
dτ

= −2

t
∫

t∗

a(τ) + b(τ)

(a(τ) + b(τ))2 − 4a(τ)b(τ)
dτ =

t
∫

t∗

dτ

(a(τ) + b(τ))− 4
a(τ)b(τ)

a(τ) + b(τ)

. (2.25)

Заметим, что
a(t)b(t) = (1 + x(t))e2p(t)(1− x(t))e−2p(t) = 1− x2(t).

Кроме того, поскольку гамильтониан H(·) (1.2) вдоль характеристики сохраняет постоянное
значение, имеем

−
1

2
(a(t) + b(t)) + 1− f(x(t)) = H(x(t), p(t)) = H(1, p0) = 1− f(1)− e2p0 ,

a(t) + b(t) = 2
(

e2p0 + f(1)− f(x(t))
)

.

Таким образом, из (2.25) получаем, что интеграл

t̄
∫

t∗

Hpp(τ)

(ẋ(τ))2
dτ = lim

t→t̄

t
∫

t∗

Hpp(τ)

(ẋ(τ))2
dτ

конечен. Учитывая (2.23), (2.24) и тот факт, что при t → t̄ величина ẋ(t) стремится к нулю
эквивалентно величине e2p(t), получаем

lim
t→t̄

p(t; p0)
∂x(t, p0)

∂p0
= 0. (2.26)

Учитывая (2.26) и (2.16), получаем из (2.15) оценку

I ′(t̄) ≤ f(1)− 1, t̄ ∈ (0, T ]. (2.27)

Из оценок (2.27) и (2.13) следует

I ′(t̄) = f(1)− 1, t̄ ∈ (0, T ]. (2.28)
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Поскольку I(0) = 0, из (2.28) получаем

I(t̄) = (f(1)− 1)t̄, t̄ ∈ (0, T ].

Итак, доказано следующее утверждение.

Теорема 5. Для любой граничной точки (t̄, 1), 0 < t̄ ≤ T области G+
T максимум фун-

кционала (2.5), (2.6) достигается на функции x(·; t̄, 1). При этом

I(x(·; t̄, 1)) = (f(1)− 1)t̄.

Пусть в задаче (2.11) условие на правом конце имеет вид x(t̄) = −1. Из леммы 2 следует, что
существует единственное значение p0 = p0(t̄,−1) ∈ [u′0(−1),∞), определяющее характеристику
x(·; t̄,−1), p(·; t̄, 1) — решение системы (1.8), (1.9) такое, что x(0; t̄, 1) = −1, p(0; t̄, 1) = p0 и
t̄ = t∗(p0). Из леммы 4 следует, что в точке t = t̄ функцию x(·; t̄, 1) можно непрерывным
образом доопределить, положив x(t̄; t̄, 1) = −1, и при этом будет ẋ(t̄; t̄, 1) = 0.

Справедливо следующее утверждение.

Теорема 6. Для любой граничной точки (t̄,−1), 0 < t̄ ≤ T, области G−

T максимум фун-

кционала (2.11), (2.6) достигается на функции x(·; t̄,−1). При этом

I(x(·; t̄,−1)) = (f(−1)− 1)t̄.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 6 аналогично доказательству теоремы 5.

2.5. Структура обобщенного решения

Пусть выполнены условия A, B1, B2. Предлагается следующая конструкция непрерывного
на множестве ΠT = [0, T ] × [0, 1] обобщенного решения задачи (1.1)–(1.3), опирающаяся на
изложенные выше результаты.

В области Ω0
T (1.13) решение определяется с помощью соотношения (1.14) и согласно ре-

зультатам [1] является субдифференцируемой функцией.
Определим теперь решение в области G−

T (1.15). Рассмотрим фазовые x−(·; p0) и импульс-
ные p−(·; p0) характеристики — решения системы (1.8), (1.9), соответствующие начальным
данным

x−(0, p0) = −1, p−(0, p0) = p0, p0 ∈ [u′0(−1),+∞).

Из леммы 2 следует, что для любой внутренней точки (t∗, x∗) области G−

T существует
единственный параметр p0 ∈ [u′0(−1),+∞), p0 = p0(t∗, x∗) такой, что x−(t∗, p0(t∗, x∗)) = x∗.

Пусть (t∗, x∗) ∈ G−

T . Положим

u(t∗, x∗) = u0(−1) +

t∗
∫

0

[

p(τ)Hp(x(τ), p(τ)) −H(x(τ), p(τ))
]

dτ, (2.29)

где x(t) = x−(t, p0(t∗, x∗)), p(t) = p−(t, p0(t∗, x∗)). Для граничных точек области G−

T таких, что
x∗ = −1, 0 ≤ t∗ ≤ T, положим

u(t∗,−1) = u0(−1) + (f(−1)− 1)t∗.

В области G+
T (1.15) обобщенное решение определяется с помощью решений x+(·; p0) и

p+(·; p0) характеристической системы (1.8), (1.9), соответствующих начальным данным

x+(0) = 1, p+(0) = p0, p0 ∈ (−∞, u′0(−1)].

Из леммы 1 следует, что для любой внутренней точки (t∗, x∗) области G+
T существует

единственный параметр p0 ∈ (−∞, u′0(−1)], p0 = p0(t
∗, x∗) такой, что x+(t∗, p0(t

∗, x∗)) = x∗.
Пусть (t∗, x∗) ∈ G+

T . Положим
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u(t∗, x∗) = u0(1) +

t∗
∫

0

[

p(τ)Hp(x(τ), p(τ)) −H(x(τ), p(τ))
]

dτ, (2.30)

где x(t) = x+(t, p0(t
∗, x∗)), p(t) = p+(t, p0(t

∗, x∗)). Для граничных точек области G+
T таких, что

x∗ = 1, 0 ≤ t∗ ≤ T, положим

u(t∗, 1) = u0(1) + (f(1)− 1)t∗.

З а м е ч а н и е 2. Значения функции u(·), задаваемые формулами (2.29), (2.30), совпа-
дают со значениями ценовых характеристик z(·, y) (1.10), соответствующих начальным дан-
ным

x(0, y) = y, p(0, y) = p0, z(0, y) = u0(y), y = ∓1.

Применяя схему доказательства метода характеристик Коши [11], можно показать, что по-
строенная таким образом функция u(·) является непрерывно дифференцируемой во внутрен-
них точках (t, x) областей G−

T и G+
T , и ее градиент равен (−H (x(t), p(t)) , p(t)), где x(t) — соот-

ветственно x−(t, p0(t, x)) и x+(t, p0(t, x)), p(t) — соответственно p−(t, p0(t, x)) и p+(t, p0(t, x)).
Из доказанных в этом разделе теорем 1–4 следует, что функция u(·) непрерывна в замкнутой
области ΠT , и для нее выполнены неравенства (1.5), (1.6). Таким образом, u(·) удовлетво-
ряет определению 1 в точках множества ΠT = (0, T ) × (−1, 1). Если 0 < t∗ < T , x∗ = −1,
то ∂u(t∗, x∗) = ∂u(t∗,−1) = {(−H(−1,∞),∞)}. Если 0 < t∗ < T , x∗ = 1, то ∂u(t∗, x∗) =
∂u(t∗, 1) = {(−H(1,−∞),−∞)}. При этом H(−1,∞) = 1− f(−1), H(1,−∞) = 1− f(1). Итак,
в точках множества ΓT выполнено неравенство (1.7); таким образом, u(·) удовлетворяет опре-
делению 1 и является обобщенным решением задачи (1.1)-(1.3). По построению функция u(·)
удовлетворяет условию (1.14).
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