
ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН

Том 21 № 2 2015

УДК 517.938, 519.624.3

АЛГОРИТМ ПРИБЛИЖЕННОГО РЕШЕНИЯ КВАДРАТИЧНЫХ
ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ НА ОСНОВЕ ГРАММАТИКИ ХОМСКОГО1

ДЛЯ ФОРМУЛЫ ТЕЙЛОРА2

А. А.Азамов, М.А. Бекимов

Обсуждаются одношаговые методы приближенного решения задачи Коши для динамических систем.

Показывается, что в случае квадратичных систем можно предлагать алгоритм численного интегриро-

вания высокой степени точности на основе формулы Тейлора. Дается явная оценка остаточного члена.

Алгоритм основывается на порождающей грамматике Хомского для языка слагаемых формулы Тейлора.
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В современной теории динамических систем многие результаты опираются на численное
решение задачи Коши

dx/dt = f(x), x(0) = x0, (0.1)

где x ∈ R
d (см. [1;11–13]). Если оставить в стороне линейный случай, то наиболее простой, тем

не менее, чрезвычайно важный класс динамических систем составляют квадратичные системы
(см., например, [7], а также обзоры [10;17] по системам на плоскости), у которых компоненты f
задаются в виде

fi(x) =
d

∑

j,k=1

ajki xjxk+
d

∑

j=1

bjixj + ci, (0.2)

где x = (x1, x2, . . . , xd), все коэффициенты — константы. К этому классу относятся, напри-
мер, модели Лотки — Вольтерры [14], системы Лоренца [1; 15] и Рёсслера [16]. Интерес к
квадратичным системам обусловлен также 10-проблемой Гильберта [5].

При d ≥ 2 система (0.2) за редкими исключениями не интегрируется. В связи с этим доволь-
но часто ее свойства формулируются на основе численного решения. (Более того, в немалом
количестве случаев строгое доказательство не предъявляется, поскольку авторы полагают до-
статочными выводы на основе численных экспериментов). Это обстоятельство обуславливает
особое значение как удобства применяемого метода приближенного решения, так и порядка
его точности. В большинстве случаев предпочитается одношаговый метод Рунге — Кутты,
дающий численное решение с точностью hN , N = 2 ÷ 5 (очень редко — порядка N = 6) на
одном шаге [2; 8]. В принципе метод Рунге — Кутты применим для получения решения и с
более высокой степенью точности, но на практике этого избегают, так как соответствующие
формулы (уже для N > 6) становятся чрезмерно громоздкими.

1Noam Chomsky.
2Работа выполнена при поддержке ПФИ Республики Узбекистан (проект Ф4-ФА-Ф014).
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В настоящей работе обсуждается схема приближенного решения задачи Коши для квад-
ратичных систем, основанная на формуле Тейлора

x(t+ h) =
n
∑

k=0

x(k)(t)

k!
hk +Rn+1(t, h). (0.3)

Формула (0.3) также не находит применения на практике, так как при d ≥ 2 выражения x(n)

через функцию f и ее производных являются еще более громоздкими по сравнению с методом
Рунге — Кутты. Тем не менее оказывается, что в случае квадратичных систем ситуация резко
упрощается. При этом для оценки остаточного члена удается вывести явную формулу, а для
разложения Тейлора — предложить сравнительно простой алгоритм. Последний основан на
том, что слагаемые в формуле для x(n) (которые здесь называются тейлоровыми слагаемыми)
составляют язык над трехбуквенным алфавитом 0, 1, 2 с контекстно-свободной грамматикой
Хомского [3; 9].

Предварительно разберем случай d = 1. Хотя в этом случае уравнение (0.1) решается в
явном виде, рассуждения по вычислению тейлоровых слагаемых непосредственно переносятся
к выводу оценки остаточного члена в общем случае.

В рассматриваемом случае для каждого x величины f(x), f ′(x) и f ′′(x) являются числами,
причем f ′′(x) = const. В дальнейшем эти выражения будем называть факторами и сокра-
щенно будем писать в виде f, f ′, f ′′ за исключением случаев, когда это может привести к
недоразумению.

Пусть числа Dk
n, где n ≥ 1, k = 0, 1, 2, . . . ,

[n− 1

2

]

([a] обозначает целую часть a),
определены рекуррентными соотношениями

D0
n = 1, Dk

n+1 = (n− 2k + 1)Dk−1
n + (n+ 1)Dk

n. (0.4)

Легко установить, что D1
n = 2n−1 − n; кроме того, 2n−k ≤ Dk

n ≤ 2n+k при n ≥ 4.

Предложение. Имеет место формула

x(n)(t) =

[(n−1)/2]
∑

k=0

Dk
nf

′′
k

f ′
n−2k−1

f
k+1

. (0.5)

Д о к а з ы в а е т с я аналогично формуле бинома Ньютона — индукцией по n на основе
соотношений (0.4). При этом удобнее случаи четного и нечетного n рассматривать отдельно,
так как при переходе от x(n) к x(n+1) в первом случае число тейлоровых слагаемых увеличи-
вается на единицу, а во втором случае оно не меняется.

Для небольших значений n получим следующие формулы:

ẋ = f, ẍ = f ′f, xIII = f ′2f, xIV = f ′3f+4f ′′f ′f2, xV = f ′4f+11f ′′f ′2f2+4f ′′2f3, . . . . (0.6)

Отметим, что в каждом слагаемом степени f и f ′ однозначно определяются через n и
степень f ′′.

Пусть теперь d ≥ 2. В этом случае f является вектором, f ′ — матрицей Якоби (т. е. тензором
∂fi(x)

∂xj
ранга (1, 1)), а f ′′ — вектором из квадратичных форм (т. е. тензором

∂2fi(x)

∂xj∂xk
ранга (1, 2);

[4; 6]). И в многомерном случае f ′′ = const. Однако на этот раз формула (0.5), вообще говоря,
не имеет места. Например, выражение для xIV будет иметь вид

xIV = f ′3f + 2f ′′f ′ff + f ′′ff ′f + f ′f ′′ff,

а с учетом симметричности f ′′ по контравариантным индексам, т. е. соотношения f ′′(u, v) =
f ′′(v, u), — вид

xIV = f ′3f + 3f ′′f ′ff + f ′f ′′ff.
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В общем случае f ′′f ′ff и f ′f ′′ff не обязательно совпадают. Например, для f = (−y2, x2)
окажется f ′′f ′ff = −4(x3y2, x2y3), f ′ff ′′f = −4(y5, x5).

Поэтому в формуле для x(n) тейлоровые слагаемые, содержащие фактор f ′′k, не группи-
руются в одночлены с коэффициентами Dk

n. Тем не менее схема доказательства предложения
сохраняет силу для следующего утверждения.

Теорема 1. Выражение для x(n) является суммой групп ∆k
n тейлоровых слагаемых, k =

0, 1, . . . , [(n − 1)/2]. При этом группа ∆k
n содержит Dk

n слагаемых, каждое из которых со-

стоит из k, n− 2k − 1 и k + 1 факторов f ′′,f ′,f соответственно.

Пусть решение x(t) задачи Коши ẋ(t) = f(x), x(0) = x0 существует на отрезке време-
ни [0, T ] и удовлетворяет условию x(t) ∈ K, где T — заданное положительное число, K —
заданное компактное множество в R

d.
Положим

M0 = max
x∈K

|f(x)| , M1 = max
x∈K

∥

∥f ′(x)
∥

∥ , M2 =
∥

∥f ′′(x)
∥

∥ = const

(нормы матрицы и квадратичной формы — евклидовы: ‖f ′(x)‖ = max
|u|≤1

|f ′(x)u| , ‖f ′′(x)‖ =

max
|u|≤1,|v|≤1,

f ′′(x)[u, v]). Поэтому (см. [6; гл. 1, неравенство (1.8.2)])

∣

∣f ′u
∣

∣ ≤ M1 |u| ,
∣

∣f ′′[u, v]
∣

∣ ≤ M2 |u| |v| .

Отсюда следует, что каждое тейлоровое слагаемое из группы ∆k
n допускает по норме оценку

величиной M2
kM1

n−2k−1M0
k+1. Поэтому справедлива

Теорема 2. Для остаточного члена формулы Тейлора для решения задачи Коши для

квадратичных систем имеет место

|Rn+1| ≤
hn+1

(n+ 1)!

∑

k

Dk
n+1M

k
0M

n−2k
1 Mk

2 , k = 0, 1, . . . , [(n− 1)/2].

Как уже было отмечено выше, в случае d ≥ 2 для производных x(n) не удается выве-
сти такую компактную формулу, как (0.5). Чтобы преодолеть эту сложность, выясним стро-
ение тейлоровых слагаемых в группах ∆k

n. При этом удобно перейти к формальному язы-
ку, заменяя факторы f, f ′ и f ′′ цифрами 0, 1, 2 соответственно. Тогда каждое тейлоровое
слагаемое превращается в слово над трехбуквенным алфавитом {0, 1, 2}. Те слова, которые
получаются из тейлоровых слагаемых после такой замены, чтобы отличить от слов вообще
над алфавитом {0, 1, 2}, будем называть d-словами. Совокупность d-слов образует язык (в
смысле Н.Хомского), который обозначим T . (Обычно в язык включают и пустое слово Λ,
не содержащее символов.) В дальнейшем длину, т. е. число символов слова σ, будем обозна-

чать |σ|. Язык T имеет простую порождающую грамматику: из правил
d

dt
f(x) = f ′(x)f(x) и

d

dt
f ′(x)u = f ′′(x)[f(x), u], где u ∈ R

d, вытекает, что T порождается двумя правилами

0 → 10, 1 → 20, (0.7)

начиная со слова 0. Правила (0.7) означают, что если в d-слове σ вместо 0 подставить 10 или
вместо единицы — 20, то снова получим d-слово (длины |σ|+1). Таким образом, язык T имеет
контекстно-свободную грамматику.

На языке T формулы (0.6) запишутся более наглядно в виде дерева:

0
↓
10

ւ ց
200 110

ւ ց ւ ↓ ց
2100 2010 2010 1200 1110

.



24 А.А.Азамов, М.А. Бекимов

Один из основных вопросов математической лингвистики — дать критерий принадлеж-
ности слова над данным алфавитом к рассматриваемому языку. В случае языка T он имеет
простой ответ.

Теорема 3. Слово σ над алфавитом {0, 1, 2} принадлежит языку T тогда и только

тогда, когда

а) заканчивается цифрой 0;
b) число нулей на единицу больше числа цифр 2;
c) если занумеровать цифры 2 в порядке арабского письма (т. е. справа налево), то на

правой стороне от j-й цифры 2 находится не менее k + 1 цифр 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. То, что все d-слова обладают свойствами а) – с), непосредствен-
но следует из правил (0.7). Проверим достаточность. Для слов длины 1 и 2 это очевидно. Пусть
σ — слово над алфавитом {0, 1, 2} длины n, n ≥ 3, обладающее свойствами а) – с). Тогда оно
должно иметь вид σ = ρε0k, где 0k — слово из k, k ≥ 1, ε = 1 или ε = 2, ρ — подслово длины
n−k−1. В случае ε = 1 в слове σ подслово 10k заменим на подслово 0k, а в случае ε = 2 (тогда
необходимо k ≥ 2) подслово 20k — на подслово 10k−1. Полученное слово σ′ имеет длину n−1 и
для него по-прежнему свойства а) – с) имеют место. Поэтому оно принадлежит T . Поскольку
σ получится из σ′ по одному из правил (0.7), то σ ∈ T .

Можно построить несложную процедуру Extract(n, σ;x), позволяющую вычислить значе-
ние соответствующего d-слова σ длины n тейлорового слагаемого в точке x. Например,

Extract(1, 0;x) = f(x), Extract(2, 10;x) = f ′(x) f(x),

Extract(7, 1202010;x) = f ′(x)f ′′(x){f(x), f ′′(x)[f(x), f ′(x)f(x)]}.

Язык T применяем к приближенному вычислению x(t+ h), исходя из заданного значения
x(t) с ошибкой на одном шаге порядка hN+1. С целью описания соответствующего алгоритма
введем следующую операцию. Пусть L — некоторый список (массив) d-слов. Заменив каждое
слово σ ∈ L набором d-слов длины |σ|+ 1 путем применения правил (0.7) ко всем цифрам 0 и
2 в слове σ по одному разу, получим новый список, который обозначим DL.

Приняв n = 0, L = 〈0〉 , H = h, S = x(t), вычислим Σ =
∑

σ∈L Extract(n, σ;x(t)) и
положим S = x(t) + HΣ. Затем перейдем к рассмотрению шага n := n + 1. Если n ≥ N, то
вычисление завершается значением x(t+h) = S. В противном случае образуем список L := DL
и, положив H := Hh/n, перейдем к вычислению Σ и S. �

П р и м е ч а н и е. С языком T связан специальный фрактал в гильбертовом простран-
стве l2.
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