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Мы показываем, что с уравнением Гамильтона — Якоби при некоторых условиях на гамильтони-

ан может быть ассоциирована квазилинейная система уравнений первого порядка, которая сводится к

векторному уравнению Хопфа. Найдена связь между системой инвариантов Римана и специально кон-

струируемым уравнением Гамильтона — Якоби. Результат иллюстрирован примерами системы уравнений

изэнтропической газовой динамики и системы уравнений хроматографии. Показано, что при помощи ме-

тода стохастического возмущения вдоль характеристик c уравнением Гамильтона — Якоби можно связать

некоторую систему законов сохранения.
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O. S.Rozanova. On the connection of the Hamilton–Jacobi equation with some systems of quasilinear equations.

We show that the Hamilton–Jacobi equation with some conditions on the Hamiltonian can be associated with

a quasilinear system of equations of the first order, which can be reduced to the vector Hopf equation. We find

relations between the system of Riemann invariants and a specially constructed Hamilton–Jacobi equation. The

result is illustrated with examples of a system of isentropic gas dynamics equations and a system of equations

of chromatography. It is shown that the method of stochastic perturbations along characteristics allows to

associate with the Hamilton–Jacobi equation a system of conservation laws.
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1. Введение

Связь между уравнениями Гамильтона — Якоби (ГЯ) и квазилинейными системами урав-
нений первого порядка совершенно естественна: такие системы получаются как дифферен-
циальное следствие уравнения ГЯ, где в качестве неизвестного выступает градиент решения
уравнения ГЯ. Определения классических и обобщенных решений, а также формулы для пред-
ставления решений уравнения ГЯ и дифференциальных следствий из них связаны. Таким об-
разом, если для некоторой квазилинейной системы уравнений удается найти уравнение ГЯ
такое, что система является дифференциальным следствием этого уравнения, то решение ее
можно выразить через решение уравнения ГЯ и наоборот.

Самым известным примером такого рода связей является уравнение Гамильтона — Якоби

Ψt +
|∇xΨ|2

2
= 0, Ψ = Ψ(t, x), x ∈ R

n, (1.1)

и его дифференциальное следствие, многомерное уравнение Хопфа для потенциальной вектор-
функции q = q(t, x) = ∇xΨ(t, x), q ∈ R

n, x ∈ R
n,

(qi)t +
n∑

j=1

qj (qi)xj
= 0, i = 1, . . . , n,

или, в более короткой записи,

qt + (q,∇x) q = 0. (1.2)
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Последнее уравнение описывает скорость свободно движущихся частиц и играет важную роль
в различных математических и физических задачах. Оно появляется при описании нерав-
новесных процессов различного масштаба. На микроуровне это молекулярные явления, на
мезоуровне — движение жидкости со свободными границами, на макроуровне — процессы
эволюции галактик [1]. Самой интересной чертой уравнения Хопфа является возникновение
особенностей первоначально гладкого решения, в частности, структура этих особенностей.

В случае одной пространственной переменной уравнение (1.2) имеет очень простой вид и
считается “эталонным” уравнением, которое представляется в виде закона сохранения,

qt +
(q2)x
2

= 0. (1.3)

Для него вводится понятие обобщенного решения в виде ударной волны, возникают условие
Ранкина — Гюгонио на ударной волне и условие устойчивости (допустимости) разрыва [2].
Также хорошо известно [3;4], что обобщенное решение (1.3) может быть получено при помощи
метода исчезающей вязкости (или вязкостной регуляризации). Этот метод состоит в том, что
вместо гиперболического уравнения (1.3) рассматривается уравнение параболического типа

qt +
(q2)x
2

= µqxx, µ = const > 0, (1.4)

сводящееся к уравнению теплопроводности

zt = µzxx.

Поэтому решение его оказывается бесконечное число раз дифференцируемым, задача Коши
для (1.4) в классе функций, растущих на бесконечности не более чем линейным образом,
допускает явное интегральное представление и в пределе при µ → 0 сходится к устойчивому
обобщенному решению (1.3). В процессе сведения возникает уравнение

Ψt +
Ψ2

x

2
= µ∆xΨ, Ψx = q, (1.5)

решение которого переводится в уравнение теплопроводности при помощи замены Коула —
Хопфа Ψ = −2µ ln z. В пределе решение задачи Коши для (1.5) с начальными данными,
имеющими не более чем квадратичный рост на бесконечности, при µ → 0 сходится к обоб-
щенному (слабому) решению уравнения ГЯ Ψt +Ψ2

x/2 = 0, так что (1.5) является вязкостной
регуляризацией соответствующего уравнения ГЯ. Более того, то же слабое решение являет-
ся минимаксным решением [5; 6], оно также может быть получено на основе вариационного
принципа [7, c. 100].

Теория построения обобщенных решений уравнений ГЯ общего вида на основе вязкостной
регуляризации, состоящей в добавлении малого диффузионного члена, существует с середи-
ны 70-х годов [8–11]. В случае одной пространственной переменной эта теория практически
эквивалентна ранее возникшей теории гиперболических законов сохранения, развитой в 50-е
годы [3;12;13]. Для случая многих пространственных переменных эти теории расходятся. Тем
не менее в некоторых специальных случаях параллели между ними по-прежнему существуют.
Уравнения (1.1) и (1.2) — очевидный пример этого. Действительно, система (1.2) может быть
записана в консервативной форме

qt +∇x

( |∇xΨ|2

2

)

= 0, (1.6)

что дает возможность определить ее обобщенное решение в смысле интегрального тождества
стандартным образом [2; 14]. Дальнейшая процедура регуляризации абсолютно аналогична
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случаю одной пространственной переменной. А именно после добавления в правую часть члена
со вторыми производными мы получим уравнение Бюргерса

qt + (q,∇x) q = µ∆xq, µ = const > 0, q ∈ R
n, (1.7)

и с учетом потенциальности q регуляризованное уравнение Гамильтона — Якоби

Ψt +
|∇xΨ|2

2
= µ∆xΨ,

которое при помощи замены Коула — Хопфа переводится в уравнение теплопроводности

zt = µ∆xz

и, следовательно, допускает явное представление решения для произвольных интегрируемых
начальных данных с не более чем линейным ростом на бесконечности по пространственным
переменным [15]. Обобщенное решение в смысле интегрального тождества системы (1.2) (и,
соответственно, уравнения (1.1)) может быть найдено как поточечный предел при µ → 0
решения уравнения (1.7).

Случай уравнения Хопфа и соответствующего ему уравнения ГЯ кажется очень специ-
альным. На первый взгляд, получить явную асимптотическую формулу для представления
решения для уравнений ГЯ более общего вида, равно как и для систем квазилинейных урав-
нений более общего вида, не представляется возможным.

Мы собираемся показать, что это не так и асимптотические представления обобщенных ре-
шений задачи Коши могут быть получены для широкого класса уравнений ГЯ с выпуклым по
градиенту решения гамильтонианом. Среди квазилинейных систем уравнений первого поряд-
ка, для которых, как следствие, может быть получено явное асимптотическое представление
обобщенного решения, — любая система, обладающая инвариантами Римана и дополнитель-
ным законом сохранения.

Практически все результаты этой статьи могут быть названы “вариациями на тему век-
торного уравнения Хопфа”. Идея состоит в том, чтобы найти классы уравнений, которые при
помощи дополнительных соображений сводятся к уравнению Хопфа и поэтому к ним можно
применить уже существующий аппарат представления решения. Самым приятным следствием
возможности сведения к уравнению Хопфа является то, что нам не надо заново выстраивать
доказательство трудного факта того, что решение регуляризованного уравнения сходится при
стремлении параметра вязкости к нулю к обобщенному решению исходного уравнения.

Мы также покажем, что при построении стохастического возмущения решений уравнения
ГЯ вдоль характеристик также возникает система квазилинейных уравнений, но на совер-
шенно иных принципах. Это система уравнений баланса (или, в предельном случае, систе-
ма уравнений законов сохранения), связанная с уравнением Колмогорова— Фоккера— Планка
для плотности распределения некоторых случайных величин. На этом пути также можно по-
лучить формулу для представления решения, правда, только классического.

2. Уравнение Гамильтона — Якоби: вязкостная регуляризация

и асимптотическое представление решения задачи Коши

Рассмотрим задачу

ut +H(∇xu, x) = 0, u : Rn × (0,∞) → R, u(x, 0) = u0(x). (2.1)

Обозначим p = ∇xu. Будем считать, что начальное данное является липшицевой функцией, а
гамильтониан — гладкой функцией такой, что

detHpp(p, x) = det
(∂2H(p, x)

∂pi∂pj

)

6= 0, x ∈ R
n, p ∈ R

n, i, j = 1, . . . , n, (2.2)
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и
n∑

j=1

Hpj Hpixj
=

n∑

j=1

Hpipj Hxj
, i = 1, . . . , n. (2.3)

Ниже будем обозначать как Hp и Hx векторы частных производных функции H(p, x) по
аргументам p и x, а как ∇xΦ вектор полных производных некоторой функции Φ(u, p, x).

Справедлива следующая теорема.

Теорема 1. Пусть гамильтониан H(p, x) : Rn × R
n → R является функцией класса C2,

удовлетворяющей условиям (2.2) и (2.3), существует функция Φ(u, p, x) такая, что Hp =
∇xΦ, а начальное данное u0(x) таково, что

|Hp(∇xu
0(x), x)| = o(|x|), |x| → ∞. (2.4)

Тогда обобщенное решение задачи Коши (2.1) может быть получено как предел при µ → 0
функции

uµ(t, x) =

(
n∑

i=1

xi∫

0

H−1
pp qµ(t, ξ) dξi

)

,

где

qµ(t, x) =

∫

Rn

(x− ξ

t

)

exp
(

−
λ(t, x, ξ)

2µ

)

dξ

∫

Rn

exp
(

−
λ(t, x, ξ)

2µ

)

dξ

, (2.5)

λ(t, x, ξ) = Φ(0, ξ) +
n∑

i=1

(xi − ξi)
2

2t
. (2.6)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В предположении достаточной гладкости решения взятие гра-
диента от (2.1) приводит к системе

pt +Hp(p, x) px +Hx(p, x) = 0, (2.7)

т. е.

(pi)t +

n∑

j=1

Hpj(p, x) (pi)xj
+Hxi

(p, x) = 0, i = 1, . . . , n,

с начальными данными
p(x, 0) = p0(x) ∈ L∞(Rn).

Здесь мы использовали свойство (pj)xi
= (pi)xj

.
Зададимся вопросом о том, при каких дополнительных условиях на гамильтониан суще-

ствует гладкая невырожденная замена переменных q = G(p, x) такая, что в новых переменных
система (2.7) совпадет с уравнением Хопфа (1.6), где q = ∇xΦ. Последнее требование суще-
ственно, только если число пространственных переменных более одной. Тогда есть возмож-
ность найти обратимую замену p = G−1(q, x) и решение задачи (2.1) восстанавливается как
потенциал этого векторного поля.

Подстановка q = G(p, x) в (1.2) дает

Gppt +G (Gp px +Gx) = 0, (2.8)

где матрицы Gp и Gx определяются как (Gp)ij =
∂Gi

∂pj
и (Gx)ij =

∂Gi

∂xj
. Умножим (2.7) на Gp

слева, получив
Gppt +GpHp px +GpHx = 0. (2.9)
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Сравнив (2.9) и (2.8), мы видим, что G = Hp, а

GGx = GpHx,

что соответствует условию (2.3).

Таким образом, мы свели задачу к уравнению (1.6), условия (2.4) обеспечивают примени-
мость стандартного интегрального представления для решения уравнения теплопроводности,
к которому сведется соответствующее уравнение Бюргерса (1.7). Формулы (2.5), (2.6) получа-
ются из этого представления при помощи элементарных выкладок. �

З а м е ч а н и е 1. Нетрудно проверить, что условию (2.3) удовлетворяет любой гамиль-
тониан вида

H(p, x) = Φ(p1 − φ1(x1), . . . , pn − φn(xn)),

где φi(xi) — произвольные дифференцируемые функции одной переменной, i = 1, . . . , n, а Φ —
произвольная дважды дифференцируемая функция n переменных. В частности, всякий доста-
точно гладкий гамильтониан, не зависящий от пространственных переменных, удовлетворяет
условию (2.3).

З а м е ч а н и е 2. Условие потенциальности преобразованного векторного поля G(p, x),
имеющее вид Hp = ∇xΦ, конечно, является очень ограничительным в пространстве многих
переменных. Однако, как следует из результатов разд. 4, асимптотическую формулу для глад-
кого решения можно получить и без требования потенциальности.

3. Уравнение Гамильтона — Якоби, ассоциированное

с системой инвариантов Римана

Рассмотрим систему квазилинейных уравнений, записанную в инвариантах Римана, т. е.

∂ri
∂t

+ fi(r1, . . . , rn)
∂ri
∂x

= 0, i = 1, . . . , n, (3.1)

для функций ri = ri(t, x), t ∈ R+, x ∈ R. Предположим, что заданы начальные условия

r(0, x) = r0(x) = (r01(x), . . . , r
0
n(x)) (3.2)

такие, что

|fi(r
0(x))| = o(|x|), |x| → ∞, i = 1, . . . , n. (3.3)

Пусть f(r) ∈ C1(Rn) и выполнено условие

det
(∂fi(r)

∂rj

)

6= 0, i, j = 1, . . . , n. (3.4)

Хорошо известно, что всякая квазилинейная гиперболическая система ut+A(u)ux = 0, где
u = u(t, x) — это n-вектор R

2 → R
n, а A(u) — (n × n)-матрица с гладкими коэффициентами,

может быть записана в инвариантах Римана в случае n = 2. При n = 3 это возможно тогда и
только тогда, когда левый собственный вектор lk матрицы A удовлетворяет условию rot lk = 0
либо lk · rot lk = 0 [16].

В [17] получен простой критерий наличия инвариантов Римана, который состоит в про-
верке тождественного равенства нулю некоторого тензора, включающего строящийся по мат-
рице A так называемый тензор Нейенхейса [18].

Среди физически значимых систем квазилинейных уравнений, допускающих запись в ин-
вариантах Римана, — уравнения изэнтропической газовой динамики, уравнения мелкой воды,
уравнения электрофореза и хроматографии [19–21].
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Отталкиваясь от (3.1), построим следующую систему уравнений:

∂qi
∂t

+

n∑

k=1

fk(q1, . . . , qn)
∂qi
∂xk

= 0, i = 1, . . . , n, (3.5)

где qi(t, x), x ∈ R
n. Рассмотрим соответствующие начальные данные

q(0, x) = q0(x) = (q01(x), . . . , q
0
n(x)). (3.6)

Предположим, что xi, i = 1, . . . , n, в свою очередь, являются функциями от одной переменной
x̄ ∈ R. В этом случае система (3.5) перепишется как

∂qi
∂t

+
n∑

k=1

fk(q1, . . . , qn)
∂qi
∂xk

dxk(x̄)

dx̄
= 0, i = 1, . . . , n,

Положим

qi(t, 0, . . . , x̄
︸︷︷︸

i-е место

, . . . , 0) := ri(t, x̄) (3.7)

и

q0i (0, . . . , x̄
︸︷︷︸

i-е место

, . . . , 0) := r0i (x̄), (3.8)

i,m = 1, . . . , n. Тогда
∂qi
∂xm

= 0, i 6= m, и вектор-функция r(t, x̄) является решением зада-

чи (3.1), (3.2).

Сведем (3.5) к уравнению Хопфа (1.2) подобно тому, как это делалось при доказательстве
теоремы 1. Векторное уравнение (3.5) имеет вид

∂tq + (f(q),∇)q = 0, (3.9)

где q(t, x) = (q1, . . . , qn) — вектор-функция R
n+1 → R

n, f(q) — невырожденное в силу (3.4)

отображение из R
n в R

n, его якобиан удовлетворяет условию det
∂fi(q)

∂qj
6= 0, i, j = 1, . . . , n.

Умножив (3.9) слева на матрицу
∂fi(q)

∂qj
, i, j = 1, . . . , n, получим уравнение Хопфа для

вектор-функции f(q):

∂tf(q) + (f(q),∇x)f(q) = 0.

Для того чтобы иметь возможность построить вязкостную регуляризацию обобщенного ре-
шения уравнения (3.5) на основе преобразования Коула — Хопфа, надо предположить, что
векторное поле f(q) потенциально, т. е. существует скалярная функция ψ(t, x) такая, что
∇xψ = f(q). Легко видеть, что конструкция (3.7) сводит это условие к условию потенци-
альности векторного поля f(r), т. е. f(r) = ∇rΨ(r).

Тогда решение задачи (3.5), (3.6) может быть получено как предел при µ → 0 выражения

qµ(t, x) = f−1(Y ), Y =

∫

Rn

(x− ξ

t

)

exp
(

−
λ(t, x, ξ)

2µ

)

dξ

∫

Rn

exp
(

−
λ(t, x, ξ)

2µ

)

dξ

, (3.10)

λ(t, x, ξ) = ψ(0, ξ) +
n∑

i=1

(xi − ξi)
2

2t
, ξ ∈ R

n. (3.11)
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Уравнение ГЯ, дифференциальным следствием которого является система (3.5), имеет вид

ut +Ψ(∇xu) = 0, ∇xu = q, (3.12)

от задачи (3.5), (3.6), (3.8) наследуются начальные данные

u0(x) =
n∑

i=1

xi∫

0

r0i (η) dη. (3.13)

Наши рассуждения подытоживает следующая теорема.

Теорема 2. Пусть выполнены условия (3.3),(3.4) и существует скалярная функция Ψ(r)
такая, что ∇rΨ(r) = f(r). Тогда решение задачи Коши (3.1), (3.2) имеет следующий вид :

ri(t, x̄) = qi(t, x)|{xj=0, xi=x̄}, i = 1, . . . , n, j 6= i,

где вектор-функция q = ∇xu, u — решение задачи (3.12), (3.13).

Вектор-функция q(t, x) может быть найдена как следующий предел:

q(t, x) = lim
µ→0

qµ(t, x),

где qµ(t, x) задана формулами (3.10), (3.11), (3.8) и ψ(0, ξ) = Ψ(q0(ξ)). �

Обратим внимание, что после образования разрыва решения предел q(t, x) = lim
µ→0

qµ(t, x)

тоже задает решение системы (3.1), (3.2). Система (3.1) имеет неконсервативный вид, поэтому
для получения условий Ранкина — Гюгонио на разрывах приходится использовать расширен-
ную систему (3.5).

З а м е ч а н и е 3. Нетрудно проверить, что потенциальность вектора f(r) означает су-
ществование закона сохранения

( n∑

i=1

ri

)

t
+ ((Ψ(r))x = 0.

З а м е ч а н и е 4. Интегральную формулу, которая дает асимптотическое представление
гладкого решения произвольной системы инвариантов Римана без требования потенциальности
векторного поля f(r), можно получить, основываясь на идее стохастического возмущения ре-
шения вдоль характеристик [22]. Такой метод применим для систем уравнений, которые могут
быть сведены к уравнению Хопфа без требования потенциальности поля скоростей. Неудиви-
тельно, что он перестает работать (дает решение другой системы) после момента образования
особенности. Действительно, если поле скоростей в уравнении Хопфа не потенциально, то это
уравнение нельзя записать в дивергентной форме и, следовательно, нельзя определить обоб-
щенное решение в смысле интегрального тождества. Однако решение уравнения, полученного
в результате добавления вязкого регуляризирующего члена, стремится при исчезновении вяз-
кости именно к этому обобщенному решению в смысле интегрального тождества исходной
системы. Поэтому необходимо привлекать дополнительные соображения, чтобы иметь воз-
можность включить нужное решение в систему некоторых законов сохранения и на их основе
строить обобщенное решение. Подробнее об этом можно прочитать в [23]. В разд. 4 мы постро-
им асимптотическую формулу для гладкого решения уравнения ГЯ, основываясь на методе
стохастических возмущений.
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3.1. Пример 1: уравнения изэнтропической газовой динамики

Как известно, уравнения движения политропного газа в случае постоянной энтропии пред-
ставляют собой законы сохранения массы и момента. Они имеют вид (см. [19, c. 154])

∂ρ

∂t
+
∂ρv

∂x
= 0,

∂ρv

∂t
+
∂ρv2

∂x
+
∂P

∂x
= 0,

P =
K2

γ
ργ .

Здесь ρ(t, x) — плотность, v(t, x) — скорость, P (t, x) — давление, K — положительная констан-
та, константа γ > 1 — показатель адиабаты. Эта система может быть записана в инвариантах
Римана следующим образом [19, c. 175]:

∂s

∂t
+ (αs+ βr)

∂ρs

∂x
= 0,

∂r

∂t
+ (αr + βs)

∂ρr

∂x
= 0, (3.14)

где

α =
1

2
+
γ − 1

4
>

1

2
> 0, β =

1

2
−
γ − 1

4
,

s = v − φ(ρ) = v −
2

γ − 1
c(ρ), r = v − φ(ρ) = v +

2

γ − 1
c(ρ), c2(ρ) = P ′(ρ).

Исходные переменные восстанавливаются по инвариантам Римана как

v =
r + s

2
, c(ρ) =

γ − 1

4
(r − s).

В данной ситуации G1 = αs + βr, G2 = αr + βs,
∂G1

∂r
=
∂G2

∂s
= β, поэтому Hp = (G1, G2), p =

(s, r), H(s, r) = α
s2 + r2

2
+ βsr, Hpp =

(
α β
β α

)

, |Hpp| 6= 0. Таким образом, с системой (3.14)

ассоциировано уравнение Гамильтона — Якоби для функции u(t, x, y):

ut + α
u2x + u2y

2
+ βuxuy = 0, ux = s, uy = r.

Нетрудно проверить, что вязкостной резуляризацией, допускающей явное представление для
исходной системы (3.14), является стандартное добавление члена со вторыми производными:

∂s

∂t
+ (αs+ βr)

∂s

∂x
= µ

∂2s

∂x2
,

∂r

∂t
+ (αr + βs)

∂r

∂x
= µ

∂2r

∂x2
.

3.2. Пример 2: уравнения нелинейной хроматографии

Уравнения, описывающие прохождение n-компонентной смеси веществ по хроматографи-
ческой колонке в пренебрежении диффузией и временем установления сорбционного равнове-
сия, имеют вид законов сохранения количества вещества для каждой из компонент [19, c. 661;
21; 24]:

V0(ci)x + (ci + ai(c))t = 0, i = 1, . . . , n.

Здесь V0 — скорость движения газа-носителя, предполагаемая постоянной, ci = ci(, t) — кон-
центрация i-й компоненты смеси в газе-носителе (неотрицательная величина), ai(c) — концен-
трация сорбированной i-й компоненты. Перейдя к новой независимой переменной τ = V0t− x,
получим

(ci)x + (ai(c))τ = 0, i = 1, . . . , n. (3.15)
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Для того чтобы система приняла замкнутый вид, необходимо задать изотерму сорбции, т. е.
явный вид зависимости ai(c). Чтобы получить явное выражение для инвариантов Римана,
предположим [25], что

ai =
Γici

(

1 +
∑n

k=1
(Γkck)1/λ

)λ
, λ = const > 0, i = 1, . . . , n, (3.16)

где Γi — константы, предполагающиеся различными. При λ = 1 эта зависимость соответству-
ет простейшей и наиболее изученной классической изотерме Ленгмюра. Отметим, что ино-
гда изотерму Ленгмюра представляют в несколько ином виде, вводя новые обозначения. Мы
следуем работе [25], где доказано, что система (3.15), (3.16) допускает запись в инвариантах
Римана Ri(t, x):

(Ri)t +
1

Ri

(∏n
k=1

Γk
∏n

k=1
Rk

)λ

(Ri)x = 0, i = 1, . . . , n, (3.17)

причем

ci = µi

(∏n
k=1

(Rk − Γi)
∏n

k=1
Rk

)λ

, µi =
1

Γi

(

−
n∏

k=1, k 6=i

(

1−
Γi

γk

)
)−λ

, i = 1, . . . , n.

Инварианты Римана не обращаются в ноль, поэтому запись системы (3.17) корректна.

В [25] рассмотрены случаи других изотерм, также допускающих запись в инвариантах
Римана, которые мы здесь не будем рассматривать.

Следует отметить, что приведение к инвариантам Римана возможно лишь в той области
изменения переменных, где система (3.15) является гиперболической, что требует дополни-
тельного условия на коэффициенты. Ниже мы будем считать, что эти условия выполнены.

Таким образом, R = (R1, . . . , Rn),

Gi(R) =
1

Ri

(∏n
k=1

Γk
∏n

k=1
Rk

)λ

.

Легко проверить, что
∂Gi

∂Rj
=
∂Gj

∂Ri
, i 6= j, поэтому существует функция H(p), где p = R, та-

кая, что Hp = (G1, . . . , Gn), H(p) = −
1

λ
(
∏n

k=1
Γk)

λ/(
∏n

k=1
pk)

λ. Кроме того, можно проверить,

что |Hpp| = detHRi Rj
= det

(∂Gi(R)

∂Rj

)

6= 0. Таким образом, с системой (3.17) ассоциировано

уравнение Гамильтона — Якоби для функции u(t, x), x = (x1, . . . , xn),

ut −
1

λ

(
∏n

k=1
Γk)

λ

(
∏n

k=1
uxk

)λ
= 0.

Если мы хотим получить асимптотическую формулу для представления решения исходной
системы инвариантов Римана, то соответствующая вязкостная регуляризация будет иметь вид

(Ri)t +
1

Ri

(∏n
k=1

Γk
∏n

k=1
Rk

)λ

(Ri)x = µH−1

Ri Rj
(Gj(R))xx,

H−1

Ri Rj
=
(∂Gi(R)

∂Rj

)−1

, i, j = 1, . . . , n.

З а м е ч а н и е 5. В теории электрофореза возникают уравнения, очень тесно связанные
с уравнениями хроматографии (см. [20;26]), также допускающие запись в инвариантах Римана.
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4. Метод стохастических возмущений для уравнения Гамильтона — Якоби

В этом разделе мы применим к уравнению ГЯ метод стохастических возмущений, ис-
пользованный ранее для исследования свойств решений задачи Коши для уравнения Хопфа
[23;27; 28].

Снова рассмотрим задачу (2.1). Будем считать, что H(p, x) ∈ C2, обозначим p = ∇xu,
p0(x) = ∇xu

0(x).
Первый путь состоит в том, чтобы воспользоваться результатами теоремы 1, в которой ука-

заны условия на гамильтониан, позволяющие свести задачу к решению уравнения Хопфа (1.2)
без условия потенциальности, а затем применить результаты, касающиеся стохастической ре-
гуляризации этого уравнения [23]. На этом пути возникнет пара законов сохранения массы
и момента, где в роли “скорости” выступает вектор q = G(p, x). Это хорошо известная си-
стема газовой динамики “без давления”. Введение стохастического возмущения до момента
образования особенности гладкого решения аналогично введению вязкости, а после момента
образования особенности к вязкости добавляется еще и некоторый интегральный член, ана-
логичный давлению. Асимптотическое представление, полученное на этом пути, сходится при
стремлении к нулю параметра стохастического возмущения к решению уравнения Хопфа толь-
ко до момента возникновения особенности, а потом является частью решения другой задачи.
Если “скорость” q оказывается потенциальной, конечно же, предпочтительнее применение ме-
тода, описанного в разд. 2, поскольку этот метод дает асимптотическую формулу также и для
обобщенного решения.

Продемонстрируем второй путь. Запишем систему 2n + 1 стохастических дифференци-
альных уравнений, представляющую собой стохастическое возмущение характеристических
уравнений:

dX = Hp(P,X) dt + σ dW, dP = −Hx(P,X) dt,

dU =
(
(P, Hp(P,X)) −H(P,X)

)
dt+ σ dW,

X(0) = x, P (0) = p, U(0) = u, (x, p, u) ∈ R
n × R

n × R.

Здесь X,P — n-мерные случайные величины, U — одномерная случайная величина, W —
n-мерное броуновское движение, σ — положительная константа. Уравнение Колмогорова—
Фоккера— Планка [29] для функции F (t, x, p, u) (совместной плотности распределения веро-
ятностей случайных величин (X,P,U)) имеет вид

Ft + (Hp(p, x) , Fx) − (Hx(p, x) , Fp) +
(
(p , Hp(p, x)) −H(p, x)

)
Fu

=
1

2
σ2 ∆xF +

1

2
σ2 Fuu. (4.1)

Поставим начальное условие

F (0, x, v, u) = ρ0(x) δ(p − p0(x)) δ(u − u0(x)), (4.2)

где ρ0(x) — произвольная непрерывная функция, имеющая смысл плотности начального рас-
пределения случайной величины X и поэтому предполагаемая интегрируемой по R

n, p0(x) =
∇xu

0(x).

4.1. Представление гладкого решения уравнения Гамильтона — Якоби

Для произвольного гамильтониана H(p, x) решить задачу (4.1), (4.2) удается не всегда,
однако если зависимость от x отсутствует, то явное представление решения этой задачи Коши
существует. Для его нахождения нужно сделать преобразование Фурье по переменным x и
u, решить полученное уравнение и сделать обратное преобразование Фурье. Мы не будем
приводить выкладки, они совершенно аналогичны тем, что проведены в [22] или [30].
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Рассмотрим функцию вида

uσ(x, t) =

∫

Rn×R

uF (t, x, p, u) dp du

∫

Rn×R

F (t, x, p, u) dp du

(4.3)

(условное математическое ожидание U при фиксированных X и P ). Очевидно, что uσ(0, x) =
u0(x). Подстановка решения задачи (4.1), (4.2) в (4.3) даст следующее интегральное представ-
ление:

uσ(x, t) =

∫

Rn

ρ0(s)
[

u0(s) +
(

(p0(s),Hp(p
0(s)))−H(p0(s))

)

t
]

e−
|s−x+tHp(p

0(s))|2

2tσ2 ds

∫

Rn

ρ0(s) e−
|s−x+tHp(p

0(s))|2

2tσ2 ds

. (4.4)

Нетрудно проверить непосредственной подстановкой, что предельное выражение

ū(t, x) = lim
σ→0

uσ(x, t)

удовлетворяет уравнению ГЯ ut +H(p) = 0 в случае, если p(t, x) остается непрерывной. Для
этой проверки надо иметь в виду, что вектор-функция s = s(t, x) неявно задается системой
уравнений

s− x+ tHp(p
0(s)) = 0. (4.5)

З а м е ч а н и е 6. Отметим, что для получения формулы (4.4) не нужно требовать вы-
пуклости гамильтониана.

З а м е ч а н и е 7. Как следует из исследования возможности выразить вектор-функ-
цию s(t, x) из уравнения (4.5), если матрица C = Cij =

∑n
k=1

Hpipk(p
0(x))(p0k)xj

, i, j = 1, . . . , n,
имеет хотя бы одно собственное значение, отрицательное в некоторой точке x ∈ R

n, то решение
задачи (2.1) не может быть классическим в течение всего времени t > 0, даже в случае u0(x) ∈
C2(Rn). Это происходит потому, что матрица E + tC, где E — единичная матрица, перестает
быть обратимой в некоторый момент времени t = t∗(u

0).

4.2. Ассоциированная система законов сохранения

Покажем, что со всяким уравнением ГЯ

ut +H(∇xu) = 0, u = u(t, x), x ∈ R
n, (4.6)

можно связать замкнутую систему законов сохранения.
Введем следующие величины:

ρσ(t, x) =

∫

Rn×R

F (t, x, p, u) dp du, (4.7)

pσ(t, x) =

∫

Rn×R

pF (t, x, p, u) dp du

∫

Rn×R

F (t, x, p, u) dp du
, (4.8)
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vσ(t, x) =

∫

Rn×R

HpF (t, x, p, u) dp du

∫

Rn×R

F (t, x, p, u) dp du

. (4.9)

Будем предполагать, что интегралы существуют в смысле Лебега. Величина (4.7) — скалярная,
величины (4.8) и (4.9) — векторные. Если решение задачи (4.1), (4.2) известно, то для каждой
из величин (4.7), (4.8), (4.9) можно получить формулу, подобную (4.4). Например,

pσ(x, t) =

∫

Rn

ρ0(s) p0(s) e−
|s−x+tHp(p

0(s))|2

2tσ2 ds

∫

Rn

ρ0(s) e−
|s−x+tHp(p

0(s))|2

2tσ2 ds

.

Следующие два предложения отвечают на вопрос о том, какой системе уравнений удовле-
творяет тройка функций (ρσ, pσ, vσ) и их предел (ρ̄, p̄, v̄). Эти предложения совершенно анало-
гичны тем, которые были получены в [30] для случая скалярного закона сохранения, поэтому
мы не будем их здесь доказывать, а отошлем заинтересованного читателя к работе [30].

Предложение 1. Функции ρσ, uσ, vσ, заданные выражениями (4.7), (4.8) и (4.9), при

t ≥ 0 удовлетворяют следующей системе 2n+ 1 уравнений в частных производных:

∂ρσ
∂t

+ divx(ρσvσ) =
1

2
σ2

n∑

k=1

∂2ρσ
∂x2k

, (4.10)

∂(ρσpσ,i)

∂t
+ divx(ρσ pσ,i vσ) =

1

2
σ2

n∑

k=1

∂2(ρσpσ,i)

∂x2k
− Ipσ,i, (4.11)

∂(ρσvσ,i)

∂t
+ divx(ρσvσ,i vσ) =

1

2
σ2

n∑

k=1

∂2(ρσvσ,i)

∂x2k
− Ivσ,i, (4.12)

где

Ipσ,i =

∫

Rn

(pi − pσ)
(
(v − vσ(t, x)),∇xF (t, x, p, u)

)
dp du,

Ivσ,i =

∫

Rn

(vi(p)− vσ,i(t, x)
(
(v(p)− vσ(t, x)),∇xF (t, x, p, u)

)
dp du,

i = 1, . . . , n.

Предложение 2. До момента времени t∗(u
0) потери гладкости решением задачи Ко-

ши (2.1) при H = H(p) тройка функций (ρ̄, p̄, v̄), представляющая собой предел при σ → 0
тройки функций (ρσ, uσ, vσ), является решением следующей замкнутой системы законов со-

хранения:

∂tρ̄+ divx(ρ̄v̄) = 0, (4.13)

∂t(ρ̄p̄) + Divx(ρ̄p̄⊗ v̄) = 0, (4.14)

∂t(ρ̄v̄) + Divx(ρ̄v̄ ⊗ v̄) = 0, (4.15)

где Div обозначает дивергенцию тензора.
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З а м е ч а н и е 8. Пара уравнений (4.13), (4.15) представляет собой так называемую си-
стему газовой динамики “без давления”, где в роли плотности выступает ρ, а в роли скорости —
v. Эта система не является строго гиперболической, у ее характеристической матрицы нет
полного набора собственных векторов. Характерной ее чертой является образование в компо-
ненте плотности сильной сингулярости (дельтаобразной особенности), тогда как в компоненте
скорости образуется обычный разрыв. Тем не менее до момента образования особенности кон-
кретный вид функции ρ0(x) не играет роли, а ρ(t, x) выполняет вспомогательную роль. Целью
является нахождение вектора градиента p, и если предположить, что ρ и v найдены, то он
находится из линейного по p уравнения (4.14). Отметим, что выпуклости гамильтониана для
построения классических решений здесь не требуется.

З а м е ч а н и е 9. Фактически предложение 2 означает, что интегральные члены Ipσ и Ivσ
уравнений (4.11), (4.12) стремятся к нулю при σ → 0 в случае, если решения задачи Коши (2.1)
дважды дифференцируемы. После момента образования особенности они не исчезают и обра-
зуют некий аналог давления в правой части уравнений (4.14) и (4.15) [23]. Это означает, что
вектор p, найденный из этой системы, более не будет градиентом решения задачи (2.1) при
H = H(p). Существует процедура “пересчета” решения, полученного при предельном перехо-
де при σ → 0 в системе (4.10)–(4.12) к решению системы (4.13)–(4.15) после момента потери
гладкости. Существенно используется сохранение интегральных величин, которое задается
уравнениями (4.13)–(4.15). Для случая уравнений газовой динамики “без давления” (т. е. си-
стемы (4.13), (4.15)) для одной пространственной переменной такая процедура описана в [23].

З а м е ч а н и е 10. Из наших рассуждений следует, что для того чтобы решить уравне-
ния газовой динамики “без давления”, надо найти решение уравнения ГЯ (4.6), затем найти
H(p) и поле скорости v = Hp. Плотность затем найдется из уравнения (4.13), линейного по ρ.
Таким образом, ρ оказывается “пассивным скаляром”, т. е. все поведение системы диктуется
только полем скорости. Для гладкого решения это правильно, так как уравнения (4.13) и
(4.15) имеют следствием уравнение Хопфа vt + (v,∇x)v = 0. С другой стороны, как мы виде-
ли, в случае потенциального поля скорости, когда можно ввести закон сохранения, связанный
только со скоростью, плотность тоже ведет себя как “пассивный скаляр”. О переносе массы на
разрывах в этом случае идет речь, например, в [31].

Тем не менее поведение разрывного решения и перенос массы на разрыве диктуется именно
нашим выбором законов сохранения. Нетрудно показать, что уже в одномерном случае пове-
дение разрывов решений зависит как от скорости, так и от плотности, если в качестве законов
сохранения выбраны (4.13) и (4.15), а не (4.13) и (1.1). Точно такая же ситуация с решени-
ем уравнения (4.6), которое представляет собой закон сохранения pt = −∇xH(p). Если при
построении обобщенного решения мы будем отталкиваться от пары (4.13), (4.6), мы получим
другой результат, чем если бы мы отталкивались от (4.13) и (4.15).
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