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Рассматривается обобщенный нестационарный пример Понтрягина при одинаковых динамических и

инерционных возможностях игроков и фазовыми ограничениями на состояния убегающего. Граница фа-

зовых ограничений не является “линией смерти” для убегающего. Множество допустимых управлений

— шар с центром в нуле, терминальные множества — начало координат. Получены достаточные условия

многократной поимки группой преследователей одного убегающего при условии, что некоторые функции,

отвечающие начальным данным и параметрам игры, являются рекуррентными.
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N. N.Petrov, N.A. Solov’eva. Multiple capture in Pontryagin’s recursive example with phase constraints.

We consider Pontryagin’s generalized nonstationary example with identical dynamic and inertial capabilities

of the players and state constraints on the evader’s states. The boundary of the phase constraints is not a “death

line” for the evader. The set of admissible controls is a ball centered at the origin, and the terminal sets are the

origin. We obtain sufficient conditions for a multiple capture of one evader by a group of pursuers in the case

when some functions corresponding to the initial data and parameters of the game are recursive.
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Введение

Рассматривается обобщенный нестационарный пример Л.С.Понтрягина [1–6] со многими
участниками при одинаковых динамических и инерционных возможностях всех игроков. За-
дача простого группового преследования с равными возможностями всех участников впервые
рассматривалась Б.Н.Пшеничным [7], были получены необходимые и достаточные условия
поимки одного убегающего. Однократная поимка в примере Понтрягина рассматривалась, в
частности, в работах [8–10].

Для задачи с простым движением и равными возможностями всех участников Н.Л. Гри-
горенко [11] были представлены необходимые и достаточные условия многократной поим-
ки. Одновременная многократная поимка в задаче простого преследования рассматривалась
А.И.Благодатских [12]. В работе [13] Н.Н.Петровым получены достаточные условия много-
кратной поимки в стационарном примере Понтрягина с фазовыми ограничениями. В работе
А.И.Благодатских [14] получены достаточные условия многократной поимки в нестационар-
ном примере Понтрягина при условии, что некоторые функции являются почти-периодичес-
кими, а терминальные множества — начало координат.

В данной работе рассматривается задача преследования группой преследователей одного
убегающего при равных динамических и инерционных возможностях игроков. Предполагает-
ся, что убегающий в процессе игры не покидает пределы выпуклого многогранного множества,
терминальные множества — начало координат. При условии, что некоторые функции, опре-
деляемые начальными условиями и параметрами игры, являются рекуррентными, получены
достаточные условия разрешимости задачи преследования. Работа примыкает к исследовани-
ям [15–17].

1Работа выполнена при поддержке Минобранауки в рамках базовой части.



Многократная поимка в рекуррентном примере Л.С.Понтрягина 179

1. Постановка задачи

В пространстве R
k (k ≥ 2) рассматривается дифференциальная игра Γ(n,B) n + 1 лиц:

n преследователей P1, P2, . . . , Pn и убегающий E.
Движение каждого преследователя Pi описывается уравнением

x
(l)
i + a1(t)x

(l−1)
i + a2(t)x

(l−2)
i + . . .+ al(t)xi = ui, ui ∈ V, (1.1)

закон движения убегающего E имеет вид

y(l) + a1(t)y
(l−1) + a2(t)y

(l−2) + . . .+ al(t)y = v, v ∈ V, (1.2)

где xi, yj , ui, vj ∈ R
k, функции a1(t), a2(t), . . . , al(t) непрерывны на промежутке [t0,∞), V —

выпуклый компакт. В момент t = t0 заданы начальные условия

x
(q)
i (t0) = xqi , y(q)(t0) = yq, причем x0i − y0 6= 0 для всех i. (1.3)

Здесь и далее i ∈ I = {1, 2, . . . , n}, q = 0, 1, . . . , l − 1.
Дополнительно предполагается, что убегающий не покидает пределы выпуклого множе-

ства
B = {y : y ∈ R

k, (pc, y) ≤ µc, c = 1, 2, . . . , r}
с непустой внутренностью, где (a, b) — скалярное произведение векторов a и b, p1, . . . , pr —
единичные векторы R

k, µ1, . . . , µr — вещественные числа.
Вместо (1.1)–(1.3) рассмотрим уравнение

z
(l)
i + a1(t)z

(l−1)
i + a2(t)z

(l−2)
i + . . .+ al(t)zi = ui − v (1.4)

с начальными условиями

z
(q)
i (t0) = zqi = xqi − yq. (1.5)

Через ϕq(t, s) (t ≥ s ≥ t0) обозначим решение уравнения

ω(l) + a1(t)ω
(l−1) + a2(t)ω

(l−2) + . . .+ al(t)ω = 0

с начальными условиями

ω(s) = 0, . . . , ω(q−1)(s) = 0, ω(q)(s) = 1, ω(q+1)(s) = 0, . . . , ω(l−1)(s) = 0.

Пусть далее
ξi(t) = ϕ0(t, t0)z

0
i + ϕ1(t, t0)z

1
i + . . .+ ϕl−1(t, t0)z

l−1
i ,

η(t) = ϕ0(t, t0)y
0 + ϕ1(t, t0)y

1 + . . .+ ϕl−1(t, t0)y
l−1.

Считаем, что ξi(t) 6= 0 для всех i, t ≥ t0, ибо если ξi(τ) = 0 при некоторых i, τ, то преследова-
тель Pi ловит убегающего E, полагая ui(t) = v(t).

О п р е д е л е н и е 1. Будем говорить, что задана квазистратегия Ui преследователя Pi,
если определено отображение Ui(t, z

0, vt(·)), ставящее в соответствие начальному состоянию z0,
моменту t и произвольной предыстории управления vt(·) убегающего E такой, что y(t) ∈ D
для всех t ≥ t0, измеримую функцию ui(t) со значениями в V.

О п р е д е л е н и е 2. В игре Γ(n,D) происходит m-кратная поимка (при m = 1 поимка),
если существуют момент T (z0), квазистратегии U1(t, z

0, vt(·)), . . . , Un(t, z
0, vt(·)) преследовате-

лей P1, . . . , Pn такие, что для любой измеримой функции v(·), v(t) ∈ V, y(t) ∈ D, t ∈ [t0, T (z
0)]

существуют моменты τ1, . . . , τm ∈ [t0, T (z
0)], попарно различные индексы i1, . . . , im ∈ I, такие,

что zis(τs) = 0, s = 1, . . . ,m.
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О п р е д е л е н и е 3 [18]. Функция f : R1 → R
k называется рекуррентной, если для

любого ε > 0 существует T (ε) > 0 такое, что для любых a, t ∈ R
1 существует τ(t) ∈ [a, a+T (ε)]

для которых справедливо неравенство ‖f(t+ τ(t))− f(t)‖ < ε.

Функция f : [t0,∞) → R
k называется рекуррентной на [t0,∞), если существует рекуррент-

ная функция F : R1 → R
k такая, что f(t) = F (t) для всех t ∈ [t0,∞).

Обозначим через IntX, coX внутренность и выпуклую оболочку множества X,

Ω(p) = {(i1, . . . , ip)|i1, . . . , ip ∈ I и попарно различны},

r(t, s) =







1, если ϕl−1(t, s) ≥ 0,

−1, если ϕl−1(t, s) < 0,
(t0 ≤ s ≤ t),

λ(v, µ, bi) = sup{λ ≥ 0 | − λµbi ∩ (V − v) 6= ∅},

Gi(t, v(·), bi) =
t

∫

t0

|ϕl−1(t, s)|λ(v(s), r(t, s), bi))ds, F (t) =

t
∫

t0

|ϕl−1(t, s)|ds.

2. Условия поимки

Предположение 1. 1. n ≥ m+ k − 1.
2. Функции ξi(t) являются рекуррентными на [t0,∞).
3. Функция η(t) ограничена на [t0,∞).
4. lim

t→∞
F (t) = ∞.

5. V = D1(0), где Dr(a) = {z ∈ R
k | ‖z − a‖ ≤ r}.

Отметим, что условие 2 будет, в частности, выполнено, если функции ai(t) являются посто-
янными, а корни характеристического уравнения (1.4) являются простыми и чисто мнимыми.

Предположение 2. Существуют моменты τ0i ∈ [t0,∞) такие, что для всех

Λ ∈ Ω(n−m+ 1) выполнено включение

0 ∈ Intco{ξj(τ0j ), j ∈ Λ, p1, . . . , pr}.

Лемма 1. Пусть выполнено предположение 2. Тогда существуют ε > 0, T (ε) > 0 для

которых справедливы следующие утверждения:
1. 0 /∈ Dε(ξi(τ

0
i )) и каждый набор h = (h1, . . . , hn), hi ∈ Dε(ξi(τ

0
i )), обладает свойством

0 ∈ Intco{hj , j ∈ Λ, p1, . . . , pr} для всех Λ ∈ Ω(n−m+ 1).

2. Для каждого t ≥ t0 найдется момент τi(t) ∈ [t, t+T (ε)] такой, что ξi(τi(t)) ∈ Dε(ξi(τ
0
i )).

Справедливость первого утверждения следует из свойства открытых множеств, а справед-
ливость второго утверждения — из свойства рекуррентных функций.

Выберем и зафиксируем ε > 0, T (ε) > 0 так, чтобы имели место утверждения леммы 1.
Обозначим через

D = Dε(ξ1(τ
0
1 ))×Dε(ξ2(τ

0
2 ))× · · · ×Dε(ξn(τ

0
n)),

δ = min
h∈D

min
r∈{−1,1}

min
v∈V

max
{

max
Λ∈Ω(m)

min
j∈Λ

λ(v, r, hj),max
s

(ps, v)
}

.

Лемма 2. Пусть b1, . . . , bn ∈ R
k, bj 6= 0, V = D1(0). В этом случае

0 ∈ Intco{b1, . . . , bn, p1, . . . , pr} (2.1)

тогда и только тогда, когда

δ0 = min
v∈V

max
{

max
j

λ(v, 1, bj),max
s

(ps, v)
}

> 0.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть выполнено условие (2.1). Предположим, что δ0 = 0. Тогда
существует v0 ∈ V для которого λ(v0, 1, bj) = 0, (ps, v0) ≤ 0 для всех j, s. Так как [4, c. 56]

λ(v, 1, bj) =
(bj, v) +

√

(bj, v)2 + ‖bj‖2(1− ‖v‖2)
‖bj‖2

,

то получаем, что ‖v0‖ = 1 и для всех j верно неравенство (bj , v0) ≤ 0. Следовательно, множе-
ство co{b1, . . . , bn, p1, . . . , pr} отделимо от нуля. Получили противоречие.

Пусть δ0 > 0. Докажем (2.1). Предположим, что условие (2.1) не выполняется. Тогда мно-
жество co{b1, . . . , bn, p1, . . . , pr} отделимо от нуля. Поэтому существует v0 ∈ V, ‖v0‖ = 1 и такой,
что (bj , v0) ≤ 0, (ps, v0) ≤ 0 для всех j, s. Отсюда δ0 = 0. Получили противоречие. Лемма
доказана.

Лемма 3. Пусть V = D1(0) и выполнено предположение 2. Тогда δ > 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Возьмем h ∈ D. Пусть

δ+(h) = min
v∈V

max
Λ∈Ω(m)

min
j∈Λ

λ(v,+1, hj),

δ−(h) = min
v∈V

max
Λ∈Ω(m)

min
j∈Λ

λ(v,−1, hj).

Докажем, что δ+(h) > 0, δ−(h) > 0. Предположим, что δ+(h) = 0. Тогда существует v ∈ V,
что для каждого Λ ∈ Ω(m) найдется номер p ∈ Λ, для которого λ(v,+1, hp) = 0 и, кроме того,
max

s
(ps, v) ≤ 0. Построим множество Λ0 ∈ Ω(n − m + 1) по следующему правилу. Выберем

p1 ∈ L1 = {1, 2, . . . ,m} ∈ Ω(m) и hp1 — из условия λ(v, 1, hp1) = 0, p2 ∈ L2 =
(

L1 ∪ {m +
1}
)

\{p1} и hp2 — из условия λ(v, 1, hp2) = 0 и так далее. На последнем шаге построим мно-
жество Ln−m+1 =

(

Ln−m ∪ {n}
)

\{pn−m} и выберем pn−m+1 ∈ Ln−m+1 и hpn−m+1
, для которых

λ(v, 1, hn−m+1) = 0. По построению множества Λ0 имеем max{max
j∈Λ0

λ(v, 1, hj),max
s

(ps, v)} = 0.

Поэтому из леммы 2 следует, что 0 /∈ Intco{hj , j ∈ Λ0, p1, . . . pr}, что противоречит пред-
положению 1. Значит, δ+(h) > 0 для всех h ∈ D. Аналогично доказывается, что δ−(h) > 0
для всех h ∈ D. Так как V — строго выпуклый компакт с гладкой границей, то в силу лем-
мы 1.3.13 [4, c. 30] функции λ(v,±1, h) непрерывны по (v, h). Осталось применить теорему
Вейерштрасса. Лемма доказана.

Лемма 4. Пусть b1, . . . , bn ∈ R
k, n ≥ k, выполнено включение (2.1) и b1, . . . , bk линейно

независимы. Тогда существуют такие p ∈ R
k, µ ∈ R

1, что B ⊂ B1 = {z | (p, z) ≤ µ} и

0 ∈ Intco{b1, . . . , bn, p}.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Из соотношения (2.1) [19] следует, что существуют αi > 0, βj > 0

такие, что 0 = α1b1 + · · ·+αnbn + β1p1 + · · ·+ βrpr. Пусть x ∈ R
k. Тогда существуют γ1, . . . , γk

такие, что x = γ1x1 + · · ·+ γkxk. Поэтому при любом d ∈ R
1 справедливо равенство

x = γ1x1 + · · ·+ γkxk + d(α1b1 + · · · + αnbn + β1p1 + · · ·+ βrpr).

Полагаем p = β1p1 + · · · + βrpr. Возьмем d > 0 таким, чтобы для всех i выполнялись нера-
венства γi + dαi > 0. Получаем x = γ01b1 + · · · + γ0nbn + dp, причем γ0i > 0. Следовательно,
0 ∈ Intco{b1, . . . , bn, p} [19]. Рассмотрим множество B1 = {x | (p, x) ≤ µ}, где µ = β1µ1+. . . βrµr.
Тогда B ⊂ B1. Лемма доказана.

Лемма 5. Пусть V = D1(0), b1, . . . , bn ∈ R
k, n ≥ m + k − 1, и выполнены следующие

условия:
1. 0 ∈ Intco{bj , j ∈ Λ, p1, . . . , pr} для любого Λ ∈ Ω(n−m+ 1).
2. min

v∈coV1

max
s

(ps, v) > 0, где V1 = {v ∈ V | max
J∈Ω(m)

min
j∈J

λ(v, 1, bj) = 0}.

Тогда существуют p ∈ R
k, µ ∈ R

1 такие, что:
1. B ⊂ B1 = {z ∈ R

k | (p, z) ≤ µ}.
2. 0 ∈ Intco{bj , j ∈ Λ, p} для всех Λ ∈ Ω(n−m+ 1).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. По теореме Боннебласта, Карлина, Шепли [20, c. 33] существуют
неотрицательные вещественные числа γ1, . . . , γs, γ1+ · · ·+ γs = 1 такие, что верно неравенство
inf

v∈coV1

∑r
s=1 γs(ps, v) > 0. Полагаем p = γ1p1 + · · · + γsps, µ = γ1µ1 + · · · + γsµs. Считаем, что

p 6= 0. Получаем B ⊂ B1 = {z | (p, z) ≤ µ} и (p, v) > 0 для всех v ∈ co V1. Докажем далее
второе утверждение леммы. Предположим, что существует Λ0 ∈ Ω(n − m + 1) для которого
0 /∈ Intco{bj , j ∈ Λ0, p}. Тогда в силу леммы 2

min
v∈V

max{max
j∈Λ0

λ(v, 1, bj), (p, v)} = 0.

Следовательно, существует v0 ∈ V , для которого max
j∈Λ0

λ(v0, 1, bj) = 0, (p, v0) ≤ 0. Поэтому

λ(v0, 1, bj) = 0 для всех j ∈ Λ0. Отсюда для любого J ∈ Ω(m) min
j∈J

λ(v0, 1, bj) = 0. Следо-

вательно, max
J∈Ω(m)

min
j

λ(v0, 1, bj) = 0. Получили, что v0 ∈ V1 и поэтому (p, v0) > 0. Получили

противоречие. Лемма доказана.

Лемма 6. Пусть выполнены предположения 1, 2, r = 1. Тогда существует момент

T > t0 такой, что для любого допустимого управления v(·) убегающего E, любого набора

h ∈ D найдется такое множество Λ ∈ Ω(m), что

min
j∈Λ

Gj(T, v(·), hj) ≥ 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть h ∈ D. Тогда в силу леммы 3 δ > 0. Так как управле-
ние v(t) убегающего E допустимо, то для всех t ≥ t0 справедливо неравенство (p1, y(t)) ≤ µ1.
Отсюда

t
∫

t0

ϕl−1(t, s)(p1, v(s)) ds ≤ µ(t) = µ1 − (p1, η(t)).

Определим множества

T+(t) = {τ : τ ∈ [t0, t], ϕl−1(t, τ) ≥ 0}, T−(t) = {τ : τ ∈ [t0, t], ϕl−1(t, τ) < 0},
T+
1 (t) = {τ : τ ∈ T+(t), (p1, v(τ)) ≥ δ}, T+

2 (t) = {τ : τ ∈ T+(t), (p1, v(τ)) < δ},
T−
1 (t) = {τ : τ ∈ T−(t), (−p1, v(τ)) ≥ δ}, T−

2 (t) = {τ : τ ∈ T−(t), (−p1, v(τ)) < δ}.

Тогда

t
∫

t0

ϕl−1(t, s)(p1, v(s)) ds =

∫

T+(t)

ϕl−1(t, s)(p1, v(s)) ds +

∫

T−(t)

(−ϕl−1(t, s))(−p1, v(s)) ds

=

∫

T+

1
(t)

ϕl−1(t, s)(p1, v(s)) ds +

∫

T+

2
(t)

ϕl−1(t, s)(p1, v(s)) ds +

∫

T−

1
(t)

(−ϕl−1(t, s))(−p1, v(s)) ds

+

∫

T−

2
(t)

(−ϕl−1(t, s))(−p1, v(s)) ds ≥ δ

∫

T+

1
(t)

ϕl−1(t, s) ds −
∫

T+

2
(t)

ϕl−1(t, s) ds

+ δ

∫

T−

1
(t)

(−ϕl−1(t, s)) ds −
∫

T−

2
(t)

(−ϕl−1(t, s)) ds = δ

∫

T+

1
(t)∪T−

1
(t)

|ϕl−1(t, s)| ds −
∫

T+

2
(t)∪T−

2
(t)

|ϕl−1(t, s)| ds.
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Получаем

δ

∫

T+

1
(t)∪T−

1
(t)

|ϕl−1(t, s)| ds −
∫

T+

2
(t)∪T−

2
(t)

|ϕl−1(t, s)| ds ≤ µ(t),

∫

T+

1
(t)∪T−

1
(t)

|ϕl−1(t, s)| ds +

∫

T+

2
(t)∪T−

2
(t)

|ϕl−1(t, s)| ds = F (t).

Из последних двух соотношений следует, что

∫

T+

2
(t)∪T−

2
(t)

|ϕl−1(t, s)| ds ≥ δF (t) − µ(t)

1 + δ
.

Далее имеем

max
Λ∈Ω(m)

min
j∈Λ

Gj(t, v(·), hj) = max
Λ∈Ω(m)

min
j∈Λ

t
∫

t0

|ϕl−1(t, s)|λ(v(s), r(t, s), hj) ds

≥ max
Λ∈Ω(m)

t
∫

t0

|ϕl−1(t, s)|min
j∈Λ

λ(v(s), r(t, s), hj)ds

≥ 1

Cm
n

t
∫

t0

|ϕl−1(t, s)|
∑

Λ∈Ω(m)

(

min
j∈Λ

λ(v(s), r(t, s), hj)
)

ds

≥ 1

Cm
n

t
∫

t0

|ϕl−1(t, s)| max
Λ∈Ω(m)

min
j∈Λ

λ(v(s), r(t, s), hj)ds

≥ 1

Cm
n

∫

T+

1
(t)∪T−

1
(t)

|ϕl−1(t, s)| max
Λ∈Ω(m)

min
j∈Λ

λ(v(s), r(t, s), hj)ds

≥ δ

Cm
n

∫

T+

1
(t)∪T−

1
(t)

|ϕl−1(t, s)|ds ≥ δ

Cm
n

[δF (t) − µ(t)

1 + δ

]

.

Так как F (t) → ∞, µ(t) ограничена, то существует момент T такой, что
δ

Cm
n

[δF (t) − µ(t)

1 + δ

]

≥ 1

для всех t ≥ T, откуда получаем требуемое утверждение. Лемма доказана.

Определим число

T0 = min{t ≥ t0 | min
v(·)

min
h∈D

max
Λ∈Ω(m)

min
j∈Λ

Gj(t, v(·), hj ) ≥ 1}.

В силу леммы 6 T0 < +∞.

Предположение 3. Существуют моменты τi ≥ T0 такие, что:
1. ξi(τi) ∈ Dε(ξi(τ

0
i )) для всех i.

2. inf
v(·)

max
Λ∈Ω(m)

min
j∈Λ

Gj(τj, v(·), ξj(τj)) ≥ 1.

З а м е ч а н и е 1. a) существование τi в п. 1 предположения 3 гарантировано предполо-
жением о рекуррентности функций ξi(t);

b) если в предположении 3 все τi = τ, то п. 2 данного предположения выполнен автомати-
чески в силу леммы 6.
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Теорема 1. Пусть выполнены предположения 1, 2, 3, r = 1. Тогда в игре Γ(n,B) проис-

ходит m-кратная поимка.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть τj — моменты, удовлетворяющие предположению 3, v(s),
s ∈ [t0, T1] — произвольное допустимое управление убегающего E, где T1 = max

i
τi. Рассмотрим

функцию

H(t) = 1− max
Λ∈Ω(m)

min
j∈Λ

t
∫

t0

|ϕl−1(τj , s)|λ(v(s), r(τj , s), ξj(τj))ds.

Обозначим через τ0 ≥ t0 — первый корень данной функции. Отметим, что момент τ0 существу-
ет в силу предположения 3. Кроме того, существует множество Λ0 ∈ Ω(m) такое, что τ0 ≤ τj
для всех j ∈ Λ0 и

1−min
j∈Λ

τ0
∫

t0

|ϕl−1(τj , s)|λ(v(s), r(τj , s), ξj(τj))ds ≤ 0

для всех j ∈ Λ0. Поэтому существуют моменты tj ≤ τ0, j ∈ Λ0, для которых

1−
tj
∫

t0

|ϕl−1(τj , s)|λ(v(s), r(τj , s), ξj(τj))ds = 0. (2.2)

Для j /∈ Λ0 также обозначим через tj моменты времени, для которых выполнено условие (2.2),
если такие моменты существуют. В силу леммы Филиппова [21] для каждого i существуют
измеримые функции ui(s), s ∈ [t0, T1], являющиеся при каждом фиксированном s решением
уравнения

λ(v(s), r(τi, s), ξi(τi))ξi(τi) = ui − v(s).

Задаем управления преследователей Pi, полагая ui(t) = v(t) − λ
(

v(t), r(τi, t), ξi(τi)
)

ξi(τi),
t ∈ [t0,min{ti, T1}], ui(t) = v(t), t ∈ (min{ti, T1}, T1]. Тогда

zi(τi) = ξi(τi) +

τi
∫

t0

ϕ(τi, s)(ui(s)− v(s))ds = ξi(τi)−
τi
∫

t0

|ϕl−1(τi, s)|λ
(

v(s), r(τi, s), ξi(τi)
)

ξi(τi)ds

= ξi(τi)(1−
ti
∫

t0

|ϕl−1(τi, s)|λ(v(s), r(τi, s), ξi(τi))ds.

Из (2.2) следует, что zj(τj) = 0 для всех j ∈ Λ0. Теорема доказана.

Теорема 2. Пусть m = 1 и выполнены предположения 1, 2, 3. Тогда в игре Γ(n,B) про-

исходит поимка.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из предположения 2 и леммы 4 следует, что существуют p ∈ R
k,

µ ∈ R
1 такие, что

0 ∈ Intco{ξi(τ0i ), i ∈ I, p} и B ⊂ B1 = {z | (p, z) ≤ µ}.

Из теоремы 1 следует, что в игре Γ(n,B1) происходит поимка. Поэтому поимка происходит и
в игре Γ(n,B). Теорема доказана.

Предположение 4. Существуют p ∈ R
k, µ ∈ R

1, моменты τ0i ∈ [t0,∞) такие, что:
1. B ⊂ B1 = {z | (p, z) ≤ µ}.
2. Для всех Λ ∈ Ω(n−m+ 1) выполнено включение 0 ∈ Intco{ξj(τ0j ), j ∈ Λ, p}.
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З а м е ч а н и е 2. Если выполнены предположение 2 и условия леммы 5, то предполо-
жение 4 выполнено.

Теорема 3. Пусть выполнены предположения 1, 3, 4. Тогда в игре Γ(n,B) происходит

m-кратная поимка.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из условия теоремы и теоремы 1 следует, что m-кратная поимка
происходит в игре Γ(n,B1). Следовательно, поимка произойдет и в игре Γ(n,B).

3. Примеры

П р и м е р 1. Пусть r = 1, система (1.4), (1.5) имеет вид

żi = ui − v, zi(0) = z0i .

Утверждение 1. Пусть V = D1(0) и 0 ∈ Intco{z0j , j ∈ Λ, p1} для всех Λ ∈ Ω(n −m+ 1).
Тогда в игре Γ(n,B) происходит m-кратная поимка.

П р и м е р 2. Пусть в системе (1.4), (1.5) l = 1, t0 = 0, функция a1(t) имеет вид

a1(t) =

{

0, если t ∈ [0, 2π],

sin t, если t > 2π.

Тогда функция ϕ0(t) имеет вид

ϕ0(t) =

{

1, если t ∈ [0, 2π],

e1−cos t, если t > 2π.

Функция ϕ0(t) является рекуррентной, но не является почти-периодической [18]. Предполо-
жение 1 выполнено.

Утверждение 2. Пусть V = D1(0), m = 1, n ≥ k,

0 ∈ Intco{z0i , i ∈ I, p1, . . . , pr}.

Тогда в игре Γ(n,B) происходит поимка.

П р и м е р 3. Пусть система (1.4) имеет вид

z̈i +
2

3t
żi +

1

9t2/3
zi = ui − v,

причем t0 = 8π2. Тогда

ϕ0(t, s) = cos(
3
√
t− 3

√
s), ϕ1(t, s) = 3s2/3 sin(

3
√
t− 3

√
s),

ξi(t) = z0i cos(
3
√
t) + 12π2z1i sin(

3
√
t).

Рекуррентность функций ξi(t) следует из результатов работы [18].

Утверждение 3. Пусть V = D1(0), n ≥ m+k−1 и выполнены предположения 3, 4. Тогда

в игре Γ(n,B) происходит m-кратная поимка.

Взяв в качестве τ0i = t0 = 8π2, получаем, что справедливо

Утверждение 4. Пусть V = D1(0), m = 1, n ≥ k, и

0 ∈ Intco{z0i , i ∈ I, p1, . . . , pr}.

Тогда в игре Γ(n,B) происходит поимка.
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