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Рассматривается задача оптимального быстродействия для сингулярно возмущенной линейной авто-

номной системы. Основное отличие от ранее исследованных систем с быстрыми и медленными переменны-

ми заключается в том, что в данном случае система для быстрых переменных не является асимптотически

устойчивой. Строится асимптотика времени быстродействия и оптимального управления относительно

малого параметра при производных в уравнениях системы.
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Введение

Рассматривается задача о быстродействии [1–4] для одной линейной системы с быстрыми и
медленными переменными [5–9] и гладкими геометрическими ограничениями на управление.
Строится асимптотика времени быстродействия и оптимального управления. В отличие от ра-
нее исследованных систем с быстрыми и медленными переменными в данном случае система
для быстрых переменных не является асимптотически устойчивой. В настоящей работе исполь-
зуются методы, развитые в работах [10; 11]. Асимптотика времени быстродействия в данной
задаче даже в случае общего положения носит сложный характер, аналогичный асимптотике
из работ [10; 11].

1. Постановка задачи

Рассмотрим задачу о быстродействии для линейной автономной системы с быстрыми и
медленными переменными в классе кусочно-непрерывных управлений с гладкими геометри-

1Работа выполнена при частичной поддержке РФФИ (проект 14-01-00322), программы УрО РАН
“Современные проблемы алгебры, анализа и теории динамических систем с приложениями к управле-
нию сложными объектами” (проект “Разработка новых аналитических, численных и асимптотических
методов исследования задач математической физики и приложения к обработке сигналов”) и Програм-
мы повышения конкурентоспособности ведущих университетов РФ (Соглашение с Минобрнауки РФ
02.А03.21.0006 от 27 августа 2013 г.).
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ческими ограничениями:




ẋ = A12y +A13z, x ∈ R
n, y ∈ R

m, z ∈ R
k,

ε2ẏ = A22y +B1u, u ∈ R
r, r > 2,

ε2ż = B2u, ‖u‖ 6 1,

x(0) = x0, y(0) = y0, z(0) = z0, 0 < ε ≪ 1,

x(Tε) = 0, y(Tε) = 0, z(Tε) = 0, Tε −→ min .

(1.1)

Здесь и далее ‖·‖ — евклидова норма, а 〈· , ·〉 — скалярное произведение в рассматриваемых
конечномерных пространствах.

Задача (1.1) есть задача быстродействия с быстрыми и медленными переменными. Основ-
ное отличие рассматриваемой задачи состоит в том, что некоторые собственные числа матри-
цы при быстрых переменных равны нулю и тем самым нарушено стандартное условие (см.[8])
асимптотической устойчивости этой матрицы.

Предположение 1. Re σ(A22) < 0.

Предположение 2. Система (A22, B1) вполне управляема.

Аналогично [12] перейдем в задаче (1.1) к новому времени τ := t/ε и переобозначим x(ετ),
y(ετ), εz(ετ), u(ετ) и Tε/ε через x(τ), y(τ), z(τ), u(τ) и θε соответственно. Тогда задача (1.1)
примет следующий вид:





ẋ = εA12y +A13z, x ∈ R
n, y ∈ R

m, z ∈ R
k,

εẏ = A22y +B1u, u ∈ R
r, r > 2,

ż = B2u, ‖u‖ 6 1,

x(0) = x0, y(0) = y0, z(0) = εz0, 0 < ε ≪ 1,

x(θε) = 0, y(θε) = 0, z(θε) = 0, θε −→ min .

(1.2)

Естественно предположить, что, как и в [12], предельной для (1.2) будет задача





ẋ = A13z, x ∈ R
n, z ∈ R

k,

ż = B2u, u ∈ R
r, r > 2, ‖u‖ 6 1,

x(0) = x0, z(0) = 0,

x(θε) = 0, z(θε) = 0, θε −→ min,

(1.3)

получающаяся из задачи (1.2), если положить ε = 0.

Предположение 3. rankB2 = r.

Предположение 4. Управляемая система из задачи (1.3) вполне управляема.

Отметим, что из предположения 3 следует, что r 6 k.
Предположение 4 в силу критерия вполне управляемости Калмана (см, например, [3]) в

данном случае имеет вид

n+ k = rank

(
0 A13B2

B2 0

)
= rank (A13B2) + rankB2. (1.4)

Поскольку rank (A13B2) 6 n, а rankB2 = r 6 k, то из (1.4) получим

rank (A13B2) = rankA13 = n 6 k, r = k. (1.5)
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Тем самым матрица B2 обратима, а

KerA∗
13 = {0}. (1.6)

Поэтому, не ограничивая общности (переходя от z к B−1
2 z и от A12 к A12B2), можно считать,

что B2 = Ik — единичный оператор в пространстве R
k. Таким образом, в дальнейшем мы будем

рассматривать задачу




ẋ = εA12y +A13z, x ∈ R
n, y ∈ R

m, z ∈ R
k,

εẏ = A22y +Bu, u ∈ R
k, r > 2, B :=B1,

ż = Iku, ‖u‖ 6 1,

x(0) = x0, y(0) = y0, z(0) = εz0,

x(θε) = 0, y(θε) = 0, z(θε) = 0, θε −→ min

(1.7)

с “предельной” задачей




ẋ = A13z, x ∈ R
n, z ∈ R

k,

ż = Iku, u ∈ R
k, ‖u‖ 6 1,

x(0) = x0, z(0) = 0,

x(θε) = 0, z(θε) = 0, θε −→ min .

(1.8)

В матричной форме задачи (1.7) и (1.8) можно записать следующим образом:




ẇε = Aεw + Bεuε, w ∈ R
n+m+k,

‖uε‖ 6 1, uε ∈ R
k,

w(0) = (x∗0, y
∗
0, εz

∗
0)

∗, 0 < ε ≪ 1,

w(θε) = 0, θε −→ min,

(1.9)





v̇ = A0v + B0u0, v ∈ R
n+k,

‖u0‖ 6 1, u0 ∈ R
k,

v(0) = (x∗0, 0
∗)∗, 0 < ε ≪ 1,

v(θ0) = 0, θ0 −→ min,

(1.10)

где

w =




x
y
z


 , Aε =




0 εA12 A13

0 ε−1A22 0
0 0 0


 , Bε =




0
ε−1B
Ik


 , (1.11)

v =

(
x
z

)
, A0 =

(
0 A13

0 0

)
, B0 =

(
0
Ik

)
, (1.12)

In — единичная матрица порядка n; ∗ — знак операции транспонирования матриц (на векторы
x, y и z смотрим, как на векторы-столбцы).

Непосредственным вычислением получаем, что

eAετ =




In ε2A12A
−1
22

(
eA22τ/ε − Im

)
τA13

0 eA22τ/ε 0
0 0 Ik


 , (1.13)

eA0τ =

(
In τA13

0 Ik

)
. (1.14)

Для сокращения записи формул мы будем использовать обозначения

A :=A12A
−1
22 , Ex(η) := eA22η.
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2. Разрешимость задачи

Утверждение 1. Система (Aε,Bε) вполне управляема при любом ε > 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Воспользуемся условием, эквивалентным вполне управляемо-
сти:

B∗
εe

A∗

ε
τ l ≡ 0=⇒ l = 0.

В силу (1.11) и (1.13) получим

0 ≡ B∗
εe

A∗

ε
τ l = εB∗

(
Ex∗(τ/ε) − Im

)
A∗lx + τA∗

13lx + ε−1B∗Ex∗(τ/ε)ly + lz =⇒

τA∗
13lx + lz − εB∗A∗lx ≡ −εB∗Ex∗(τ/ε)A∗lx − ε−1B∗Ex∗(τ/ε)ly → 0 при τ → +∞.

Поэтому

A∗
13lx = 0

(1.6)
=⇒ lx = 0=⇒ lz = 0=⇒B∗Ex∗(τ/ε)ly ≡ 0

предп. 2
=⇒ ly = 0. �

Теорема 1. Задача (1.8) разрешима, и θ0 = 2
√

‖A∗
13(A13A∗

13)
−1x0‖.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу принципа максимума Понтрягина [1; 3], который в рас-
сматриваемом случае является необходимым и достаточным условием оптимальности, опти-
мальное управление в задаче (1.8) имеет вид

u0(τ) =
B∗
0e

(θ0−τ)A∗

0 l̃∥∥B∗
0e

(θ0−τ)A∗

0 l̃
∥∥ , l̃ ∈ R

n+k, (2.1)

где l̃ = (l̃∗x, l̃
∗
z)

∗ 6= 0 и

−eθ0A
∗

0

(
x0
0

)
=

θ0∫

0

eτA0B0B
∗
0e

τA∗

0 l̃
dτ∥∥B∗

0e
τA∗

0 l̃
∥∥ .

Последнее равенство в силу (1.12) и (1.14) записывается следующим образом:

−

(
x0
0

)
=

θ0∫

0

(
τ2A13A

∗
13 l̃x + τA13 l̃z

τA∗
13l̃x + l̃z

)
dτ

‖τA∗
13 l̃x + l̃z‖

. (2.2)

Будем искать l̃ 6= 0 в виде
l̃z = −λ0A

∗
13 l̃x, λ0 > 0. (2.3)

Отметим, что l̃x 6= 0 и λ0A
∗
13l̃x 6= 0 в силу (1.6).

Равенство (2.2) при этом распадется на два равенства

−x0 =
A13A

∗
13 l̃x

‖A∗
13 l̃x‖

θ0∫

0

τ(τ − λ0)

|τ − λ0|
dτ, 0 =

A∗
13 l̃x

‖A∗
13 l̃x‖

θ0∫

0

τ − λ0

|τ − λ0|
dτ. (2.4)

Из второго соотношения в (2.4) получим, что λ0 = θ0/2. При этом первое равенство в (2.4)
дает

−x0 =
A13A

∗
13 l̃x

‖A∗
13 l̃x‖

θ20
4
. (2.5)

Поскольку в силу (1.5) и (1.6) оператор A13A
∗
13 обратим, то

l̃x = −µQ−1x0, Q :=A13A
∗
13, µ > 0. (2.6)

Подставляя представление (2.6) в равенство (2.5) получаем θ20 = 4‖A∗
13Q

−1x0‖, а значение
параметра µ определяется условием нормировки.

Например, если ‖A∗
13 l̃x‖ = 1, то µ−1 = ‖A∗

13Q
−1x0‖. �
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Утверждение 2. Для задачи (1.8) представление оптимального управления в виде (2.1)
с нормированным вектором l̃ единственно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Справедливость утверждения будет непосредственно следовать
из [13, лемма 5], как только будет выполнено условие

(
∀ τ ∈ R (τA∗

13 l̃x,1 + l̃z,1) ‖ ((τA∗
13 l̃x,2 + l̃z,2)

)
=⇒

(
(l̃∗x,1, l̃

∗
z,1)

∗ ‖ (l̃∗x,2, l̃
∗
z,2)

∗
)
. (2.7)

Докажем, что свойство (2.7) выполняется. В силу [18, утверждение 3] из

∀ τ ∈ R (τA∗
13 l̃x,1 + l̃z,1) ‖ (τA∗

13 l̃x,2 + l̃z,2)

следует, что

(
A∗

13 l̃x,1
l̃z,1

)
=

(
A∗

13 0
0 Ik

)(
l̃x,1
l̃z,1

)∥∥∥
(

A∗
13 0
0 Ik

)(
l̃x,2
l̃z,2

)
=

(
A∗

13 l̃x,2
l̃z,2

)
.

Поскольку Ker

(
A∗

13 0
0 Ik

)
= {0}, то (l̃∗x,1, l̃

∗
z,1)

∗ ‖ (l̃∗x,2, l̃
∗
z,2)

∗. Тем самым свойство (2.7) спра-

ведливо. �

Теорема 2. Задача (1.7) разрешима при всех достаточно малых ε > 0. При этом

θε → θ0, а l(ε) → (l̃∗x, 0
∗, l̃∗z)

∗ при ε → +0,

где l(ε) = (lx(ε)
∗, ly(ε)

∗, lz(ε)
∗)∗ — нормированный вектор представления оптимального управ-

ления в задаче (1.7);

uε(τ) =
B∗
εe

(θε−τ)A∗

0 l(ε)∥∥B∗
εe

(θε−τ)A∗

ε l(ε)
∥∥ , l(ε) ∈ R

n+m+k, (2.8)

а l̃ = (l̃∗x, l̃
∗
z)

∗ — нормированный вектор из представления (2.1) оптимального управления в

задаче (1.8).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть матрица Ãε получается из Aε, если взять A12 = 0. Тогда
из (1.13) получим, что при любых ε > 0 и τ > 0

‖eAετ − eÃετ‖ 6 ε2‖A(Ex(τ/ε) − Im)‖ 6 Kε2

при некотором K, не зависящем от ε > 0 и τ > 0. Поэтому к задаче (1.7) применимы результаты
теорем 2 и 3 и следствие 1 работы [13]. �

3. Основная система уравнений и асимптотика ее решения

Вектор l(ε) (для сокращения записи будем опускать зависимость от ε) есть решение основ-
ного уравнения, аналогичного уравнению (2.2)

−




x0 − ε2Ay0 + εθεA13z0
0
εz0


 =

θε∫

0

Cε(τ)C
∗
ε (τ)l(ε)

dτ

‖C∗
ε (τ)l(ε)‖

+O
(
ε+∞

)
, ε → +0, (3.1)

где в силу (1.11) и (1.13)

Cε(τ) := eτAεBε =




εA
(
Ex(τ/ε) − Im

)
B + τA13

ε−1Ex(τ/ε)B
Ik


 . (3.2)
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Для нахождения асимптотики решения уравнения (3.1) в силу работ [10;11;14] достаточно
получить асимптотику интеграла из правой части (3.1) относительно малых добавок к пре-
дельному вектору l̃ и, потом, построить асимптотическое решение получившейся системы.

Для нахождения требуемой асимптотики указанного интеграла воспользуемся методом
вспомогательного параметра [15; 16].

Разобьем интеграл J :=

∫ θε

0
из (3.1) в сумму двух интегралов J = J1 + J2: J1 :=

∫ µ

0
,

J2 :=

∫ θε

µ
, где µ = εα, 0 < α < 1.

Получим асимптотическое разложение интеграла J2. При τ > µ имеем

C(τ)C∗(τ)l

=




τ2A13A
∗
13lx + τA13lz − ετ(ABA∗

13 +A13B
∗A∗)lx − εABlz + ε2ABB∗A∗lx

0
τA∗

13lx + lz − εB∗A∗lx




+ O
(
ε+∞

)
:=G(τ)G∗(τ)l + O

(
ε+∞

)
, ε → +0,

(3.3)

‖C∗(τ)l(ε)‖ = ‖τA∗
13l(ε)x + l(ε)z − εB∗A∗l(ε)x‖+ O

(
ε+∞

)
= ‖G∗(τ)l(ε)‖ + O

(
ε+∞

)
, ε → +0.

Поэтому, как и в [18], удобно искать l при специальной нормировке и в специальном виде.
Векторы l̃ и l нормируем условием

‖A∗
13 l̃x‖ = 1, ‖A∗

13lx‖ = 1. (3.4)

Введем новые малые неизвестные r, ρ, h, λ, ϑ (их зависимость от ε будем для сокращения
записи опускать) и один неизвестный вектор h0 по формулам

lx = l̃x + r, lz = −λ̃A∗
13lx + εB∗A∗lx + ρ, ρ⊥A∗

13lx,

ly = ε(h0 + h), θε = θ0 + ϑ, λ̃ = (λ0 + λ), β := ‖ρ‖.
(3.5)

В силу (3.5) имеем

‖G∗(τ)l‖ =

√
(τ − λ̃)2 + β2. (3.6)

Поскольку в окрестности τ = 0 подынтегральное выражение в J2 бесконечно дифференци-
руемо по τ , то для нахождения разложения всего интеграла J достаточно взять разложение
интеграла

J̃2 :=

θε∫

0

G(τ)G∗(τ)l
dτ

‖G∗(τ)l(ε)‖
.

В этом случае с учетом (3.3), (3.5) и (3.6) получим

J̃2 =




F0(ϑ, λ, β)V0 + F1(ϑ, λ, β)V1 + F2(ϑ, λ, β)V2

0
F1(ϑ, λ, β)A

∗
13lx + F0(ϑ, λ, β)ρ


 ,

V0 := λ̃A13ρ− εABρ−
β2

2
Qlx,

V1 := λ̃Qlx +A13ρ− εABA∗
13,

V2 :=
1

2
Qlx,

(3.7)
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где

F0(ϑ, λ, β) = ln

(
λ0 + ϑ− λ+

√
(λ0 + ϑ− λ)2 + β2

−λ0 − λ+
√

(λ0 + λ)2 + β2

)
;

F1(ϑ, λ, β) =
(λ0 + ϑ− λ)2 − (λ0 + λ)2√

(λ0 + ϑ−Gl)2 + β2 +
√

(λ0 + λ)2 + β2
;

F2(ϑ, λ, β) = (λ0 + ϑ− λ)
√

(λ0 + ϑ− λ)2 + β2 + (λ0 +Gl)
√

(λ0 +Gl)2 + β2.

При этом, если r, λ, β и ϑ достаточно малы, то функции F0, F1 и F2 можно представить в
следующем виде (напомним, что λ0 = θ0/2):

F0(ϑ, λ, β) = 2 ln
θ0
β

+
2ϑ

θ0
+

2β2

θ20
−

2

θ20
(λ2 + (ϑ− λ)2)+

0

F3 (ϑ, λ, β),

F1(ϑ, λ, β) = ϑ− 2λ+
1

F3 (ϑ, λ, β),

F2(ϑ, λ, β) =
θ20
2

+ θ0ϑ+ β2 + (ϑ− λ)2 + λ2+
2

F3 (ϑ, λ, β),

(3.8)

где
0

F3 (ϑ, λ, β),
1

F3 (ϑ, λ, β) и
2

F3 (ϑ, λ, β) — сходящиеся степенные ряды, начинающиеся с
третьей степени от своих аргументов, с известными коэффициентами.

Теперь рассмотрим асимптотику интеграла J1. Сделав замену τ := εη в этом интеграле,
получим

J1 = ε

µ/ε∫

0

C(εη)C∗(τ)l
dτ

‖C∗(εη)l‖
,

C∗(εη)l =
(
B∗Ex∗(η)h0 + l̃z

)

+
(
− λl̃x − (λ0 + λ)A∗

13r + ρ+ εB∗Ex∗(η)A∗lx + εηA∗
13lx +B∗Ex∗(η)h

)
=: q0(η) + q1(η). (3.9)

Поэтому

‖C∗(εη)l‖−1 =
1

‖q0‖

(
1 +

∞∑

i=1

γi
(2 < q0, q1 > +‖q1‖

2)i

‖q0‖i

)
, γ1 = −

1

2
. (3.10)

Поскольку

εC(εη)C∗(εη)l =




ε2AEx(η) − ε2AB + ε2ηA13

Ex(η)B
εIk


(q0(η) + q1(η)

)
, (3.11)

то компоненты интеграла распадаются на слагаемые двух различных видов

µ/ε∫

0

Ej(η)(l)dη

‖q0‖i
и

µ/ε∫

0

ηjDj(l)dη

‖q0‖i
,

где через Ej(η) обозначены известные экспоненциально убывающие при η → +∞ операторы,
а через Dj — известные операторы, не зависящие от η.

Отметим, что

µ/ε∫

0

Ej(η)(l)dη

‖q0‖i
=

+∞∫

0

Ej(η)(l)dη

‖q0‖i
+O

(
ε+∞

)
, ε → +0. Наконец,

µ/ε∫

0

ηjDj(l)dη

‖q0‖i
=

µ/ε∫

0

(
1

‖q0‖i
−

1

‖l̃z‖i

)
ηjDj(l)dη +

1

‖l̃z‖i

µ/ε∫

0

ηjDj(l)dη.
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Но первый интеграл в этой сумме имеет первый тип и сводится к интегралу по [0;+∞),
а второй дает слагаемые, которые сокращаются с аналогичными слагаемыми из интеграла
µ∫

0

GG∗l
dτ

‖G∗l‖
.

При этом в силу (3.1) и (3.2) неизвестный вектор h0 есть решение уравнения (отметим, что
вектор l̃z известен):

0 =

+∞∫

0

Ex(η)B
(
B∗Ex∗(η)h0 + l̃z

)

‖B∗Ex∗(η)h0 + l̃z‖
dη. (3.12)

Предположение 5. Уравнение (3.12) имеет решение.

Утверждение 3. Если A22 = −αIm, α > 0, то предположение 5 выполнено.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В этом случае h0 = −ν(BB∗)−1Bl̃z при некотором ν > 0. Пусть

f(ν) :=

+∞∫

0

(
− νe−2η + e−η

)

‖ − νe−2ηB∗(BB∗)−1B∗l̃z + l̃z‖
dη.

Тогда уравнение (3.12) имеет вид 0 = f(ν)Bl̃z. Если Bl̃z = 0, то h0 = 0. Если же Bl̃z 6= 0, то
и B∗(BB∗)−1B∗l̃z 6= 0. При этом f(0) = 1/(α‖l̃z‖) > 0, а f(ν) → −∞ при ν → +∞. Поэтому
существует ν0 такое, что f(ν0) = 0. �

Таким образом, необходимое разложение интеграла в (3.1) получено.

Система первого приближения для (3.1) в силу (3.7)–(3.11) имеет вид





−2εA13 z0 =
θ0
2
Qr1 + ϑ1Q l̃x + (ϑ1 − 2λ1)Q l̃x + 2 ln

θ0
β1

A13 ρ1,

0 = εP1 + λ1P2 +D1,r r1 +D1,ρ ρ1 +D1,h h1,

−εz0 = (ϑ1 − 2λ1)A
∗
13 l̃x + 2ρ1 ln

θ0
β1

,

0 = 〈A∗
13 l̃x, A

∗
13r1〉,

0 = 〈A∗
13 l̃x, ρ1〉.

(3.13)

Здесь P1, P2 — известные постоянные векторы, а D1,r, D1,ρ, D1,h — известные линейные опе-
раторы. В частности,

D1,hh =

+∞∫

0

Ex(η)B

‖q0(η)‖

(
q0(η)

‖q0(η)‖
〈B∗Ex∗(η)h, q0(η)〉 +B∗Ex∗(η)h

)
dη.

При h 6= 0 имеем

〈D1,hh, h〉 =

+∞∫

0

1

‖q0(η)‖

(
〈B∗Ex∗(η)h, q0(η)〉

2

‖q0(η)‖
+ ‖B∗Ex∗(η)h‖2

)
dη 6= 0.

Следовательно, (в силу предположения 2) KerD1,h = {0} и D1,h обратим. Умножая скалярно

первое и третье уравнения системы (3.13) на l̃x и A∗
13 l̃x соответственно, найдем

ϑ1 = −ε〈z0, A
∗
13 l̃x〉, λ1 = 0, r1 =

2ε

θ0
Q−1

(
〈A13 z0, l̃x〉 −A13 z0

)
.
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Далее, ρ1 удовлетворяет уравнению

2ρ1 ln
θ0
β1

= −εz0 + εA∗
13 l̃x 〈z0, A

∗
13 l̃x〉 =: εv0. (3.14)

Отметим, что v0 = 0⇐⇒A∗
13 l̃x ‖ z0

(2.6)
⇐⇒A∗

13Q
−1x0 ‖ z0.

Предположение 6.
A∗

13Q
−1x0 6‖ z0.

Предположение 6 соответствует случаю общего положения (т. е. сохраняется при малых
изменениях векторов).

Тем самым в уравнении (3.14) v0 6= 0 и β1 = ‖ρ1‖ удовлетворяет уравнению

2β1 ln
( θ0
β1

)
= ε‖v0‖. (3.15)

Обозначив δ :=β1/θ0 и ε̃ := ε‖v0‖/(2θ0), получаем уравнение δ ln(1/δ) = ε̃. Пусть W0(ε̃) —
функция, обратная к функции δ ln(1/δ) при малых δ . Тогда (см. [10; 11])

β1 = θ0W0

(ε‖v0‖
2θ0

)
=: W (ε) = o(ε), ε → 0. (3.16)

Отметим также, что в силу (3.15) и (3.16)

ε ln−1 θ0
β1

=
2

‖v0‖
β1, ln

θ0
β1

= ln θ0 + ln
1

W (ε)
=

2ε‖v0‖

W (ε)
.

Таким образом,

ρ1 = W (ε)P̃1, h1 = εD−1
1,hP̃2 +W (ε)D−1

1,hD1,ρ P̃1.

Далее, как и в [18], получаются асимптотические разложения для всех указанных величин
(3.4) и (3.5). Отметим, что в силу (3.1) для времени быстродействия поправка ϑ2 второго
порядка малости по ε будет иметь вид

ϑ2 = R2

(
ε,W (ε)

)
6≡ R2

(
ε, 1
)
,

где R2

(
ε,W (ε)

)
= O(ε2) — рациональная функция своих аргументов.

Вид всех разложений искомых величин подобен виду разложений в [10;11], и справедлива
следующая теорема.

Теорема 3. При выполнении предположений 1–6 время быстродействия Tε и компонен-

ты вектора l(ε) раскладываются в асимптотические ряды вида
∑

∞

k=0Rk

(
ε,W (ε)

)
, где Rk(·) —

рациональные функции своих аргументов и Rk

(
ε,W (ε)

)
= O(εk) при ε → +0. �
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