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В работе рассматриваются некорректно поставленные задачи локализации по зашумленным данным
разрывов первого рода (для функции одной переменной) и линий разрыва (для функции двух перемен-
ных). Авторами исследована дискретизация регулярных методов локализации, введены классы коррект-
ности и получены оценки точности аппроксимации особенностей и порога разделимости построенных алго-
ритмов. Показано, что дискретные алгоритмы локализации разрывов первого рода зашумленной функции
одной переменной оптимальны по порядку.
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Введение

Во многих прикладных областях возникает необходимость локализовать особенности (опре-
делить количество и положение) зашумленной функции одной или двух переменных. Изло-
жению алгоритмов локализации особенностей различных типов по зашумленным данным по-
священо большое количество литературы. Для функции одной переменной построение прак-
тических алгоритмов локализации разрывов первого рода можно найти в [1; 2] (см. также
обзор [3]). Для функции двух переменных, например, при обработке изображений, возникает
задача локализации линий, в окрестности которых измеряемая функция является гладкой, а
в каждой точке линии терпит разрыв первого рода (линии разрыва). Различные алгоритмы,
позволяющие выделять линии разрыва зашумленной функции двух переменных, и примеры
их применения можно найти, например, в [4; 5].

Проблема заключается в том, что обычно задача локализации особенностей по зашумлен-
ным данным является некорректно поставленной [6–8], поскольку количество и положения
особенностей известной зашумленной функции могут как угодно сильно отличаться от ис-
комых количества и положений особенностей точной функции. В работах авторов [3; 11–16]
построены регуляризующие методы, которые позволяют определить количество и аппроксими-
ровать положение разрывов первого рода функции одной переменной и линий разрыва функ-
ции двух переменных. Методы локализации заключаются в конструировании вспомогательной
функции, которая является сверткой зашумленной функции с усредняющей функцией, и в ее
исследовании с помощью порогового (корреляционного) метода. При численной реализации
метода локализации необходима дискретизация вычисления интеграла свертки и порогового

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 15-01-00629а) и программы президиума РАН
“Математическая теория управления”.



4 А.Л.Агеев, Т.В.Антонова

метода. Приближенное вычисление интегралов является хорошо разработанной стандартной
процедурой. Поэтому для упрощения изложения в статье без дополнительного обсуждения
предполагается, что в точках сетки вспомогательная функция вычислена приближенно с за-
данной точностью.

Основная цель настоящей работы заключается в дискретизации порогового метода иссле-
дования вспомогательной функции. Авторами показано, что при согласовании выбора шага
сетки с уровнем погрешности задания исходных данных оценки точности аппроксимации осо-
бенностей и порога разделимости для дискретного метода имеют тот же порядок, что и для
непрерывного метода [14; 15].

В первом разделе рассмотрена задача локализации разрывов первого рода зашумленной
функции одной переменной. Второй раздел посвящен задаче локализации линии разрыва за-
шумленной функции двух переменных.

1. Алгоритмы локализации разрывов первого рода

функции одной переменной

Рассмотрим функцию g, имеющую разрывы первого рода в точках xk, k = 1, 2, . . . , l, вне
которых функция достаточно гладкая и имеет соответствующие пределы g(xk + 0), g(xk − 0).
Обозначим скачок функции g в точке xk через ∆k = g(xk + 0)− g(xk − 0).

Определим множество MV функций g, удовлетворяющих следующим условиям:

(i) функция g ограничена на (−∞,+∞);

(ii) на любом отрезке [b, c] таком, что интервал (b, c) не содержит точек разрыва, функция g
абсолютно непрерывна;

(iii) функция g′ почти всюду ограничена на (−∞,+∞).

Начнем с постановки задачи локализации разрывов первого рода функции из множе-
ства MV. Договоримся везде далее под L1 и L2 понимать L1(−∞,+∞) и L2(−∞,+∞). Через
ess sup обозначим супремум почти всюду.

Постановка задачи. Пусть функция g ∈ MV. Требуется по функции gδ и уровню по-
грешности δ таким, что ‖g − gδ‖L2

≤ δ, определить число l и аппроксимировать положения
разрывов первого рода {xk}

l
1 с оценкой точности локализации.

Для получения оценок точности локализации необходима дополнительная априорная ин-
формация. Пусть для точной функции g известно:

(1) задано число ∆min > 0 такое, что min{|∆k| : k = 1, 2, . . . , l} ≥ ∆min;

(2) задано число r > 0 такое, что ess sups |g
′(s)| ≤ r.

В условии (2) число r без ограничения общности можно считать равным единице, что мы
и будем делать в дальнейшем. Множество функций g ∈MV, удовлетворяющих условиям (1),
(2), обозначим MMV .

Методы локализации [11–14] основаны на построении и исследовании вспомогательной
функции. Для построения вспомогательной функции в настоящей работе будем использовать
усредняющую функцию φ(t) из множества усредняющих функций ΦF, удовлетворяющих усло-
виям:

(a) φ ∈W 1
1 (−∞,+∞); |φ′(t)| ≤ C, C — константа;

(b) sup
t∈[−1,1]

|φ(t)| = φ(0) = 1;

(c) φ(t) = 0 для t /∈ [−1, 1].

Методы локализации, использующие усредняющие функции из множества ΦF, конструи-
ровались в работах [12–14]. Заметим, что для любой функции φ ∈ ΦF существуют константы
0 < τ < 1, a > 0 такие, что

a ≤ |φ(t)| ≤ 1 для t ∈ [−τ, τ ]. (1.1)
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Вспомогательная функция gδλ(x) вычисляется по формуле

gδλ(x) =

x+λ∫

x−λ

gδ(t)(φλ(x− t))′xdt, φλ(t) = φ(t/λ), λ > 0. (1.2)

Каждая усредняющая функция φ ∈ ΦF будет порождать метод локализации разрывов
первого рода для рассматриваемой задачи.

Сформулируем лемму 3 из работы [14].

Лемма 1. Пусть g ∈ MMV и зафиксирована функция φ ∈ ΦF . Тогда для любого λ > 0
существует непрерывная функция gδλ, задаваемая формулой (1.2), для которой в условиях

рассматриваемой задачи имеет место представление

gδλ(x) =
l∑

k=1

∆k · φλ(x− xk) + αλ(x) + ∆gδλ(x) (1.3)

с оценками

sup
x

|αλ(x)| ≤ A0λ, sup
x

|∆gδλ(x)| ≤ A1λ
−1/2δ,

где αλ(x) =

∫ x+λ

x−λ
g′(t)φλ(x− t)dt, A0 = ‖φ‖L1

, A1 = ‖φ′‖L2
.

Без ограничения общности будем считать, что точки разрыва xk, k = 1, 2, . . . , l, точной
функции g принадлежат известному отрезку [−d, d]. Введем параметр P = a∆min/2.

Пусть вместо функции gδλ вычисляется ее приближенное значение g̃δλ в точках равномерной
сетки xi на отрезке [−d−h, d+h] с шагом ∆x (h > 0 — малый параметр). Значения g̃δλ(x

i) вычис-
ляются по какой-либо формуле приближенного вычисления интегралов так, что выполняется
следующее условие аппроксимации интеграла при вычислении вспомогательной функции:

g̃δλ(x
i) = gδλ(x

i) + ∆g̃(xi), где max
xi

|∆g̃(xi)| ≤
P

8
. (1.4)

Необходимой точности можно достичь, уменьшая шаг сетки и/или используя формулу
приближенного вычисления интегралов более высокого порядка. Отметим, что сетка xi, на
которой вычисляется функция g̃δλ, может не совпадать с сеткой, которая используется для
приближенного вычисления интеграла свертки в (1.2).

Алгоритм локализации особенностей, приведенный ниже, по величинам g̃δλ(x
i) определяет

количество l точек разрыва xk точной функции g и находит приближения xδk, k = 1, 2, . . . , l.
Алгоритм в своей работе использует параметры λ,∆x, которые будут определены позже. Через
⌈·⌉ обозначим округление до целого в бо́льшую сторону: ⌈·⌉ = [ · ] + 1, квадратные скобки [ · ]
здесь означают целую часть числа.

А л г о р и т м Π∆. Положим начальное i := 0, m := 0.
Шаг алгоритма: если xi ≥ d, то завершаем процесс;

иначе, если |g̃δλ(x
i)| ≥ P, то положим m := m+1, am := xi, i := i+⌈2λ/∆x⌉, xδm := am+λ/2;

иначе i := i+ 1;
повторяем шаг алгоритма.

Таким образом, алгоритм Π∆ по значениям g̃δλ(x
i) определяет величину m, относительно

которой будет доказано, что m = l, и приближения xδk для аппроксимации положений особен-
ностей xk. Заметим, что точка xδk может не быть точкой сетки.

В следующей теореме получены оценки точности локализации точек разрыва xk величина-
ми xδk. Напомним, что P = a∆min/2, A0 = ‖φ‖L1

, A1 = ‖φ′‖L2
, τ — константа из условия (1.1).

Для формулировки теоремы нам понадобятся следующие числа и функции:

D =
(2A1

P

)2
, δ0 =

P

2A1

( P

3A0

)1/2
,
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λ(δ) = Dδ2, ∆x = τλ(δ), h(δ) = 2λ(δ) + ∆x = λ(δ)(2 + τ).

Теорема 1. Пусть g ∈ MMV и зафиксирована функция φ ∈ ΦF . Тогда для всех δ ≤ δ0
при связи параметров λ = λ(δ) и выполнении неравенства min

1≤j,k≤l, i 6=k
|xj − xk| ≥ h(δ) для

алгоритма Π∆ получим m = l, и будет справедлива оценка |xδk − xk| ≤ (D/2)δ2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим g̃δλ(x
i) в точках сетки xi из окрестности точки раз-

рыва xk таких, что |xi−xk| ≤ λ, k = 1, 2, . . . , l. Поскольку τ < 1 и ∆x = τλ(δ), то такие точки xi

имеются. Используя представление (1.3) и условие аппроксимации (1.4), в силу финитности
функции φ получаем

g̃δλ(x
i) = ∆k · φλ(x

i − xk) + αλ(x
i) + ∆gδλ(x

i) + ∆g̃(xi).

Для δ ≤ δ0 при связи параметров λ = λ(δ) имеем

max
xi

∣∣αλ(x
i) + ∆gδλ(x

i) + ∆g̃(xi)
∣∣ ≤ A0λ+A1δλ

−1/2 +
P

8
.

Оценим снизу величины |g̃δλ(x
i)| для xi ∈ [xk − τλ, xk + τλ]. Учитывая условие (1.1) на функ-

цию φ, при данном выборе параметров для k = 1, 2, . . . , l получаем

max
xi : |xi−xk|≤τλ

|g̃δλ(x
i)| ≥ a∆min −

23

24
P > P. (1.5)

Вне множества Q =
l⋃

k=1

{xi : |xi − xk| ≤ λ} величины |g̃δλ(x
i)| оцениваются сверху следующим

образом:

|g̃δλ(x
i)| ≤ A0λ+A1δλ

−1/2 +
P

8
≤

23

24
P < P. (1.6)

Дальнейшее доказательство для простоты изложения проведем при l = 2, т. е. алгоритм Π∆

должен найти приближение xδk для точек xk, k = 1, 2. Для произвольного l доказательство про-
водится аналогично, при этом метод Π∆ должен найти приближение для l точек. Напомним,
что мы рассматриваем задачу на множестве функций g(x), для которых выполнено условие
разделимости: x2 − x1 ≥ h(δ) = 2λ+∆x.

Согласно (1.5) во всех точках сетки xi таких, что |xi − xk| ≤ τλ, имеем |g̃δλ(x
i)| > P .

Поскольку шаг сетки ∆x = τλ, то для любого k на отрезке [xk − τλ, xk + τλ] найдется точ-
ка сетки xi < xk. Следуя алгоритму Π∆, будем считать xi первой точкой сетки, в которой
|g̃δλ(x

i)| ≥ P . Так как x1 < x2, то xi < x1. Заметим, что xi необязательно принадлежит отрезку
[x1−τλ, x1+τλ], но |xi−x1| ≤ λ согласно оценке (1.6). Следовательно, x1 принадлежит отрезку
[xi, xi + λ] =: [a1, a1 + λ].

Далее, следуя алгоритму Π∆, положим i := i + ⌈2λ/∆x⌉, т. е. xi = a1 + ⌈2λ/∆x⌉∆x. Ясно,
что xi − x1 > λ. Покажем, что xi < x2. Используя условие разделимости, имеем x2 − xi ≥
x2 − a1 −⌈2λ/∆x⌉∆x > x2 −x1 −⌈2λ/∆x⌉∆x ≥ x2 −x1 − 2λ−∆x ≥ 0. Следовательно, xi < x2.
Далее, согласно (1.5) найдется точка сетки xi такая, что |g̃δλ(x

i)| ≥ P. Согласно (1.6) x2−x
i ≤ λ,

т. е. x2 ∈ [xi, xi + λ] =: [a2, a2 + λ].
Рассмотрим отрезок [a2 + ⌈2λ/∆x⌉∆x, d]. Ясно, что он не содержит точек множества Q.

Таким образом, m = 2, и процесс завершен.
Поскольку для всех точек x ∈ [ak, ak + λ], k = 1, 2, имеем оценку |x − xk| ≤ λ, то для

середины отрезков xδk := ak + λ/2 справедлива оценка |xδk − xk| ≤ λ/2. �

З а м е ч а н и е 1. Если шаг сетки ∆x выбрать меньше τλ, это не улучшит оценку точно-
сти локализации особенностей, но улучшит разделимость, т. е. уменьшит функцию h(δ). Выби-
рать шаг ∆x больше τλ нельзя, поскольку при этом на отрезке [xk−τλ, xk+τλ], k = 1, 2, . . . , l,
может оказаться меньше двух точек сетки и алгоритм Π∆ не будет правильно работать.
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Для того чтобы показать оптимальность построенного алгоритма локализации, введем
необходимые определения [13].

О п р е д е л е н и е 1. Метод, определяющий по функции gδ и уровню погрешности δ
величину l и приближения xδk, k = 1, 2, . . . , l, к положениям особенностей xk функции g, назовем
методом локализации.

Нам понадобится дополнительное условие на функцию g:

(3) задано положительное число ĥ такое, что min
j,k≥1, j 6=k

|xj − xk| ≥ ĥ.

Обозначим через M
′
MV класс функций из MMV , удовлетворяющих условию (3).

Для произвольного метода локализации Π̃ на классе функций M
′
MV введем понятия оп-

тимальности и оптимальности по порядку и дадим определения оптимального (оптимального
по порядку) метода по точности аппроксимации.

О п р е д е л е н и е 2. Для метода Π̃ точность восстановления особенностей на классе
M

′
MV определяется величиной

τ(M′
MV , Π̃, δ) ≡ sup

g∈M′

MV

sup
‖g−gδ‖L2

≤δ

sup
1≤k≤l

|xk − xδk|.

Величину τ̂(M′
MV , δ) = min

Π̃
τ(M′

MV , Π̃, δ) назовем оптимальной точностью локализации осо-

бенностей на классе M
′
MV (минимум берется по всем методам локализации разрывов). Ме-

тод Π̃ назовем оптимальным (оптимальным по порядку) на классе M
′
MV , если τ̂(M′

MV , δ) =
τ(M′

MV , Π̃, δ) (существует константа R > 1 такая, что τ(M′
MV , Π̃, δ) ≤ R · τ̂(M′

MV , δ)).

Кроме точности аппроксимации интерес представляет оценка снизу для другой характе-
ристики методов локализации — порога разделимости.

О п р е д е л е н и е 3. Наименьшая функция h̄(MMV , Π̃, δ), которую можно поставить в
условие min

1≤j,k≤l,j 6=k
|xj −xk| ≥ h̄(MMV , Π̃, δ) так, чтобы метод Π̃ позволял локализовать особен-

ности, называется порогом разделимости метода Π̃ на классе функций MMV ; порогом раздели-

мости задачи на классе функций MMV называется функция ĥ(MMV , δ) = min
Π̃
h̄(MMV , Π̃, δ),

где минимум берется по всем методам локализации Π̃. Метод Π̃ назовем Р-оптимальным

(Р-оптимальным по порядку) на классе MMV , если ĥ(MMV , δ) = h̄(MMV , Π̃, δ) (существует
константа R > 1 такая, что h̄(MMV , Π̃, δ) ≤ R · ĥ(MMV , δ)).

Из теоремы 1 следует

Следствие 1. Для алгоритма Π∆ справедливы оценки точности локализации точек раз-

рыва τ(M′
MV ,Π∆, δ) ≤ λ(δ)/2 = (D/2)δ2 и порога разделимости h̄(MMV ,Π∆, δ) ≤ h(δ) =

D(2 + τ)δ2.

В работе [12] получены оценки снизу для оптимальной точности и порога разделимости
рассматриваемой задачи для случая, когда функция зашумлена в Lp(−∞,+∞). Для рассмат-
риваемой в настоящей работе задачи при p = 2 имеем

τ̂(MMV , δ) ≥
( δ

∆min

)2
, ĥ(M′

MV , δ) ≥
( δ

∆min

)2
.

Ясно, что эти оценки также являются оценками снизу и для алгоритма Π∆.

Следствие 2. Алгоритм Π∆ оптимален по порядку на классе M
′
MV и Р-оптимален по

порядку на классе MMV .
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2. Алгоритм локализации линий разрыва

функции двух переменных

Рассмотрим функцию двух переменных f(x, y), которая имеет конечное число линий раз-
рыва Γk, k = 1, 2, . . . , l, (см. рис. 1); вне этих линий функция f(x, y) гладкая. Точные условия
на линии разрыва и функцию f(x, y) будут приведены ниже.

✻

✲

q

q

q

q

q

q

y

x

ȳ

Γ1 Γ2 Γ3

x1 x2 x3

Рис. 1. Локализация линий разрыва функции двух переменных: Γk — линии разрыва функции f ;

xk — аппроксимируемые величины.

Пусть в полосе D = {(x, y) : − ∞ < x < +∞, |y − ȳ| ≤ δ̄} линии Γk, k = 1, 2, . . . , l, можно
задать функциями x = γk(y). Через xk обозначены точки пересечения кривых Γk с линией
y = ȳ : xk = γk(ȳ), k = 1, 2, . . . , l. Скачок функции f на линии Γk обозначим ∆k(y).

Введем множество DMV функций двух переменных, для которых в полосе D выполнены
следующие условия:

(1∗) f(x, y) ∈MV для почти всех y : |y− ȳ| ≤ δ̄; для (x, y) /∈ Γk, k = 1, 2, · · · , l, существуют
|f ′x(x, y)| ≤ r и для (x, y) ∈ Γk, k = 1, 2, · · · , l, существуют |f ′x(x ± 0, y)| ≤ r (без ограничения
общности можно считать, что r = 1);

(1∗∗) для (x, y) ∈ Γk, k = 1, 2, · · · , l, существуют конечные величины f(x ± 0, y), и они
не равны; скачок ∆k(y) функции f на линии Γk является непрерывной функцией; заданы
положительные константы ∆min, ∆max : ∆min ≤ min

k,|y−ȳ|≤δ̄
|∆k(y)|≤ max

k,|y−ȳ|≤δ̄
|∆k(y)|≤∆max;

(1∗∗∗) существуют производные γ′k, k = 1, 2, · · · , l, и max
k,|y−ȳ|≤δ̄

|γ′k(y)| ≤M.

Постановка задачи. Пусть функция f ∈ DMV. Требуется по функции f δ и уровню по-
грешности δ таким, что ‖f −f δ‖L2(−∞,+∞;−∞,+∞) ≤ δ, определить число l и аппроксимировать

точки {xk}
l
1 с оценкой точности локализации.

Методы локализации в этом случае так же, как и в одномерных задачах, основаны на по-
строении и исследовании вспомогательной функции. Поскольку возмущение f − f δ двумерно,
то для построения вспомогательной функции нужно проводить усреднение по каждой перемен-
ной. Для этого нам понадобятся два класса усредняющих функций. В качестве одного класса
усредняющих функций выберем множество ΦF. Введем второе множество усредняющих функ-
ций Ψ, которое также состоит из финитных функций ψ(t), t ∈ (−∞,+∞), удовлетворяющих
условиям:

(a′) ψ ∈ L2(−∞,+∞);

(b′)

1∫

−1

ψ(t)dt = 1;

(c′) для t /∈ [−1, 1] ψ(t) = 0; для t ∈ [−1, 1] ψ(t) ≥ 0.
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Положим

φλ1
(t) = φ

( t

λ1

)
, ψλ2

(t) =
1

λ2
ψ
( t

λ2

)
, λ1, λ2 > 0.

Ядро усреднения для двумерной функции f δ(x, y) возьмем в виде произведения функций
(φλ1

(x))′ψλ2
(y) и положим

F δ
λ1λ2

(x) =

ȳ+λ2∫

ȳ−λ2

x+λ1∫

x−λ1

f δ(ξ, y)(φλ1
(x− ξ))′ξψλ2

(ȳ − y)dξdy, x ∈ (−∞,+∞). (2.1)

Подход к построению метода локализации и получению оценок в случае двух переменных
во многом аналогичен случаю одной переменной. Наша задача состоит в получении для функ-
ции F δ

λ1λ2
(x) оценок в окрестности точек xk и вне окрестностей точек xk. Следующая лемма

является аналогом леммы 3 из работы [15] (отличается оценка в п. (б)).
Положим K = λ1 +Mλ2, где M — константа из условия (1∗∗∗). Напомним, что величина δ̄

входит в определение полосы D.

Лемма 2. Пусть f ∈ DMV, зафиксированы функции φ ∈ ΦF и ψ ∈ Ψ. Тогда для всех

λ2 ≤ δ̄ в условиях рассматриваемой задачи справедливы следующие утверждения:
(а) если выполнено условие |x − xk| ≥ K, k = 1, 2, . . . , l, то для функции F δ

λ1λ2
(x), опреде-

ленной (2.1), имеет место оценка

|F δ
λ1λ2

(x)| ≤ A0λ1 +
A1δ

(λ1λ2)1/2
,

где A0 = ‖φ‖L1
, A1 = ‖φ′‖L2

‖ψ‖L2
;

(б) если min
k 6=j

|xj − xk| ≥ K, то для всех k = 1, 2, . . . , l для |x − xk| ≤ τλ1 имеет место

оценка

|F δ
λ1λ2

(x)| ≥ a∆min −A0λ1 −
A1δ

(λ1λ2)1/2
−
A2λ2
λ1

,

где A2 = CM∆max

∫ 1

−1
|t|ψ(t)dt.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Условие λ2 ≤ δ̄ гарантирует, что пределы интегрирования в (2.1)
не выйдут из полосы D. Обозначим ∆f = f δ − f . Тогда

F δ
λ1λ2

(x) =

ȳ+λ2∫

ȳ−λ2

x+λ1∫

x−λ1

f(ξ, y)(φλ1
(x− ξ))′ξdξψλ2

(ȳ − y)dy

+

ȳ+λ2∫

ȳ−λ2

x+λ1∫

x−λ1

∆f(ξ, y)(φλ1
(x− ξ))′ξdξψλ2

(ȳ − y)dy. (2.2)

Второе слагаемое оценивается с помощью неравенства Коши — Буняковского и перехода от
функций φ′λ1

, ψλ2
к функциям φ′, ψ.

∣∣∣∣∣

ȳ+λ2∫

ȳ−λ2

x+λ1∫

x−λ1

∆f(ξ, y)(φλ1
(x− ξ))′ξdξψλ2

(ȳ − y)dy

∣∣∣∣∣

≤ ‖φ′λ1
‖L2

‖ψλ2
‖L2

( ȳ+λ2∫

ȳ−λ2

x+λ1∫

x−λ1

(∆f(ξ, y))2 dξdy

)1/2

≤
A1δ

(λ1λ2)1/2
.
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✻

✲

q

q

q

q

x xk

Γk

ȳ

ȳ − λ2

ȳ + δ̄

β

❅
❅

❅
❅

❅
❅

�
�
�
�
�
�

Ωk

Рис. 2. Условие разделимости: Γk — линия разрыва функции f ; xk−x — минимальное расстояние, при

котором область интегрирования не пересекается с линией Γk; Ωk — конус с вершиной в точке (xk, ȳ)

и углом β.

Проверим, что для |y−ȳ| ≤ λ2 при условии |x−xk| ≥ K выполнено неравенство |x−γk(y)| ≥
λ1, k = 1, 2, · · · , l. Обозначим через β угол, тангенс которого равен M (см. рис. 2). Ясно, что
кривая Γk в полосеD не выходит за пределы области Ωk, где Ωk — это конус с вершиной в точке
(xk, ȳ), как это показано на рис. 2. Нам нужно, чтобы при |y − ȳ| ≤ λ2 расстояние от прямой
x до области Ωk было не меньше λ1. Это достигается при условии |x− xk| ≥ K = λ1 +Mλ2.

Ясно, что для x = xj при условии min
k 6=j

|xj − xk| ≥ K имеем |xj − γk(y)| ≥ λ1, k 6= j.

Следовательно, в п. (а) формулировки леммы в пределах интегрирования функция f не
имеет разрывов. Поскольку K > τλ1, то в п. (б) в пределах интегрирования функция f имеет
разрывы только на линии Γk. Получим оценки для первого слагаемого в правой части (2.2) в
том и в другом случае.

Рассмотрим случай (а). Перейдем от двойного интеграла в первом слагаемом в правой ча-
сти (2.2) к повторному и для внутреннего интеграла применим лемму 1. Поскольку в пределах
интегрирования функция f не имеет разрывов, то получаем оценку

∣∣∣∣∣

ȳ+λ2∫

ȳ−λ2

( x+λ1∫

x−λ1

f(ξ, y)(φλ1
(x− ξ))′ξdξ

)
ψλ2

(ȳ − y)dy

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣

ȳ+λ2∫

ȳ−λ2

( x+λ1∫

x−λ1

f ′ξ(ξ, y)φλ1
(x− ξ)dξ

)
ψλ2

(ȳ − y)dy

∣∣∣∣∣

≤ ess sup
(x,y)∈D

|f ′x|‖φ‖L1
λ1

ȳ+λ2∫

ȳ−λ2

ψλ2
(ȳ − y)dy.

Поскольку

∫ λ2

−λ2

ψλ2
(y)dy = 1, то непосредственно получаем требуемую оценку.

Рассмотрим случай (б). Поскольку в пределах интегрирования функция f имеет разрывы
только на линии Γk, то, применяя лемму 1 для внутреннего интеграла в первом слагаемом (2.2),
имеем равенство

ȳ+λ2∫

ȳ−λ2

( x+λ1∫

x−λ1

f(ξ, y)(φλ1
(x− ξ))′ξdξ

)
ψλ2

(ȳ − y)dy
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=

ȳ+λ2∫

ȳ−λ2

∆k(y)φλ1
(x− γk(y))ψλ2

(ȳ − y)dy +

ȳ+λ2∫

ȳ−λ2

( x+λ1∫

x−λ1

f ′ξ(ξ, y)φλ1
(x− ξ)dξ

)
ψλ2

(ȳ − y)dy. (2.3)

Второй интеграл был рассмотрен выше при доказательстве случая (а). Используя формулу
Лагранжа, первое слагаемое в правой части (2.3) можно представить в виде

ȳ+λ2∫

ȳ−λ2

∆k(y)φλ1
(x− γk(y))ψλ2

(ȳ − y)dy

=

ȳ+λ2∫

ȳ−λ2

∆k(y)φλ1
(x− xk)ψλ2

(ȳ − y)dy +

ȳ+λ2∫

ȳ−λ2

∆k(y)φ
′
λ1
(θ) · (xk − γk(y))ψλ2

(ȳ − y)dy, (2.4)

θ ∈ (x− xk, x− γk(y)). Поскольку функция ∆k(y) непрерывна, то, в силу (1∗∗), она сохраняет
знак для всех y таких, что |y − ȳ| ≤ λ2. Тогда в силу условий (b′) и (c′) на функцию ψ для
первого слагаемого в правой части (2.4) имеем оценку

∣∣∣∣∣

ȳ+λ2∫

ȳ−λ2

∆k(y)φλ1
(x− xk)ψλ2

(ȳ − y)dy

∣∣∣∣∣ ≥ ∆mina

ȳ+λ2∫

ȳ−λ2

ψλ2
(ȳ − y)dy = ∆mina.

Рассмотрим второе слагаемое в правой части (2.4). Поскольку xk = γk(ȳ), то |xk − γk(y)| ≤
M |ȳ− y|. Используя условие (a) на функцию φ и замену переменных ȳ− y = t/λ2, для второго
слагаемого в правой части (2.4) получаем

∣∣∣∣∣

ȳ+λ2∫

ȳ−λ2

∆k(y)φ
′
λ1
(θ) · (xk − γk(y))ψλ2

(ȳ − y)dy

∣∣∣∣∣ ≤
CM∆max

λ1

ȳ+λ2∫

ȳ−λ2

|ȳ − y|ψλ2
(ȳ − y)dy ≤ A2

λ2
λ1
.

�

Без ограничения общности считаем, что точки xk, k = 1, 2, . . . , l, принадлежат отрезку
[−d, d]. Введем параметр P = a∆min/2. Считаем, что вместо функции F δ

λ1λ2
вычисляется ее

приближенное значение F̃ δ
λ1λ2

в точках равномерной сетки xi на отрезке [−d−h, d+h] с шагом
∆x (h — малый параметр). Предполагаем, что выполнено следующее условие аппроксимации
интеграла при вычислении вспомогательной функции:

F̃ δ
λ1λ2

(xi) = F δ
λ1λ2

(xi) + ∆F̃ (xi), где max
xi

|∆F̃ (xi)| ≤
P

8
. (2.5)

Приведенный ниже алгоритм локализации по величинам F̃ δ
λ1λ2

(xi) определяет количество l

точек xk и находит приближения xδk, k = 1, 2, . . . , l. Алгоритм в своей работе использует пара-
метры λ1, λ2 и ∆x, которые будут определены позже.

А л г о р и т м ΠD∆. Положим начальное i := 0, m := 0.
Шаг алгоритма: если xi ≥ d, то завершаем процесс;

иначе, если |F̃ δ
λ1λ2

(xi)| ≥ P, то положим m:=m+1, am:=xi, i:=i+⌈2K/∆x⌉, xδm:=am+K/2;
иначе i := i+ 1;

повторяем шаг алгоритма.

Таким образом, алгоритм ΠD∆ по значениям F̃ δ
λ1λ2

(xi) вычисляет величину m, относи-

тельно которой будет доказано, что m = l, и приближения xδk для аппроксимации положений
особенностей xk. Как и в алгоритме Π∆, точка xδk может не быть точкой сетки.
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Напомним, что K = λ1+Mλ2, A0 = ‖φ‖L1
, A1 = ‖φ′‖L2

‖ψ‖L2
, A2 = CM∆max

∫ 1

−1
|t|ψ(t)dt.

Рассмотрим случай M > 0. (Если это не так, т. е. линии Γk, k = 1, 2, . . . , l, являются прямыми,
ортогональными оси абсцисс, то все равно можно считать M > 0, если загрубить оценку в
условии (1∗∗∗).)

Введем константы

ω =
( P

4A2

)1/2
, D =

4A1

ωP

(
1 +Mω2

)
, δ0 = min

{ δ̄ωP
4A1

,
P 2ω

24A0A1

}

и функции

λ1(δ) =
4A1

ωP
δ, λ2(δ) = ω2λ1(δ), ∆x = τλ1, h(δ) = 2K +∆x.

Заметим, что K = Dδ.

Теорема 2. Пусть f ∈ DMV , зафиксированы функции φ ∈ ΦF и ψ ∈ Ψ. Тогда для всех

δ ≤ δ0 при связи параметров λ1 = λ1(δ), λ2 = λ2(δ) и выполнении условия min
1≤k,j≤l, k 6=j

|xk−xj| ≥

h(δ) для алгоритма ΠD∆ получим m = l, и будет справедлива оценка |xk − xδk| ≤ (D/2)δ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Оценки из леммы 2 и условие аппроксимации (2.5) при данном
выборе параметров λ1 = λ1(δ), λ2 = λ2(δ) позволяют получить оценки для величин |F̃ δ

λ1λ2
(xi)|,

аналогичные оценкам (1.5), (1.6) из доказательства теоремы 1. Дальнейшее доказательство
абсолютно аналогично доказательству теоремы 1. �

З а м е ч а н и е 2. Если шаг сетки ∆x выбрать меньше τλ1, это не улучшит оценку точ-
ности, но улучшит разделимость, т. е. уменьшит функцию h(δ). Выбирать шаг ∆x больше τλ1
нельзя, поскольку при этом на отрезке [xk − τλ1, xk + τλ1], k = 1, 2, . . . , l, может оказаться
меньше двух точек сетки и алгоритм ΠD∆ не будет правильно работать.

З а м е ч а н и е 3. В случае, когда Γk, k = 1, 2, . . . , l, являются прямыми, ортогональ-
ными оси абсцисс, т. е. в условии (1∗∗∗) M = 0, теорему 2 можно усилить. Выберем параметры
алгоритма следующим образом:

D =
( 2A1

P δ̄1/2

)2
, δ0 =

( P δ̄
3A0

)1/2 P

2A1
, λ1(δ) = Dδ2, λ2 = δ̄,

K = λ1, ∆x = τλ1, h(δ) = 2K +∆x = (2 + τ)Dδ2.

Пусть также f ∈ DMV и зафиксированы функции φ ∈ ΦF, ψ ∈ Ψ. Тогда для всех δ ≤ δ0 при
выборе параметров λ1 = λ1(δ), λ2 = δ̄ и выполнении условия min

1≤k,j≤l, k 6=j
|xk − xj | ≥ h(δ) для

алгоритма ΠD∆ получим m = l, и будет справедлива оценка |xk − xδk| ≤ (D/2)δ2.
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