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В работе рассматривается нелинейная задача Дирихле на отрезке для уравнения второго порядка,

возмущенная дельта-образным потенциалом ε−1Q
(

ε−1x
)

, где Q(ξ) — финитная функция, 0 < ε ≪ 1.
На основе метода согласования асимптотических разложений построено решение этой краевой задачи с

точностью до O(ε). Для обоснования построенного асимптотического приближения используется теорема

о неподвижной точке. Для линейной краевой задачи рассмотрены все типы граничных условий.

Ключевые слова: уравнение второго порядка, дельта-образный потенциал, малый параметр, асимпто-

тика.

F. Kh.Mukminov, T. R.Gadyl’shin. Boundary-value problem for a second-order nonlinear equation with

delta-like potential.

A Dirichlet nonlinear problem for a second-order equation is considered on an interval. The problem is

perturbed by the delta-like potential ε−1Q
(

ε−1x
)

, where the function Q(ξ) is compactly supported and 0 <

ε ≪ 1. A solution of this boundary-value problem is constructed with accuracy up to O(ε) with the use of the

method of matched asymptotic expansions. The obtained asymptotic approximation is validated by means of

the fixed-point theorem. All types of boundary conditions are considered for a linear boundary-value problem.
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1. Постановка задачи и формулировка основного результата

Пусть k ∈ C2[a, b], q ∈ C[a, b], p ∈ C2(−∞,∞), Q ∈ C0(−∞,∞), {0} ∈ (a, b),

Lκu := − d

dx

(
k (x)

du

dx

)
+ κ

d

dx
p(u) + q (x) u, x ∈ (a, b), Lκ

ε := Lκ + ε−1Q
(x
ε

)
,

где κ > 0, 0 < ε≪ 1. Здесь и всюду далее k (x) > k0 > 0, q (x) > q0 > 0, Q(τ) > 0.
Рассмотрим краевую задачу

Lκ

ε u
ε = f, x ∈ (a, b), uε(a) = uε(b) = 0. (1.1)

В случае отсутствия дельта-образного потенциала ε−1Q
(
ε−1x

)
известно (см., например, [1,

гл. 10, § 38]), что при любом фиксированном f ∈ C[a, b] эта задача однозначно разрешима при
достаточно малых κ. Обозначим

〈Q〉 =
∞∫

−∞

Q(τ)dτ, 〈Q〉1 =
∞∫

−∞

τQ(τ)dτ, {g} (0) = g(+0) − g(−0).

Основной целью работы является доказательство следующего утверждения.

Теорема 1.1. При любом фиксированном f ∈ L2(a, b) и любом достаточно малом фик-

сированном κ > 0 для решения uε краевой задачи (1.1) справедливо равенство

‖uε − u0‖C[a,b] = O(ε), (1.2)

1Работа первого автора выполнена при поддержке РФФИ (проект 15-01-07920). Второй автор час-
тично поддержан РНФ.
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где u0 — решение краевой задачи

Lκu0 =f, x ∈ (a, 0) ∪ (0, b), u0(a) = u0(b) = 0, k(0){u′0}(0) = 〈Q〉u0(0). (1.3)

Доказательство этого утверждения будет проводится на основе метода согласования асимп-
тотических приближений [1–3].

2. Разрешимость краевых задач (1.3) и (1.1)

Вначале рассмотрим при 〈Q〉 > 0 следующую линейную краевую задачу:

L0u0 =f, x ∈ (a, 0) ∪ (0, b), k(0){u′0}(0) = 〈Q〉 u0(0),

lau0 :=hau0(a)−Ha
du0
dx

(a) = 0, lbu0 := hbu0(b) +Hb

du0
dx

(b) = 0,
(2.1)

где ha, hb, Ha, Hb > 0, ha +Ha > 0, hb +Hb > 0.
Пусть f ∈ L2(a, b). Положим h̃a = k(a)haH

−1
a , h̃b = k(b)hbH

−1
b (h̃a = 0, если Ha = 0, и

h̃b = 0, если Hb = 0). При HaHb 6= 0 под обобщенным (слабым) решением краевой задачи (2.1)
понимается функция u0 ∈W 1

2 (a, b), удовлетворяющая интегральному тождеству

(u0, v)
′ :=

b∫

a

(
ku′0v

′ + qu0v
)
dx+ 〈Q〉 u0(0)v(0) + h̃au0(a)v(a) + h̃bu0(b)v(b) =

b∫

a

fvdx (2.2)

для любого v ∈ W 1
2 (a, b). Линейное нормированное пространство W 1

2 (a, b) вложено в C[a, b]
(см., например, [4, гл. III, § 6]). Следовательно,

u ∈ C[a, b], ‖u‖C[a,b] 6C‖u‖W 1

2
(a,b) ∀u ∈W 1

2 (a, b). (2.3)

Поэтому скалярное произведение (u, v)′ в силу условий k1 > k(x) > k0 > 0, q1 > q(x) >

q0 > 0, 〈Q〉 > 0 эквивалентно исходному в пространстве W 1
2 (a, b). Аналогично при Ha = Hb = 0

(при Ha = 0, Hb 6= 0 или при Ha 6= 0, Hb = 0) под обобщенным решением краевой задачи (2.1)
понимается элемент u0 ∈ W 1

2 (a, b), обращающийся в нуль при x = a и x = b (при x = a,
или при x = b) и удовлетворяющий интегральному тождеству (2.2) для любого v ∈ W 1

2 (a, b),
обращающегося в нуль при x = a и x = b (при x = a, или при x = b).

По теореме Рисса (см., например, [4, гл. II, § 3, п. 2]) краевая задача (2.1) однозначно
разрешима и справедлива оценка

‖u0‖W 1

2
(a,b) 6C‖f‖L2(a,b). (2.4)

В (2.3), (2.4) и в дальнейшем постоянные C, вообще говоря, разные.
Покажем, что

u0 ∈W 2
2 (a, 0), u0 ∈W 2

2 (0, b), ‖u0‖W 2

2
(a,0) + ‖u0‖W 2

2
(0,b) 6C‖f‖L2(a,b). (2.5)

Хорошо известно, что для F ∈ L2(a, 0) решение краевой задачи

L0w = F, x ∈ (a, 0), w(a) = 0, w(0) = 0, (2.6)

принадлежит W 2
2 (a, 0) и для него справедлива оценка

‖w‖W 2

2
(a,0) 6 C‖F‖L2(a,0). (2.7)

(Для n-мерных эллиптических операторов этот результат имеется, например, в [4, гл. IV, § 2,
п. 3], при n = 1 доказательство элементарно.) Будем искать u0(x) в виде u0(x) = w(x) +
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w1(x), где w1(x) = (u0(a) − u0(0))x/a + u0(0). В силу (2.3), (2.4) получаем, что ‖w1‖W 2

2
(a,0) 6

C‖f‖L2(a,b). Легко видеть, что для w получаем краевую задачу (2.6), причем ‖F‖L2(a,0) 6

C‖f‖L2(a,b) опять же в силу (2.3), (2.4). Следовательно, u0 ∈W 2
2 (a, 0) и ‖u0‖W 2

2
(a,0) 6 C‖f‖L2(a,b)

исходя из (2.7). Аналогичная оценка справедлива и для интервала (0, b), т. е. получили (2.5).
Так как W 2

2 (c, d) вложено в C1[c, d] (см., например, [4, гл. III, § 6]), т. е.

w ∈ C1[a, b], ‖w‖C1[c,d] 6C‖w‖W 2

2
(c,d) ∀w ∈W 2

2 (c, d), (2.8)

то в силу (2.3), (2.4) и (2.8), (2.5) имеем

u0 ∈ C[a, b], ‖u0‖C[a,b] 6 C‖f‖L2(a,b),

u0 ∈ C1[a, 0], u0 ∈ C1[0, b], ‖u0‖C1[a,0] + ‖u0‖C1[0,b] 6 C‖f‖L2(a,b).
(2.9)

Аналогично определяются обобщенные решения нелинейных краевых задач (1.1) и (1.3)
как функции uε ∈ W 1

2 (a, b) и u0 ∈ W 1
2 (a, b), обращающиеся в нуль на концах интервала (a, b)

и удовлетворяющие интегральным тождествам

b∫

a

k(uε)′v′dx+ κ

b∫

a

d

dx
(p(uε)) vdx+

b∫

a

quεvdx+ ε−1

b∫

a

Q
(x
ε

)
uεvdx =

b∫

a

fvdx,

(u0, v)
′ + κ

b∫

a

d

dx
(p(u0)) vdx =

b∫

a

fvdx

соответственно при любых v ∈W 1
2 (a, b), равных нулю на концах интервала (a, b).

Доказательство следующих трех утверждений для нелинейных краевых задач (1.3) и (1.1)
основано на подходе, предложенном в [1] при доказательстве теорем существования и оценок
для решений нелинейных краевых задач с операторами с быстроосциллирующими коэффици-
ентами.

Теорема 2.1. Пусть f — произвольная фиксированная функция из L2(a, b). Тогда при лю-

бом достаточно малом κ > 0 и любом неотрицательном 〈Q〉 краевая задача (1.3) однозначно

разрешима в W 1
2 (a, b).

Д о к а з а т е л ь с т в о. В подпространстве функций из W 1
2 (a, b) рассмотрим шар

SM :=
{
v : v(a) = v(b) = 0, ‖v‖W 1

2
(a,b) 6M

}
,

где постоянную M выберем позднее.

Так как p′ ∈ C1(−∞,∞), а v ∈ C[a, b] согласно (2.3), то
d

dx
p(v) = p′(v)

dv

dx
∈ L2(a, b).

Определим оператор A : SM → W 1
2 (a, b) следующим образом: u = Av, если при f ∈ L2(a, b)

функция u является решением следующей однозначно разрешимой в W 1
2 (a, b) линейной крае-

вой задачи

L0u =f − κ

d

dx
p(v), x ∈ (a, 0) ∪ (0, b), u(a) = u(b) = 0,

k(0){u′}(0) = 〈Q〉u(0),
причем в силу теорем о повышении гладкости решений u ∈W 2

2 (a, 0), u ∈W 2
2 (0, b).

В этих обозначениях краевая задача (1.3) приобретает вид u0 = Au0. Следовательно, для
доказательства теоремы достаточно показать, что можно выбрать постоянные M и κ так,
чтобы оператор A был сжимающим в SM . Из (2.4) следует, что

‖u‖2
W 1

2
(a,b) 6 C2

∥∥∥f − κ

d

dx
p(v)

∥∥∥
2

L2(a,b)
6 2C2

(
‖f‖2L2(a,b)

+ κ
2
∥∥∥p′(v)dv

dx

∥∥∥
2

L2(a,b)

)
. (2.10)
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Из неравенства (2.3) вытекает, что в шаре SM справедливы оценки

|v(x)| 6 CM, |p′(v)| 6M1. (2.11)

Следовательно,

‖u‖2
W 1

2
(a,b) 6 2C2

(
‖f‖2L2(a,b)

+ κ
2M2

1M
2
)

в силу (2.10). Отсюда для фиксированного f получаем, что

‖Av‖2
W 1

2
(a,b) < M2,

если последовательно выбрать M достаточно большим, а κ — достаточно малым. Следова-
тельно, при таких M и κ оператор A переводит шар SM в себя.

Покажем, что при достаточно малом κ оператор A является сжимающим. Пусть u1 = Av1,
u2 = Av2. Запишем соотношение (2.2) для u1, u2 и вычтем из первого второе:

(u1 − u2, v)
′ = κ

b∫

a

v
d

dx
(p(v2)− p(v1)) dx.

Подставим в это равенство v = u1 − u2 и проинтегрируем по частям:

(u1 − u2, u1 − u2)
′ = κ

b∫

a

(p(v1(x)− p(v2(x))) (u1(x)− u2(x))
′ dx.

Учитывая, что min{k0; q0}‖u1 − u2‖2W 1

2
(a,b)

6 (u1 − u2, u1 − u2)
′, приходим к неравенству

min{k0; q0}‖u1 − u2‖2W 1

2
(a,b) 6 κ max

v∈SM

|p′(v)|
b∫

a

|v1(x)− v2(x)| ·
∣∣u′1(x)− u′2(x)

∣∣ dx.

С учетом(2.11) последовательно получаем

‖u1 − u2‖2W 1

2
[a,b] 6

κM1

min{k0; q0}
‖v1 − v2‖L2(a,b)‖u1 − u2‖L2(a,b),

‖Av1 −Av2‖W 1

2
[a,b] 6

κM1

min{k0; q0}
‖v1 − v2‖W 1

2
(a,b).

Откуда вытекает, что при достаточно малом положительном κ оператор A является сжима-
ющим и, следовательно, краевая задача (1.3) однозначно разрешима. Теорема 2.1 доказана.

Так как решение u0 нелинейной краевой задачи (1.3) можно рассматривать как решение
линейной краевой задачи

L0u0 = F, x ∈ (a, 0) ∪ (0, b), u0(a) = u0(b) = 0, k(0){u′0}(0) = 〈Q〉 u0(0)

при F = f − κ

d

dx
p(u0), то получаем справедливость следующего утверждения (см. (2.5)).

Следствие 2.1. Решение краевой задачи (1.3) принадлежит W 2
2 (a, 0) ∪W 2

2 (0, b).

Теорема 2.2. Пусть f — произвольная фиксированная функция из L2(a, b). Тогда суще-

ствует число κ0 > 0 такое, что для любых Q > 0, 0 < κ < κ0 и ε > 0 краевая задача (1.1)
однозначно разрешима в W 1

2 (a, b).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Умножая уравнение из однозначно разрешимой краевой задачи

L0
εu

ε = f, x ∈ (a, b), uε(a) = uε(b) = 0,

на uε и интегрируя полученное равенство по частям по интервалу (a, b) с учетом того, что
Q > 0, получаем следующий аналог оценки (2.4):

‖uε‖W 1

2
(a,b) 6 C‖f‖L2(a,b), (2.12)

где постоянная C от ε не зависит. В рассматриваемом случае определим оператор A : SM →
W 1

2 (a, b) следующим образом: uε = Av, если uε является решением однозначно разрешимой в
W 1

2 (a, b) линейной краевой задачи

L0
εu

ε = f − κ

d

dx
p(v), x ∈ (a, b), uε(a) = uε(b) = 0.

В этих обозначениях краевая задача (1.1) приобретает вид

uε = Auε.

С учетом оценки (2.12) (вместо (2.4)) и неравенства Q > 0 дальнейшее доказательство
повторяет доказательство теоремы 2.1. Теорема 2.2 доказана.

Справедливость следующего утверждения устанавливается аналогично следствию 2.1.

Следствие 2.2. Решение краевой задачи (1.1) принадлежит W 2
2 (a, b).

Для доказательства теоремы 1.1 понадобится следующее утверждение.

Лемма 2.1. Пусть Ŵε является решением краевой задачи

Lκ

ε Ŵε = f + ϕε, x ∈ (a, b), Ŵε(a) = Ŵε(b) = 0, (2.13)

причем

‖ϕε‖L2(a,b) = O(ε), ‖Ŵε‖C[a,b] = O(1). (2.14)

Тогда

‖uε − Ŵε‖W 1

2
[a,b] = O(ε). (2.15)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из (1.1) и (2.13) следует, что

Lκ

ε Ŵε − Lκ

ε u
ε = ϕε(x). (2.16)

Обозначим
vε(x) = Ŵε(x)− uε(x). (2.17)

Следуя доказательству теоремы 2.1, умножим обе части равенства (2.16) на vε и проинтегри-
руем по частям на (a, b). В результате получаем, что

b∫

a

(
k(x)v′2ε (x) +

(
q(x) + εQ

(x
ε

))
v2ε

)
dx = κ

b∫

a

v′ε(x)
(
p
(
Ŵε(x)

)
− p (uε(x))

)
dx+

b∫

a

vεϕε(x)dx.

Отсюда следует, что

min{k0; q0}‖vε‖2W 1

2
(a,b) 6 κ sup

x∈[a,b],θ∈(0,1)
|p′(ũε)|

b∫

a

|v′ε(x)| · |vε(x)|dx+

b∫

a

|vε(x)| · |ϕε(x)|dx,
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где ũε(x) = θ(x)uε(x) + (1 − θ(x))Ŵε(x), 0 < θ(x) < 1. Так как ‖uε‖C[a,b] 6 CM в силу (2.3), а

‖Ŵε‖C[a,b] 6 C в силу (2.14), то |ũε(x)| 6 C1 и, следовательно, sup
x∈[a,b],θ∈(0,1)

|p′(ũε)| 6 M1. Тогда

из последнего интегрального неравенства и из (2.14) вытекает, что

min{k0; q0}‖vε‖2W 1

2
(a,b) 6M1κ‖vε‖2W 1

2
(a,b) + εM2‖vε‖W 1

2
(a,b),

‖vε‖2W 1

2
(a,b) 6 ε

M2

min{k0; q0} −M1κ
.

При достаточно малых κ это дает ‖vε‖W 1

2
(a,b) = O(ε). Отсюда с учетом определения (2.17)

получаем оценку (2.15). Лемма 2.1 доказана.

3. Линейная краевая задача с дельта-образным потенциалом

Целью этого раздела является доказательство следующего утверждения.

Теорема 3.1. Для решения краевой задачи

L0
εu

ε = f, x ∈ (a, b), lau
ε = lbu

ε = 0 (3.1)

справедлива равномерная оценка

‖uε − u0‖C[a,b] 6 Cε‖f‖L2(a,b), (3.2)

где u0 — решение краевой задачи

L0u0 =f, x ∈ (a, 0) ∪ (0, b), lau0 = lbu0 = 0, k(0){u′0}(0) = 〈Q〉u0(0). (3.3)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В случае k(x) ≡ 1 и граничных условий Дирихле сходимость
решений краевой задачи (3.1) к решению краевой задачи (3.3) была показана в [5]. Также
известно (см. [6; 7] и содержащийся в этих работах обзор литературы), что для оператора
Шредингера с дельта-образным потенциалом на оси предельным будет оператор Шредингера
со скачком производной (как в (3.3)). Поэтому и в рассматриваемом нами случае вне малой
окрестности нуля в качестве внешнего приближения решения uε(x) краевой задачи (3.1) возь-
мем решение u0(x) краевой задачи (3.3).

Функция u0(x) не удовлетворяет уравнению из (3.1) в окрестности нуля. Поэтому в этой
окрестности будем строить внутреннее приближение V (ξ, ε), где ξ = ε−1x. Функция u0(x)
имеет в нуле односторонние производные, поэтому

u0(x) = u0(0) + u′0(∓0)x+O(x2), ∓x > 0.

Переходя в этом равенстве к переменной ξ, получаем, что

u0(x) =u0(0) + εu′0(∓0)ξ +O(ε2ξ2), ∓ξ > 0, εξ → ∓0.

Из этих равенств и условия согласования внешнего и внутреннего разложений [1–3] вытекает,
что внутреннее приближение следует искать в виде

V (ξ, ε) = v0(ξ) + εv1(ξ), (3.4)

требуя от v0(ξ) и v1(ξ) следующего поведения на бесконечности:

v0(ξ) =u0(0) + o(1), ξ → ∓∞, (3.5)

v1(ξ) =u
′
0(∓0)ξ + C∓ + o(1), ξ → ∓∞. (3.6)
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Переходя в определении L0
ε к переменной ξ, получаем

L0
εV =

(
− ε−2 d

dξ

(
k(εξ)

d

dξ

)
+

(
q(εξ) + ε−1Q (ξ)

))
(v0(ξ) + εv1(ξ))

= −ε−2k(0)
d2v0
dξ2

+ ε−1

(
−k(0)d

2v1
dξ2

− dk

dx
(0)ξ

d2v0
dξ2

− dk

dx
(0)

dv0
dξ

+Q(ξ)v0

)

− ε−1 d

dx

((
k(x)− k(0)− dk

dx
(0)x

)dv0
dξ

(x
ε

))

− d

dx

(
(k(x)− k(0))

dv1
dξ

(x
ε

))
+ q(x)v0(ξ) +Q(ξ)v1(ξ) + εq(x)v1(ξ). (3.7)

Приравнивая в правой части коэффициент при ε−2, получаем уравнение для v0:

k(0)
d2v0
dξ2

= 0. (3.8)

Очевидно, что функция
v0(ξ) ≡ u0(0) (3.9)

является решением уравнения (3.8) с асимптотикой (3.5).
Приравнивая в правой части (3.7) коэффициент при ε−1 с учетом последнего тождества,

выводим уравнение для v1:

k(0)
d2v1
dξ2

= u0(0)Q(ξ). (3.10)

Таким образом, получаем справедливость следующего утверждения.

Лемма 3.1. Если функция v0(ξ) определяется равенством (3.9), а функция v1(ξ) являет-

ся решением уравнения (3.10), то справедливо равенство

L0
εV

(x
ε
, ε
)
= − d

dx

((
k(x)− k(0)− dk

dx
(0)x

)dv1
dξ

(x
ε

))

+ q (x)V
(x
ε
, ε
)
+Q

(x
ε

)
v1

(x
ε

)
− d

dx

(
dk

dx
(0)x

dv1
dξ

(x
ε

))
. (3.11)

Легко видеть, что функция

v1(ξ) =

(
K +

u0(0)

k(0)

ξ∫

−∞

Q(τ)dτ

)
ξ − u0(0)

k(0)

ξ∫

−∞

τQ(τ)dτ (3.12)

является решением уравнения (3.10) при любом выборе числа K.
Из этого равенства следует, что

v1(ξ) =





Kξ при ξ левее suppQ(ξ),
(
K +

u0(0)

k(0)
〈Q〉

)
ξ − u0(0)

k(0)
〈Q〉1 при ξ правее suppQ(ξ).

(3.13)

Приравнивая в (3.13) с (3.6) коэффициенты при ξ для ξ → ∓∞, получаем систему уравнений
для K:

K =u′0(−0), (3.14)

K+
u0(0)

k(0)
〈Q〉 =u′0(+0). (3.15)
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В силу условия на скачок производной из (3.3) эта переопределенная система однозначно раз-
решима относительно K (что косвенно подтверждает правильный выбор u0). Таким образом,
определив v0(ξ), v1(ξ) и K в соответствии с (3.9), (3.12) и (3.14), мы добились равенства (3.5)
и исходя из (3.13)–(3.15) равенства

v1(ξ) =





u′0(−0)ξ при ξ < −r,

u′0(+0)ξ − u0(0)

k(0)
〈Q〉1 при ξ > r,

(3.16)

где r = dist ({0}, suppQ(ξ)) + |suppQ(ξ)| . Равенство (3.16) соответствует требованию (3.6).
Согласованные члены внешнего и внутреннего приближений обозначим через Û(x) и V̂ (ξ, ε)

соответственно, т. е.

Û(x) := u0(0) + u′0(∓0)x = u0(0) + εu′0(∓0)ξ := V̂ (ξ, ε), ∓x,∓ξ > 0. (3.17)

Положим

Zε(x) :=u0(x) + V
(x
ε
, ε
)
− Û(x) = u0(x) + V

(x
ε
, ε
)
− V̂

(x
ε
, ε
)
, (3.18)

v̂1(ξ) :=v1(ξ)− u′0(∓0)ξ, ∓ξ > 0. (3.19)

Тогда с учетом равенств (3.4), (3.9) и (3.17) последовательно получаем, что

V (ξ, ε) − V̂ (ξ, ε) = εv̂1(ξ), (3.20)

Zε(x) = u0(x) + εv̂1

(x
ε

)
. (3.21)

А так как u0 ∈
(
W 2

2 (a, 0) ∪W 2
2 (0, b)

)
∩W 1

2 (a, b) в силу (2.5), то из (3.18), (3.17) следует, что

Zε ∈W 2
2 (a, b). (3.22)

Ввиду (3.19) и (3.16) имеем

v̂1(ξ) =





0 при ξ < −r,
−u0(0)
k(0)

〈Q〉1 при ξ > r.
(3.23)

Из (3.21) и последнего равенства с учетом граничных условий для u0 из (3.3) следует, что

laZε = 0, lbZε = −εhb
u0(0)

k(0)
〈Q〉1 . (3.24)

В силу равенств (3.19), (3.12), (3.14) и (3.23) получаем, что

|v̂1(ξ)| 6 C1 |u0(0)| + C2

∣∣u′0(−0)
∣∣ + C3

∣∣u′0(+0)
∣∣ . (3.25)

Из этой оценки, равенства (3.21) и неравенств (2.9) вытекает, что

‖Zε − u0‖C[a,b] 6 εC‖f‖L2(a,b). (3.26)

В силу определения (3.18), уравнения из (3.3) и равенства (3.11) имеем

L0
εZε = f(x) + ε−1Q

(x
ε

) (
u0(x)− Û(x)

)
+ q(x)

(
V
(x
ε
, ε
)
− V̂

(x
ε
, ε
))

+Q
(x
ε

)
v1

(x
ε

)

− d

dx

((
k(x)− k(0) − dk

dx
(0)x

)dv1
dξ

(x
ε

))
− dk

dx
(0)

(dv1
dξ

(ξ) + ξ
d2v1
dξ2

(ξ)
)∣∣∣

ξ=ε−1x
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+
d

dx

(
k(x)− k(0)− dk

dx
(0)x

)
u′0(∓0) +

dk

dx
(0)u′0(∓0), ∓x > 0.

С учетом (3.17), (3.19) и (3.20) это равенство можно переписать в виде

L0
εZε = f(x) + Iε(x)−

dk

dx
(0)

(dv̂1
dξ

(ξ) + ξ
d2v1
dξ2

)∣∣∣
ξ=ε−1x

+Q
(x
ε

)
v1

(x
ε

)
, (3.27)

где

Iε(x) =I
1
ε (x) + I2ε (x) + I3ε (x),

I1ε (x) =ε
−1Q

(x
ε

)(
u0(x)− u0(0)− u′0(∓0)x

)
, ∓x > 0, I2ε (x) = εq(x)v̂1

(x
ε

)
,

I3ε (x) =− d

dx

((
k(x)− k(0) − dk

dx
(0)x

)dv̂1
dξ

(x
ε

))

=− ε−1
(
k(x)− k(0) − dk

dx
(0)x

)d2v1
dξ2

(x
ε

)
−

(dk
dx

(x)− dk

dx
(0)

)dv̂1
dξ

(x
ε

)
.

(3.28)

Используя для I1ε (x) формулу остаточного члена ряда Тейлора в интегральной форме, в
силу уравнения из (3.3) имеем

I1ε (x) = ε−1Q
(x
ε

) x∫

0

(x− t)

k(t)

(
q(t)u0(t)− k′(t)u′0(t)− f(t)

)
dt. (3.29)

А так как

b∫

a

(
Q
(s
ε

) s∫

0

(s− t)F (t)dt

)2

ds 6 C1

∫

suppQ(ε−1x)

( s∫

0

(s − t)F (t)dt

)2

ds

6 C1

∫

suppQ(ε−1x)

∣∣∣∣
s∫

0

(s− t)2 dt

s∫

0

F 2(t)dt

∣∣∣∣ds 6 C1‖F‖2L2(a,b)

∫

suppQ(ε−1x)

|s|3ds 6 ε4C2‖F‖L2(a,b),

то из (3.29) и (2.4) следует, что

‖I1ε ‖L2(a,b) 6 C‖f‖L2(a,b). (3.30)

Из определения (3.28) функции I2ε (x) и неравенств (3.25) и (2.9) имеем, что

‖I2ε ‖L2(a,b) 6 εC‖f‖L2(a,b). (3.31)

Из определения (3.28) функции I3ε (x) и равенства (3.23) следует, что suppI3ε ⊂ [−εr, εr]. Из
определений (3.12), (3.14) и (3.19) функций v1(ξ) и v̂1(ξ) вытекает, что

∣∣v′′1 (ξ)
∣∣+

∣∣v̂′1(ξ)
∣∣ 6 C1 |u0(0)| + C2

∣∣u′0(−0)
∣∣ + C3

∣∣u′0(+0)
∣∣ . (3.32)

Из этого неравенства и оценок (2.9) получаем, что

‖I3ε ‖L2(a,b) 6 εC‖f‖L2(a,b). (3.33)

Из определения (3.28) функции Iε(x) и оценок (3.30), (3.31) и (3.33) вытекает, что

‖Iε‖L2(a,b) 6 εC‖f‖L2(a,b). (3.34)
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Легко видеть, что функции

v2,ε(x) =

x∫

a

Q
( t
ε

)
v1

( t
ε

) x∫

t

1

k(s)
dsdt, (3.35)

v3,ε(x) =− dk

dx
(0)

x∫

a

(dv̂1
dξ

(ξ) + ξ
d2v1
dξ2

(ξ)
)∣∣∣

ξ=ε−1t

x∫

t

1

k(s)
dsdt (3.36)

являются решениями следующих уравнений:

d

dx

(
k(x)

dv2,ε
dx

(x)
)
=Q

(x
ε

)
v1

(x
ε

)
,

d

dx

(
k(x)

dv3,ε
dx

(x)
)
=− dk

dx
(0)

(dv̂1
dξ

(ξ) + ξ
d2v1
dξ2

)∣∣∣
ξ=ε−1x

.

Поэтому, применяя оператор L0
ε к v2,ε и v3,ε, имеем

L0
εv2,ε(x) =−Q

(x
ε

)
v1

(x
ε

)
+ q(x)v2,ε(x) + ε−1Q

(x
ε

)
v2,ε(x),

L0
εv3,ε(x) =

dk

dx
(0)

(dv̂1
dξ

(ξ) + ξ
d2v1
dξ2

)∣∣∣
ξ=ε−1x

+ q(x)v3,ε(x) + ε−1Q
(x
ε

)
v3,ε(x).

(3.37)

Обозначим
Wε(x) = Zε(x) + v2,ε(x) + v3,ε(x). (3.38)

Тогда, во-первых,
Wε ∈W 2

2 (a, b) (3.39)

в силу (3.22) и определений (3.35) и (3.36) функций v2,ε к v3,ε, а во-вторых, в силу равенств
(3.27), (3.37) получаем, что

L0
εWε(x) = f(x) + Iε(x), (3.40)

где
Iε(x) =Iε(x) + I4ε (x) + I5ε (x),

I4ε (x) =q(x) (v2,ε(x) + v3,ε(x)) , I5ε (x) = ε−1Q
(x
ε

)
(v2,ε(x) + v3,ε(x)) ,

(3.41)

а Iε(x) определено в (3.28).
Из определения (3.12), (3.14) функции v1(ξ) и неравенств (2.9) последовательно получаем:

‖v1‖C(suppQ) 6 C1 |u0(0)| +C2

∣∣u′0(−0)
∣∣+ C3

∣∣u′0(+0)
∣∣ 6 C‖f‖L2(a,b). (3.42)

Из этого неравенства и определения (3.35) следует, что

‖v2,ε‖C[a,b] 6 C1

∫

suppQ(ε−1x)

∣∣∣v1
( t
ε

)∣∣∣dt = εC1

∫

suppQ(ξ)

|v1(ξ)|dξ 6 εC‖f‖L2(a,b). (3.43)

А так как

v′2,ε(x) = − 1

k(x)

x∫

a

Q
( t
ε

)
v1

( t
ε

)
dt,

то аналогично доказывается, что

‖v′2,ε‖C[a,b] 6 εC‖f‖L2(a,b). (3.44)
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Из (3.35) и (3.42) также следует, что

‖v2,ε‖C(suppQ(x

ε
)) 6 C1

(
max

suppQ(x

ε
)
|x|

∫

suppQ(x

ε
)

∣∣∣v1
( t
ε

)∣∣∣dt+
∫

suppQ(x

ε
)

|t|
∣∣∣v1

( t
ε

)∣∣∣dt
)

6 ε2C‖f‖L2(a,b). (3.45)

В свою очередь, так как носитель функции (v̂′1(ξ) + ξv′′1(ξ)) лежит в [−r, r], то аналогично
оценкам (3.43)–(3.45), но с использованием неравенств (3.32) и (2.9) вместо (3.42), получаем
справедливость следующих оценок:

‖v3,ε‖C1[a,b] 6 εC‖f‖L2(a,b), ‖v3,ε‖C[−εr,εr] 6 ε2C‖f‖L2(a,b). (3.46)

Из определения (3.38) функции Wε(x), граничных условий (3.24) для функции Zε(x), опре-
делений (3.35), (3.36) функций v2,ε, v3,ε и неравенств (3.43), (3.44) и (3.46) следует, что

laWε = 0, |lbWε| 6 εC‖f‖L2(a,b). (3.47)

Аналогично в силу равенства (3.38) и неравенств (3.26), (3.43) и (3.46) получаем, что

‖Wε − u0‖C[a,b] 6 εC‖f‖L2(a,b). (3.48)

Из определения (3.41) функции I4ε (x) и оценок (3.43) и (3.46) выводим, что

‖I4ε ‖L2(a,b) 6 εC‖f‖L2(a,b). (3.49)

Так как supp I5ε (x) = suppQ
(
x
ε

)
, то с учетом неравенств (3.45) и (3.46) получаем, что

‖I5ε ‖L2(a,b) 6 εC‖f‖L2(a,b). (3.50)

Из (3.41), (3.49), (3.50) и (3.34) следует, что

‖Iε‖L2(a,b) 6 εC‖f‖L2(a,b). (3.51)

Обозначим

wε(x) =





0, x <
b

2
,

(
hb
b2

4
+Hbb

)−1(
x− b

2

)2
lbWε, x >

b

2

,

Ŵε(x) =Wε(x)− wε(x).

Из (3.39), определения Ŵε(x), равенства (3.40) и неравенств (3.51), (3.47) следует, что Ŵε ∈
W 2

2 (a, b) является решением краевой задачи

L0
εŴε = f + ϕε, x ∈ (a, b), laŴε = lbŴε = 0, (3.52)

где

‖ϕε‖L2(a,b) 6 Cε‖f‖L2(a,b), (3.53)

причем в силу (3.48) имеем

‖Ŵε − u0‖C[a,b] 6 Cε‖f‖L2(a,b). (3.54)

Из (3.52), (3.1) следует, что

b∫

a

L0
ε

(
Ŵε − uε

)(
Ŵε − uε

)
dx =

b∫

a

ϕε

(
Ŵε − uε

)
dx.



188 Ф.Х.Мукминов, Т.Р. Гадыльшин

Интегрируя левую часть этого равенства по частям и учитывая неравенство (3.53), получаем,
что

min{k0; q0}‖Ŵε − uε‖W 1

2
(a,b) 6 εC‖f‖L2(a,b).

Отсюда и из (2.9) следует, что ‖Ŵε − uε‖C[a,b] 6 εC‖f‖L2(a,b). Из этой оценки и неравен-
ства (3.54) вытекает оценка (3.2). Теорема 3.1 доказана.

Так как ‖v‖L2(a,b) 6
√
b− a ‖v‖C[a,b], то из теоремы 3.1 вытекает

Следствие 3.1. Для решения краевой задачи (3.1) справедлива равномерная оценка

‖uε − u0‖L2(a,b) 6 Cε‖f‖L2(a,b),

где u0 — решение краевой задачи (3.3).

В [8, § 5.2, п. 3] показано, что собственные значения краевой задачи

L0
εψ

ε = λεψε, x ∈ (a, b), laψ
ε = lbψ

ε = 0

являются простыми. Аналогично легко показать, что и собственные значения краевой задачи
со скачком производной

L0ψ0 =λ0ψ0, x ∈ (a, 0) ∪ (0, b), laψ0 = lbψ0 = 0, k(0){u′0}(0) = 〈Q〉ψ0(0)

также являются простыми. Поэтому из последнего утверждения и [9, гл. IV, теорема 3.16,
гл. V, § 3] вытекает справедливость следующего утверждения.

Следствие 3.2. Все собственные значения λε сходятся к собственным значениям λ0,
а для соответствующих нормированных собственных функций имеет место сходимость в

L2(a, b). И наоборот, к любому собственному значению λ0 сходится собственное значение λε,
причем

λε = λ0 +O(ε). (3.55)

Заметим, что вопрос сходимости собственных значений в случае, когда вместо дельта-
образного потенциала ε−1Q(ε−1x) рассматривался потенциал µ−1Q(ε−1x) при µ−1ε → 0, был
исследован в [10]. Отметим также, что равенство, аналогичное (3.55), в задаче Дирихле для
оператора со “средней” массой следует из [11].

4. Доказательство теоремы 1.1

Сохраним для vi(ξ), v̂1(ξ), V (ξ, ε), Û(x), V̂ (ξ, ε), Zε(x), v2,ε(x), v3,ε(x) и Wε(x) прежние
обозначения, понимая, конечно, под u0(x) уже решение краевой задачи (1.3), а не решение
краевой задачи (3.3) (как в предыдущем разделе).

Легко видеть, что функция

v4,ε(x) = κ

x∫

a

p′(u0)
dv̂1
dξ

(
t

ε

) x∫

s

1

k(s)
dsdt (4.1)

является решением следующего уравнения:

d

dx

(
k(x)

dv4,ε
dx

(x)
)
= κp′(u0)

dv̂1
dξ

(x
ε

)
.

Поэтому, применяя оператор L0
ε к v4,ε, имеем

L0
εv4,ε = −κp′(u0)

dv̂1
dξ

(x
ε

)
+ qv4,ε + ε−1Q

(x
ε

)
v4,ε. (4.2)
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Обозначим

W̃ε(x) =Wε(x) + v4,ε(x) = Zε(x) + v2,ε(x) + v3,ε(x) + v4,ε(x)

=u0(x) + v̂1(x) + v2,ε(x) + v3,ε(x) + v4,ε(x).
(4.3)

(см. (3.38), (3.21)). Тогда

W̃ε ∈W 2
2 (a, b) (4.4)

в силу (3.39) и определения (4.1) функции v4,ε.

Применяя Lκ

ε к W̃ε(x), с учетом (3.40), (4.2), (4.3) и (1.3) получаем

Lκ

ε W̃ε =L0
εW̃ε + κp′(W̃ε)

dW̃ε

dx
= f + Jε, (4.5)

где
Jε(x) =Iε(x) + I6ε (x) + I7ε (x) + I8ε (x) + I9ε (x),

I6ε (x) =κ

(
p′(W̃ε)− p′(u0)

)(
u′0(x) + v̂′1

(x
ε

))
,

I7ε (x) =κp′(W̃ε)
(
v′2,ε(x) + v′3,ε(x) + v′4,ε(x)

)
,

I8ε (x) =q(x)v4,ε(x), I9ε (x) = ε−1Q
(x
ε

)
v4,ε(x),

(4.6)

а Iε(x) определяется равенством (3.41).
Полностью аналогично доказательству оценок (3.43)–(3.46) доказывается справедливость

следующих равенств:

‖v4,ε‖C1[a,b] = O(ε), ‖v4,ε‖C(suppQ(x

ε
)) = O(ε2). (4.7)

Из определения (4.3) функции W̃ε(x), граничных условий для функции Wε(x), определе-
ния (4.1) функции v4,ε и оценок (4.7) следует, что

W̃ε(a) = 0, W̃ε(b) = O(ε). (4.8)

Аналогично в силу равенства (4.3), неравенства (3.48) и оценок (4.7) получаем, что

‖W̃ε − u0‖C[a,b] = O(ε). (4.9)

Пользуясь формулой остаточного члена ряда Тейлора в форме Лагранжа, из (4.6), (4.3),
(2.9), (3.25), (3.43), (3.46), (4.7), конечности носителя функции v̂′1(ξ) и (3.32) выводим

‖I6ε ‖L2(a,b) 6 κ sup
x∈[a,b],θ∈(0,1)

(∣∣∣p′′
(
u0(x) + θ

(
εv̂1

(x
ε

)
+ v2,ε(x) + v3,ε(x) + v4,ε(x)

)) ∣∣∣

×
∣∣(εv̂1,ε(x) + v2,ε(x) + v3,ε(x) + v4,ε(x)

)∣∣
)
×

√√√√√‖u′0‖2L2(a,b)
+ ε

r∫

−r

|v̂′1(ξ)|2dξ = O(ε). (4.10)

Из (4.6), (4.3), (2.9), (3.25), (3.43), (3.44), (3.46) и (4.7) следует, что

‖I7
ε (x)‖L2(a,b) 6 κ max

x∈[a,b]
|p′(u0(x) + εv̂1,ε(x) + v2,ε(x) + v3,ε(x) + v4,ε(x))|

× max
x∈[a,b]

(
|v′2,ε(x)|+ |v′3,ε(x)|+ |v′4,ε(x)|

)√
b− a = O(ε). (4.11)

Аналогично оценкам (3.49), (3.50) для I4ε (x), I
5
ε (x) с учетом (4.7) получаем, что

‖I8ε ‖L2(a,b) = O(ε), ‖I9ε ‖L2(a,b) = O(ε).
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Из определения (4.6), последнего равенства и оценок (3.51), (4.10), (4.11) вытекает, что

‖Jε‖L2(a,b) = O(ε). (4.12)

Обозначим

wε(x) =





0, x <
b

2
4

b2
W̃ε(b)

(
x− b

2

)2
, x >

b

2

,

Ŵε(x) = W̃ε(x)− wε(x).

Из (4.4), определения Ŵε(x), равенств (4.5), (4.12), (4.8), (4.9) и формулы остаточного члена

ряда Тейлора в форме Лагранжа следует, что Ŵε удовлетворяет условиям леммы 2.1. Сле-
довательно, справедливо равенство (2.15). Из этого равенства, вложения W 1

2 (a, b) в C[a, b] и
равенства (4.9) вытекает равенство (1.2). Теорема 1.1 доказана.
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