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В известных перечислениях характеристических идеалов алгебры NT (n,K) (нижних) нильтреуголь-
ных n×n-матриц над полем K и в близких работах для нильпотентных матричных групп и колец случай
|K| = 2, как правило, исключается из рассмотрения: здесь каждый идеал оказывается характеристиче-
ским. Мы находим формулу числа всех идеалов алгебры NT (n,K) над любым конечным полем K.
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In well-known enumerations of characteristic ideals of the algebra NT (n,K) of all (lower) niltriangular n×n

matrices over a field K and in related papers for nilpotent matrix groups and rings, the case |K| = 2 is, as a
rule, excluded from consideration; in this case, every ideal is characteristic. We find a formula for the number
of all ideals of the algebra NT (n,K) over any finite field K.
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Введение

Пусть NT (n,K) — кольцо нижних нильтреугольных (т. е. с нулями на главной диагона-
ли и над ней) n × n-матриц над полем K. В 1970-х гг. В.М.Левчук описал его идеалы и
идеалы ассоциированного кольца Ли, показав также, что в лиевом случае это, в точности,
нормальные подгруппы присоединенной группы кольца NT (n,K), изоморфной унитреуголь-
ной группе UT (n,K) [1;2]. В обоих кольцах идеалы, инвариантные относительно подгруппы D

диагональных автоморфизмов, при |K| > 2 оказались характеристическими идеалами алгеб-
ры NT (n,K); последние, как показали еще в 1951 г. Дюбиш и Перлис [3] (наряду с описанием
идеалов и автоморфизмов алгебры NT (n,K)), при |K| > 2 порождаются подалгебрами ви-
да Keij. Г.П.Егорычев [4, теорема 2.1.2] указал комбинаторное выражение их числа методами
интегрального представления комбинаторных сумм.

Итак, при ограничении |K| > 2 на основное поле в [1–4] установлено, что число

1 +
1

n

(

2n

n− 1

)

совпадает с каждым из следующих чисел:

– число D-инвариантных нормальных подгрупп группы UT (n,K);

– число характеристических идеалов алгебры NT (n,K);

– число D-инвариантных идеалов кольца NT (n,K);

– число D-инвариантных идеалов ассоциированного кольца Ли NT (n,K).

В [5–7] перечисления переносились на нильпотентную подалгебру NΦ(K) алгебры Шевал-
ле над K, ассоциированной с системой корней Φ (см. [8]), и на унипотентную подгруппу групп
лиева типа. Соответствие нормальных подгрупп унипотентной подгруппы и идеалов кольца
Ли NΦ(K) см. в [9].

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 12-01-00968).
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В исключительном случае |K| = 2 условие D-инвариантности вырождается и в [6, § 5]
записаны проблемы 1 и 2 перечисления идеалов лиевых колец и алгебр NΦ(K) классических
типов над любым конечным полем K. Для лиева типа An и простого |K| проблемы 1 и 2
равносильны вопросам перечисления идеалов, соответственно, алгебры NT (n,K) и ассоции-
рованной алгебры Ли.

В настоящей статье установлена формула числа идеалов алгебры NT (n,K) (n ≥ 2) над
произвольным конечным полем K = GF (q). (При t = 1, 2 произведение

∏t−1
k=2 · · · в формуле

считаем равным 1.)

Теорема 1. Число ненулевых идеалов алгебры NT (n,K) равно

1

n

n−1
∑

m=1

(

n

m

)(

n

m+ 1

) m
∑

t=1

∑

1=j1<j2<...<jt6m

(qt − 1)m−jt

(q − 1)t−jt
·

t−1
∏

k=2

(qk − 1

q − 1

)jk+1−jk−1
. (0.1)

В исключенном в работах [3; 4] случае |K| = q = 2 формулу числа идеалов алгебры
NT (n,K) получаем как следствие.

Следствие. Все идеалы алгебры NT (n,K) над полем K порядка 2 являются характери-

стическими и их число равно

1 +
1

n

n−1
∑

m=1

(

n

m

)(

n

m+ 1

) m
∑

t=1

∑

1=j1<j2<...<jt6m

(2t − 1)m−jt ·

t−1
∏

k=2

(2k − 1)jk+1−jk−1.

1. Характеризация идеалов множеством углов

и собственным подпространством

Для описания идеалов в кольцах и алгебрах NT (n,K) над полем K нам потребуются
некоторые понятия и определения.

Квадратную матрицу порядка n c единицей на месте (i, j) и нулем на остальных местах
обозначают через eij , называя матричной единицей. Очевидно,

euvets =

{

eus при v = t,

0 в остальных случаях.

Аддитивные подгруппы Keij , 1 ≤ j < i ≤ n, аддитивно порождают кольцо NT (n,K), так как

‖auv‖ =
n
∑

u=2

u−1
∑

v=1

auveuv (‖auv‖ ∈ NT (n,K)).

Полагая (u, v) ≥ (i, j), если 1 6 v 6 j < i 6 u 6 n, получаем частичное упорядочение на
множестве матричных позиций. Выделим идеалы

T (i, j) :=
∑

(u,v)≥(i,j)

Keuv, Q(i, j) :=
∑

(u,v)>(i,j)

Keuv.

О п р е д е л е н и е 1. Множеством углов степени n называют всякое множество матрич-
ных позиций вида

L = {(i1, j1), (i2, j2), . . . , (im, jm)}, (1.2)

1 6 j1 < . . . < jm < n, 1 < i1 < . . . < im 6 n, jt < it (1 ≤ t ≤ m).

Множеством углов всякого непустого и ненулевого подмножества H ⊆ NT (n,K) называем
множество L = L(H) матричных позиций такое, что

H ⊆ T (L) :=
∑

(i,j)∈L

T (i, j),
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но при любой замене T (i, j) на Q(i, j) в сумме включение нарушается. Ясно, что L = L(H)
однозначно представляется в виде (1.2) и является множеством углов степени n. Полагаем
также Q(L) :=

∑

(i,j)∈LQ(i, j). В [6, § 5] введено

О п р е д е л е н и е 2. Аддитивную подгруппу S пространства Vm строк длины m над
полем K называем m-собственной (кратко, собственной), если при любом i, 1 6 i 6 m, в S

существует элемент с ненулевой i-й координатой.

Пусть H — произвольный ненулевой идеал кольца NT (n,K). Тогда для любого угла (i, j)
в H, как и в [2, теорема 2], из включений

H ⊃ KesiH(Kejt) +KesiH +H(Kejt)

получаем Q(i, j) ⊂ H. Поэтому Q(L) ⊂ H и (H,+) есть прямая сумма

H = Q(L) +H ∩
∑

(i,j)∈L(H)

Keij .

Второе слагаемое (в терминологии [9, § 4] это фрейм для H) однозначно определяет собствен-
ную аддитивную подгруппу (подпространство, когда H — идеал алгебры) S в Vm, m := |L(H)|
с условием

H ∩
∑

(i,j)∈L(H)

Keij =
{

m
∑

t=1

ateit,jt | (a1, . . . , am) ∈ S
}

.

Таким образом, идеал H однозначно записывается в виде

H(L,S) = Q(L) +
{

a1ei1,j1 + . . .+ ameim,jm | (a1, . . . , am) ∈ S
}

. (1.3)

Обратно. Любому множеству L из m углов степени n сопоставляем m-ступенчатую лест-

ницу в n× n-матрице, обозначаемую также через L:
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Рисунок.

Выбрав также собственную аддитивную подгруппу S пространства Vm, по формуле (1.3) по-
лучаем идеал H(L,S) кольца NT (n,K) (и даже алгебры, когда S — подпространство) с мно-
жеством L углов степени n. Все ненулевые элементы матриц из H(L,S) на рисунке лежат на
лестнице L или под ней, причем для различных пар (L,S) идеалы H(L,S) различны. Поэтому
справедлива (см. также [3, теорема 9; 2, теорема 2])

Теорема 2. Всякий ненулевой идеал кольца NT (n,K) над полем K однозначно представ-

ляется идеалом H(L,S) вида (1.3) при подходящем выборе множества L углов степени n

и собственной аддитивной подгруппы S в Vm. При этом различным парам (L,S) соответ-

ствуют различные идеалы. �

Когда порядок |K| основного поля K простой, классы идеалов колец и алгебр NT (n,K)
(аналогично ассоциированных колец и алгебр Ли), очевидно, совпадают.
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2. Доказательство теоремы 1

Произвольное конечное поле K = GF (q) в этом разделе фиксируем.
Отметим, что нулевой идеал алгебры NT (n,K) единственный, у которого нет углов. В силу

теоремы 2, для доказательства теоремы 1 достаточно найти число пар (L,S) со множеством
L углов степени n и собственным подпространством S в Vm. Из теоремы 2 вытекает

Лемма 1. Число всех идеалов алгебры NT (n,K) (n ≥ 2) равно

1 +

n−1
∑

m=1

B(m,n) Ṽm, (2.4)

где B(m,n) — число всех множеств с m углами степени n, Ṽm — число всех собственных

подпространств пространства Vm.

Комбинаторное выражение числа B(m,n) формулой в замкнутом виде

B(m,n) =
1

n

(

n

m+ 1

)(

n

m

) ((

n

m

)

=
n!

m!(n−m)!

)

(2.5)

указал Г.П.Егорычев [4, теорема 2.1.2], используя метод интегрального представления ком-
бинаторных сумм (метод коэффициентов из [4]) и метод перечисления определенных путей в
решетке [10].

Обозначая число всех собственных t-мерных подпространств в Vm через Ṽm,t, очевидно,
имеем

Ṽm =

m
∑

t=1

Ṽm,t. (2.6)

Найдем все числа Ṽm,t, 1 ≤ t ≤ m.

Лемма 2. Число Ṽm,t всех собственных t-мерных подпространств пространства Vm над

конечным полем K = GF (q) при 1 ≤ t ≤ m равно

Ṽm,t =
∑

1=j1<j2<...<jt6m

(qt − 1)m−jt

(q − 1)t−jt
·
t−1
∏

k=2

(
qk − 1

q − 1
)jk+1−jk−1. (2.7)

(Формула с j1 = 1 определена также для случаев t = 1, 2; здесь произведение
∏t−1

k=2 · · · равно 1
и его можно опустить.)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Ясно, что Ṽm,m = Ṽ1 = 1 (m ≥ 1). Произвольное одномерное
собственное подпространство в Vm записывается в виде Kα, где α — вектор из Vm, все коорди-
наты которого ненулевые. Это позволяет выбрать α с единичной первой координатой. Каждая
из оставшихся m−1 координат в α может принимать любое из q−1 ненулевых значений в поле
K = GF (q), причем таким выборам α соответствуют различные собственные подпространства
в Vm. Таким образом,

Ṽm,1 = (q − 1)m−1 (m ≥ 1).

Базу α1, α2, · · · , αt произвольного t-мерного собственного подпространства S в Vm строим
следующим образом.

Вектор α1 выбираем в S с ненулевой первой координатой, более того, ее можем считать
единичной. Остальные базисные векторы выбираем в подпространстве S1 векторов из S с
нулевой первой координатой.

Пусть j1 = 1 и j2 — наименьший номер ненулевой координаты для векторов из S1. Тогда
вектор α2 можно выбрать в S1 с единичной j2-й координатой. Остальные базисные векторы
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α3, · · · , αt выбираем в подпространстве S2 векторов из S1, у которых координаты с номерами
≤ j2 нулевые. Продолжая аналогично процесс построения, находим базу в S и целые числа

j1 = 1 < j2 < · · · < jt ≤ m

такие, что jk-я координата вектора αk при любом k единична, а его координаты с номерами
< jk или jl с l 6= k нулевые.

Легко видеть, что в S такая “каноническая” база единственна и имеет вид

α1 = (1, a12, . . . , a
1
j2−1, 0, a

1
j2+1, . . . , a

1
jt−1, 0, a

1
jt+1, . . . , a

1
m),

α2 = (0, . . . , 0, 1, a2j2+1, . . . , a
2
j3−1, 0, a

2
j3+1, . . . , a

2
jt−1, 0, a

2
jt+1, . . . , a

2
m),

. . . . . . . . . . . .

αt = (0, . . . , 0, 1, atjt+1, . . . , a
t
m−1, a

t
m).

Каждый из j2 − 2 коэффициентов a12, a
1
3, . . . , a

1
j2−1 вектора α1, очевидно, может принимать

независимо любое из q− 1 значений в K \{0}. В то же время каждая из j3− j2− 1 пар (a1i , a
2
i )

при j2 < i < j3 может принимать независимо любое из q2 − 1 значений в декартовом квадрате
(K × K), кроме нулевого (0, 0) (иначе подпространство S не будет собственным). Значение
любой тройки (a1i , a

2
i , a

3
i ) при i = j3+1, . . . , j4−1 может быть любым из (K×K×K)\{(0, 0, 0)},

т. е. имеем всего (q3 − 1)j4−j3−1 возможных способов.
Аналогично для базисных векторов устанавливаем возможные значения всех координат с

номерами ≤ jt.
Наконец, при каждом i, jt < i ≤ m, значение набора (a1i , a

2
i , . . . , a

t
i) может быть любым

из t-й декартовой степени Kt, исключая нулевое, так что здесь получаем всего (qt − 1)m−jt

способов.
Таким образом, число собственных t-мерных подпространств в Vm определяем как

Ṽm,t =
∑

j1=1<j2<...<jt6m

(

t−1
∏

k=1

(qk − 1)jk+1−jk−1
)

· (qt − 1)m−jt

= (q − 1)m−t ·
∑

1=j1<j2<...<jt6m

(qt − 1

q − 1

)m−jt
·

t−1
∏

k=2

(qk − 1

q − 1

)jk+1−jk−1

=
∑

1=j1<j2<...<jt6m

(qt − 1)m−jt

(q − 1)t−jt
·

t−1
∏

k=2

(qk − 1

q − 1

)jk+1−jk−1
.

Это завершает доказательство формулы (2.7) леммы 2.
Теперь мы можем найти число

Λ(n, q) :=
n−1
∑

m=1

B(m,n) Ṽm

ненулевых идеалов алгебры NT (n,K) над полем K = GF (q) и завершить доказательство
теоремы 1.

Ясно, что Ṽ1 = Ṽm,m = 1 (m ≥ 1). По лемме 2 получаем

Ṽm,2 = (q − 1)m−2
m−2
∑

k=0

(q + 1)k = (q − 1)m−2 (q + 1)m−1 − 1

q
(m ≥ 2).

Учитывая также выписанное выше число Ṽm,1, легко находим числа Λ(n, q) для малых n:

Λ(2, q) = 1, Λ(3, q) = B(1, 3)Ṽ1 +B(2, 3)Ṽ2 = 3 + q = q + 3,
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Λ(4, q) = B(1, 4)Ṽ1 +B(2, 4)Ṽ2 +B(3, 4)Ṽ3 = 2q2 + 5q + 6.

Числа Λ(n, q) для случаев n = 5, 6 и 7 находим аналогично. Итоги вычислений приведены в
следующей таблице.

Значения Λ(n, q) для малых n

n Λ(n, q)

2 1

3 q + 3

4 2q2 + 5q + 6

5 q4 + 3q3 + 16q2 + 11q + 10

6 2q6 + 2q5 + 16q4 + 36q3 + 46q2 + 14q + 15

7 q9 + 3q8 + 4q7 + 37q6 + 39q5 + 16q4 + 144q3 + 48q2 + 15q + 21

В общем случае формулы (2.4)–(2.7) позволяют записать число Λ(n, q) в виде

1

n

n−1
∑

m=1

(

n

m

)(

n

m+ 1

) m
∑

t=1

∑

1=j1<j2<...<jt6m

(qt − 1)m−jt

(q − 1)t−jt
·

t−1
∏

k=2

(
qk − 1

q − 1
)jk+1−jk−1,

и поэтому это число совпадает с (0.1). Тем самым, доказательство теоремы 1 завершается. �

Следствие из нее получаем упрощением формулы в исключительном случае q = 2.

З а м е ч а н и е. Наряду с представлением числа Λ(n, q) в виде (0.1) естественно возникает
вопрос о получении для Λ(n, q) рекуррентных соотношений в виде формулы в замкнутом виде.
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