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В работе изучаются классы функций линейного инъективного оператора, построенных на базе соответ-

ствующих скалярных функций, аналитических в областях, лежащих вне некоторого угла ∆ с вершиной

в нуле, содержащего отрицательную вещественную полуось; функции имеют степенные оценки модуля в

бесконечности и, возможно, в нуле. Предполагается, что регулярное множество оператора содержит угол

с вершиной в нуле, лежащий в ∆ и включающий отрицательную вещественную полуось, причем известна

асимптотическая оценка нормы резольвенты в нуле и бесконечности. Данная работа продолжает исследо-

вания авторов свойств функций оператора соответствующих классов. В предположении ограниченности

обратного оператора предлагается новое достаточное условие равенства, связанного с возведением степени

оператора в степень.
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Пусть X — комплексное банахово пространство, A — линейный оператор, действующий
в X. При определенных ограничениях на оператор A разными авторами вводились и иссле-
довались операторные функции по заданным скалярным функциям (см., например, [1–8]). В
частности, изучались комплексные степени оператора и их свойства, вопросы, связанные с
возведением степени оператора в степень.

Пусть A — линейный инъективный оператор с плотной в X областью определения D(A) и
множеством значений ImA ⊂ X; известна оценка нормы резольвенты R(λ) оператора A в неко-
торой области Ω ⊂ C, содержащей отрицательную вещественную полуось. В [9] введен класс
операторных функций в случае ограниченности оператора A−1, а в [10] — два таких класса
без предположения ограниченности оператора A−1. Все они строятся на базе соответствующих
классов скалярных функций. В [9; 10] изучались свойства введенных операторных функций,
при этом в [10] рассматривались связи между этими определениями. В данной работе вводится
еще один класс операторных функций в случае ограниченности A−1. Продолжены исследова-
ния свойств функций этих классов и связей между ними как в случае ограниченного, так и в
случае неограниченного оператора A−1. В предположении ограниченности A−1 предлагается
новое достаточное условие (в частности, при более общих ограничениях на асимптотическую
оценку нормы резольвенты в бесконечности) равенства (Ax)β = Axβ при соответствующих
определениях степени оператора. Это равенство при различных предположениях получено в
работах ряда авторов (см., например, [5–7]).

Переходим к изложению результатов работы.
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Пусть ∆(ϕ) (0 < ϕ < π) — область в C, содержащая отрицательную вещественную полуось
с границей L(ϕ) = L1(ϕ) ∪ L2(ϕ), где L1(ϕ) = {λ ∈ C : λ = teiϕ, t > 0}, L2(ϕ) = {λ ∈ C : λ =
te−iϕ, t > 0}. Обход контура L(ϕ) задается так, что область ∆(ϕ) остается справа.

Предположение 1. Будем считать, что в резольвентном множестве ρ(A) плотно
определенного в X линейного инъективного оператора A лежит множество ∆(ϕ0) \ {0} при
некотором ϕ0 ∈ (0, π) и на нем справедлива оценка нормы его резольвенты R(λ) = RA(λ) =
(A− λE)−1 (E — единичный оператор):

∀λ ∈ △(ϕ0) \ {0} ‖R(λ)‖ 6
C0

|λ|ρ(|λ|+ 1)γ−ρ
(C0 > 0, ρ > 0, γ 6 1). (1)

Заметим, что при ρ = 0 (случай непрерывности оператора A−1) и γ = 1 в предположе-
нии справедливости неравенства из (1) на (−∞, 0] (следовательно, внутри некоторого угла,
содержащего (−∞, 0]) дробные степени оператора изучались в работах многих математиков
(см., например, [3–6]. При ρ = 0, 0 < γ < 1 степени оператора изучались, например, в ра-
ботах [7; 11], а при ρ = 0 и произвольном γ ≤ 1 — в [12]. При ρ = γ = 1 степени оператора
строятся, например, в [5; 6]. При ρ ≥ 1, γ = 1 степени оператора изучались в [13].

Для ϕ ∈ (ϕ0, π), τ, σ ∈ R через F (ϕ, τ, σ) обозначим множество функций f , аналитических
в C \∆(ϕ), причем при некотором C = C(f) ∈ R и всех λ /∈ ∆(ϕ) имеет место неравенство

|f(λ)| 6 C|λ|τ (|λ|+ 1)σ−τ .

Через F обозначим объединение всех таких классов F (ϕ, τ, σ).

С помощью скалярной функции g(λ;m,n, λ0) = (λ − λ0)
mλ−n и операторной функции

g(A;m,n, λ0) = (A− λ0E)mA−n для f ∈ F (ϕ, τ, σ) в [10] введены операторные функции

f(A;m,n, λ0) = −
1

2πi
g(A;m,n, λ0)

∫

L(ϕ0)

f(λ)

g(λ;m,n, λ0)
R(λ)dλ,

f̃(A;m,n, λ0) = −
1

2πi

∫

L(ϕ0)

f(λ)

g(λ;m,n, λ0)
R(λ)dλ g(A;m,n, λ0).

Здесь

λ0 ∈ ∆(ϕ0), m, n ∈ N ∪ {0}, m > n, ρ− τ − n < 1, γ − σ +m− n > 1. (2)

В [10] установлено, что f̃(A;m,n, λ0) ⊂ f(A;m,n, λ0), оператор f(A;m,n, λ0) замкнут,
не зависит от m,n и λ0, удовлетворяющих (2). Такими же свойствами обладает оператор

f̃(A;m,n, λ0) (замыкание оператора f̃(A;m,n, λ0)) при условии, что ImA = X. В этих предпо-
ложениях в [10] определены операторы f(A) и f̃(A) формулами

f(A) = f(A;m,n, λ0), f̃(A) = f̃(A;m,n, λ0),

установлен ряд их свойств и соотношение

f̃(A) ⊂ f(A). (3)

В дальнейшем (до теоремы 13) считается выполненным

Предположение 2. Оператор A−1 непрерывен на X, причем

∀λ ∈ Ω(a0, ϕ0) ‖R(λ)‖ 6
C0

(|λ|+ 1)γ
(C0 > 0, γ 6 1), (4)
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где Ω(a0, ϕ0) = ∆(ϕ0) ∪ B(0, a0) (B(0, a0) — открытый круг в C с центром в точке 0 ра-
диуса a0 > 0) с границей Γ(a0, ϕ0), которая обходится так, что Ω(a0, ϕ0) остается справа
(заметим, что из (4) следует (1) при любом ρ > 0).

Для ϕ ∈ (ϕ0, π), a ∈ (0, a0), σ ∈ R через F0(a, ϕ, σ) обозначим множество функций f , анали-
тических в C\Ω(a, ϕ), удовлетворяющих при λ /∈ Ω(a, ϕ) неравенству |f(λ)| 6 C|λ|σ (C ∈ R).
Через F0 обозначим объединение всех таких классов.

Для f ∈ F0(a, ϕ, σ) в [9] введена операторная функция

f̂(A,m) = −
1

2πi

∫

Γ(a0,ϕ0)

λ−mf(λ)R(λ)dλ Am

при
m > σ − γ + 1 (m ∈ N ∪ {0}). (5)

Там доказано, что существует не зависящее от m замыкание f̂(A) = f̂(A,m).
Определим для f ∈ F0(a, ϕ, σ) при условии (5) операторную функцию

←−
f (A;m) = −

1

2πi
Am

∫

Γ(a0,ϕ0)
λ−mf(λ)R(λ)dλ. (6)

В силу сделанных предположений интеграл в (6) сходится абсолютно к непрерывному опера-

тору, т. е.
←−
f (A;m) — замкнутый оператор.

Лемма 1. Пусть выполнено (4) и f ∈ F0(a, ϕ, σ). Тогда
←−
f (A;m) не зависит от

m > σ − γ + 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Имеем

←−
f (A;m+ 1) = −

1

2πi
Am ·A

∫

Γ(a0,ϕ0)

λ−m−1f(λ)R(λ)dλ

= −
1

2πi
Am

∫

Γ(a0,ϕ0)

λ−m−1f(λ)dλ−
1

2πi
Am

∫

Γ(a0,ϕ0)

λ−mf(λ)R(λ)dλ =
←−
f (A;m),

так как

∫

Γ(a0,ϕ0)
λ−m−1f(λ)dλ = 0 (см. [9]). Лемма доказана.

Лемма 1 позволяет для f ∈ F0(a, ϕ, σ) при выполнении (5) определить операторную функ-

цию
←−
f (A) формулой

←−
f (A) =

←−
f (A;m). (7)

Лемма 2. Пусть выполнено (4) и f ∈ F0. Тогда

f̂(A) ⊂
←−
f (A). (8)

Доказательство проводится так же, как и доказательство соотношения (3).

Следствие 1. Операторы f̂(A),
←−
f (A) плотно определены.

Здесь учтено, что при достаточно большом m D(f̂(A)) ⊃ D(f̂(A;m)) = D(Am) — плотное
множество в X [5].

Следствие 2. Если f̂(A) или
←−
f (A) — непрерывный оператор, то в соотношении (8) из

леммы 2 имеет место равенство.
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З а м е ч а н и е 1. Если f ∈ F0(a, ϕ, σ) с σ < γ − 1, то согласно [9] f̂(A), а потому и
←−
f (A), — непрерывные операторы на X.

Теорема 1. Пусть выполнено (4) и f1, f2, . . . , fn ∈ F0. Тогда

←−
f 1(A)

←−
f 2(A) · · ·

←−
f n(A) ⊂ (f1

←−−−
f2 · · ·fn)(A). (9)

f̂1(A)f̂2(A) · · · f̂n(A) ⊃ ( ̂f1f2 · · · fn)(A). (10)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть fj ∈ F0(aj , ϕj , σj),

mj ∈ N, mj > σj − γ + 1 (j = 1, 2, . . . , n). (11)

Возьмем a = max
16j6n

aj, ϕ = min
16j6n

ϕj . Тогда fj ∈ F0(a, ϕ, σj) и согласно [9, утверждение 2]

̂(f1f2 · · · fn)(A;m1 +m2 + · · ·+mn) ⊂ f̂1(A,m1)f̂2(A,m2) · · · f̂n(A,mn)

(в [9] это включение установлено для n = 2 и на случай n сомножителей распространяется по
индукции). Из этого включения следует (10).

Установим теперь (9) при n = 2.

←−
f 1(A)

←−
f 2(A) =

←−
f 1(A;m1)

←−
f 2(A;m2)

=
(
−

1

2πi

)2
Am1

∫

Γ(a0,ϕ0)

λ−m1f1(λ)R(λ)dλ A
m2

∫

Γ(a0,ϕ0)

λ−m2f2(λ)R(λ)dλ

⊂ Am1Am2 ̂(λ−m1f1)(A; 0) ̂(λ−m2f2)(A; 0).

(12)

Поскольку
̂(λ−m1f1)(A; 0) ̂(λ−m2f2)(A; 0) ⊃ ̂(λ−m1−m2f1f2)(A; 0) (13)

и в силу (11) операторы в (13) непрерывны, то в (13) имеет место равенство. Поэтому

←−
f 1(A)

←−
f 2(A) ⊂ A

m1+m2 ̂(λ−(m1+m2)f1f2)(A; 0)

= −
1

2πi
Am1+m2

∫

Γ(a0,ϕ0)

λ−(m1+m2)f1(λ)f2(λ)R(λ)dλ =
←−−−
(f1f2)(A;m1 +m2) =

←−−−
(f1f2)(A),

т. е. имеет место (9) при n = 2. Для произвольного n ∈ N (9) устанавливается по индукции.
Теорема доказана.

Теорема 2. Пусть выполнено (4) и f, 1/f ∈ F0. Тогда существует оператор (
←−
f (A))−1,

причем

(
←−
f (A))−1 =

←−−−
(1/f)(A). (14)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть x ∈ D((
←−−
1/f)(A)). Тогда для m ∈ N, достаточно больших,

используя последовательно (7), теорему 1 и представление целой степени оператора из [11],
получаем

−
1

4π2

∫

Γ(a0,ϕ0)

λ−mf(λ)R(λ)dλ Am
∫

Γ(a0,ϕ0)

λ−m
1

f(λ)
R(λ)dλx

= −
1

4π2
Am

∫

Γ(a0,ϕ0)

λ−mf(λ)R(λ)dλ

∫

Γ(a0,ϕ0)

λ−m
1

f(λ)
R(λ)dλx

= −
1

2πi
Am

∫

Γ(a0,ϕ0)

λ−2mR(λ)dλx = AmA−2mx = A−mx ∈ D(Am).
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Поэтому (
←−−
1/f)(A)x ∈ D(

←−
f (A)) и

←−
f (A)(

←−−
1/f )(A)x = x. Аналогично для x ∈ D(

←−
f (A))

←−
f (A)x ∈

D((
←−−
1/f )(A)) и (

←−−
1/f)(A)

←−
f (A)x = x. Теорема доказана.

З а м е ч а н и е. 2. В предположениях теоремы 2 равенство

(f̂(A))−1 = (̂1/f)(A) (15)

доказано в [9].

Теорема 3. Пусть выполнено (4) и f1, f2 ∈ F0. Если 1/f1 ∈ F0 и оператор (
←−
f 1(A))

−1

непрерывен или оператор
←−
f 2(A) непрерывен, то

(
←−−
f1f2)(A) =

←−
f 1(A)

←−
f 2(A). (16)

Если оператор f̂1(A) непрерывен или 1/f2 ∈ F0 и (f̂2(A))
−1 — непрерывный оператор, то

(f̂1f2)(A) = f̂1(A)f̂2(A). (17)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 1/f1 ∈ F0 и (
←−
f 1(A))

−1 — непрерывный оператор. Исполь-

зуя теоремы 1 и 2, имеем
←−
f 2(A) =

←−−−−−−
(f−11 f1f2)(A) ⊃

←−−−−
(1/f1)(A)(

←−−
f1f2)(A) = (

←−
f 1(A))

−1(
←−−
f1f2)(A).

Поэтому
←−
f 1(A)

←−
f 2(A) ⊃

←−
f 1(A)(

←−
f 1(A))

−1(
←−−
f1f2)(A) = (

←−−
f1f2)(A),

т. е. с учетом (9) получаем (16).

Пусть теперь
←−
f 2(A) — непрерывный оператор. Если в последнем из соотношений (12)

исключить в обеих частях оператор Am1 , то имеющее место и в этом случае включение явля-
ется равенством, так как слева будет стоять непрерывный на X оператор. Поэтому и в (12)
включение в действительности есть равенство, т. е. имеет место (16).

Предположим теперь, что оператор f̂1(A) непрерывен. Тогда согласно [9]

f̂1(A)f̂2(A) ⊂ (f̂1f2)(A). (18)

Из (10) и (18) следует (17).
Рассмотрим теперь случай, когда 1/f2 ∈ F0 и оператор (f̂2(A))

−1 непрерывен. По теоремам

1 и 2 f̂1(A) = ( ̂f1f2f
−1
2 )(A) ⊂ (f̂1f2)(A)(̂1/f2)(A) = (f̂1f2)(A)(f̂2(A))

−1. Отсюда

f̂1(A)f̂2(A) ⊂ (f̂1f2)(A)(̂1/f2)(A)f̂2(A) = (f̂1f2)(A)|D(f̂2(A))
⊂ (f̂1f2)(A),

поэтому с учетом (10) получаем (17). Теорема доказана.

З а м е ч а н и е 3. Без предположения непрерывности f̂1(A) или (f̂2(A)
−1 равенство (17)

устанавливалось в [9]. Однако при его доказательстве была допущена ошибка.

Лемма 3. Пусть выполнено (4) и P1, P2 — многочлены, p ∈ N, p > degP1. Тогда

[P1(A) + P2(A−1)]|D(Ap) = P1(A) + P2(A
−1). (19)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как P1(A) — замкнутый оператор [1, с. 642], а P2(A
−1) —

непрерывный (поскольку A−1 непрерывен), то оператор P1(A) + P2(A
−1) замкнут. Поэтому

достаточно доказать, что

P1(A) + P2(A
−1) ⊂ [P1(A) + P2(A−1)]|D(Ap). (20)

Пусть x ∈ D(P1(A)) и [P1(A)+P2(A
−1)]x = y, т. е. P1(A)x = y−P2(A

−1)x. Обозначим через z
вектор y−P2(A

−1)x. Так как P1(A)|D(Ap) = P1(A) [10], то существует такая последовательность
{xn} ⊂ D(Ap), что xn → x, P1(A)xn → z при n → ∞. Тогда [P1(A) + P2(A

−1)]xn −−−→
n→∞

z + P2(A
−1)x = y, т. е. имеет место (20), а следовательно, (19). Лемма доказана.
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Лемма 4. Пусть операторы B,C1, C2 действуют в X, причем B линеен, D(BC1) = X.
Тогда B(C1 + C2) = BC1 +BC2.

Доказательство леммы опускаем ввиду его простоты.

Лемма 5. Пусть k, l ∈ Z, k 6 l, p ∈ N, αj ∈ C (j = k, . . . , l), αl 6= 0 и выполнено (4). Тогда

Ap
l∑

j=k

αjA
j−p =

l∑

j=k

αjA
j.

Д о к а з а т е л ь с т в о сводится к рассмотрению нескольких случаев.
1. l 6 0. Доказываемое равенство верно, так как оператор в его правой части непрерывен

на X и содержится в операторе слева.
2. p 6 l. Доказательство ведем индукцией по p. При p = 0 равенство верно. Предположим,

что оно верно для p− 1 (p > 1). Тогда с учетом леммы 4

Ap
l∑

j=k

αjA
j−p = Ap−1A

( p−1∑

j=k

αjA
j−p +

l∑

j=p

αjA
j−p

)

= Ap−1
( p−1∑

j=k

αjA
j−(p−1) +

l∑

j=p

αjA
j−(p−1)

)
= Ap−1

l∑

j=k

αjA
j−(p−1) =

l∑

j=k

αjA
j.

3. p > l > 0. В этом случае

Ap
l∑

j=k

αjA
j−p = AlAp−l

l∑

j=k

αjA
(j−l)−(p−l) = AlAp−l

0∑

j′=k−l

αj′+lA
j′−(p−l)

= Al
0∑

j′=k−l

αj′+lA
j′ = Al

l∑

j=k

αjA
j−l =

l∑

j=k

αjA
j

(здесь используется справедливость доказываемого равенства в первом (при l = 0) и во втором
(при p = l) случаях).

4. k < 0 < l. Так как Ap
∑−1

j=k αjA
j−p =

∑−1
j=k αjA

j (по первому случаю) — непрерывный

на X оператор, Ap
∑l

j=0 αjA
j−p =

∑l
j=0 αjA

j (по второму и третьему случаям), то по лемме 4

Ap
l∑

j=k

αjA
j−p = Ap

( −1∑

j=k

αjA
j−p +

l∑

j=0

αjA
j−p

)
=

−1∑

j=k

αjA
j +

l∑

j=0

αjA
j =

l∑

j=k

αjA
j .

Лемма доказана.

Теорема 4. Пусть λ0 ∈ D(ϕ0), k, l ∈ Z, k 6 l, f(λ) =
∑l

j=k αjλ
j (αj ∈ C, αk, αl 6= 0) и

выполнено (4). Тогда

f̂(A) =

l∑

j=k

αjA
j =
←−
f (A).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как
∑l

j=k αjA
j — сумма многочлена от A и непрерывного

оператора (здесь учтено, что оператор A−1 непрерывен на X), то для достаточно больших
p ∈ N с учетом леммы 3

l∑

j=k

αjA
j =

l∑

j=k

αjAj |D(Ap) =

l∑

j=k

−1

2πi
αj

∫

Γ(a0,ϕ0)

λj−pR(λ)dλ Ap

= −
1

2πi

∫

Γ(a0,ϕ0)

λ−pf(λ)R(λ)dλ Ap = f̂(A).
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С другой стороны, для тех же p по лемме 5

l∑

j=k

αjA
j = Ap

l∑

j=k

αjA
j−p = −

1

2πi
Ap

l∑

j=k

αj

∫

Γ(a0,ϕ0)

λj−pR(λ)dλ

= −
1

2πi
Ap

∫

Γ(a0,ϕ0)

λ−pf(λ)R(λ)dλ =
←−
f (A).

Теорема доказана.

Следствие 3. ĝ(A;m,n, λ0) = g(A;m,n, λ0) =
←−g (A;m,n, λ0).

Теорема 5. Пусть выполнено (4) и f ∈ F . Тогда

f̂(A) = f̃(A), (21)

←−
f (A) = f(A). (22)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть f ∈ F (ϕ, τ, σ), числа λ0,m, n удовлетворяют (2). Посколь-
ку ∫

d(B(0,a0)\∆(ϕ0))

f(λ)

g(λ;m,n, λ0)
R(λ)dλ = 0,

то

f̃(A) = −
1

2πi

∫

Γ(a0,ϕ0)

f(λ)

g(λ;m,n, λ0)
R(λ)dλ g(A;m,n, λ0).

Поэтому по следствиям леммы 1 из [10] и теоремы 4 для достаточно больших p ∈ N

f̃(A) = −
1

4π2

∫

Γ(a0,ϕ0)

f(λ)

g(λ;m,n, λ0)
R(λ)dλ

∫

Γ(a0 ,ϕ0)

g(λ;m,n, λ0)λ−pR(λ)dλ Ap.

На основании утверждения 3 из [9] выводим

f̃(A) = −
1

2πi

∫

Γ(a0,ϕ0)

f(λ)λ−pR(λ)dλ Ap = f̂(A).

Аналогично при достаточно больших p ∈ N имеем

f(A) = −
1

2πi
g(A;m,n, λ0)

∫

Γ(a0,ϕ0)

f(λ)R(λ)dλ

g(λ;m,n, λ0)

= −
1

4π2
Ap

∫

Γ(a0,ϕ0)

λ−pg(λ;m,n, λ0)R(λ)dλ

∫

Γ(a0,ϕ0)

f(λ)R(λ)dλ

g(λ;m,n, λ0)

= −
1

2πi
Ap

∫

Γ(a0,ϕ0)

λ−pf(λ)R(λ)dλ =
←−
f (A).

Теорема доказана.

Следствие 4. Если f(λ) =
∑l

j=k αjλ
j (k, l ∈ Z, k 6 l, αj ∈ C, αk, αl 6= 0), то

f(A) =
←−
f (A) = f̂(A) = f̃(A) =

l∑

j=k

αjA
j.
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З а м е ч а н и е 4. Равенства (21), (22) справедливы, если f(λ) = λz (z ∈ C), где λz = ez lnλ

при | arg λ| < π.

Лемма 6. Пусть B,C — действующие в X допускающие замыкание линейные операторы
с D(B) ⊂ D(C), C̄ — непрерывный на X оператор. Тогда оператор B + C имеет замыкание
и B + C = B̄ + C̄.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как B+C ⊂ B̄+C̄, то нужно установить, что B̄+C̄ ⊂ B + C.
Пусть x ∈ D(B̄ + C̄). Тогда x ∈ D(B̄). Возьмем такую последовательность {xn} ⊂ D(B), что
xn → x, Bxn → B̄x. При этом (B + C)xn = Bxn + C̄xn −−−→

n→∞
B̄x + C̄x = (B̄ + C̄)x. Поэтому

x ∈ D(B + C) и B + Cx = B̄x+ C̄x. Лемма доказана.

Теорема 6. Если выполнено (4) и f, h ∈ F0,
←−
h (A) — непрерывный оператор, то

←−
f (A) +

←−
h (A) = (

←−−−
f + h)(A), f̂(A) + ĥ(A) = (f̂ + h)(A).

Если f, h ∈ F (ограниченность A−1 не предполагается) и h(A) — непрерывный оператор,
то

f(A) + h(A) = (f + h)(A), f̃(A) + h̃(A) = (f̃ + h)(A).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть f, h ∈ F0, оператор
←−
h (A) (а следовательно, и ĥ(A)) непре-

рывен. Тогда при достаточно большом n ∈ N по лемме 4 получаем

←−
f (A) +

←−
h (A) = −

1

2πi
An

∫

Γ(a0,ϕ0)

µ−n(f(µ) + h(µ))R(µ)dµ = (
←−−−
f + h)(A),

а по лемме 6

f̂(A) + ĥ(A) = −
1

2πi

∫

Γ(a0,ϕ0)

µ−n[f(µ) + h(µ)]R(µ)dµAn = (f̂ + h)(A).

Аналогично рассматривается случай f, h ∈ F . Теорема доказана.

Пусть f(λ) = λz = ez lnλ (| arg λ| < π, z ∈ C), Âz = f̂(A),
←−
Az =

←−
f (A). Для x > 1 − γ

(Âx) = (
←−
Ax), так как эти операторы имеют ограниченные обратные. В этом случае через Ax

будем обозначать каждый из этих операторов.
Целью следующих далее рассмотрений является теорема о возведении степени оператора A

в степень (теорема 9).

Теорема 7. Пусть выполнено (4) и x+γ > 1, a ∈ (0, a0], 0 < ϕ0x 6 ϕx < π, λ ∈ Ω(ax, ϕx).
Тогда резольвента RAx оператора Ax задается формулой

RAx(λ) = −
1

2πi

∫

Γ(a,ϕ)

R(µ)

µx − λ
dµ. (23)

Д о к а з а т е л ь с т в о. При сделанных предположениях интеграл в (23) сходится аб-
солютно и потому представляет собой (при фиксированном λ) непрерывный на X оператор.
Так как f(µ) = µx − λ ∈ F0, h(µ) = 1/(µx − λ) ∈ F0, то по теореме 6 f(A) = Ax − λE, т. е. в
силу (14) получаем h(A) = (Ax − λE)−1, с учетом непрерывности h(A) (правой части в (23))
RAx(λ) = h(A) и имеет место (23). Теорема доказана.

Следствие 5. Для γ ∈ (0, 1), x ∈ (1− γ, 1) справедливо равенство

RAx(λ) =
sin(πx)

π

+∞∫

0

sxR(−s)ds

s2x − 2λsx cos(πx) + λ2
(24)

в области D = {λ : πx < | arg λ| 6 π}.
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Д о к а з а т е л ь с т в о получается с помощью рассуждений, приведенных в [5, с. 144].

При λ < 0

−2πiRAx(λ) = lim
a→+0
ϕ→π−0

∫

Γ(a,ϕ)

R(µ)

µx − λ
dµ =

+∞∫

0

R(−s)ds

sxeiπx − λ
−

+∞∫

0

R(−s)ds

sxe−iπx − λ

= −

+∞∫

0

sx(eiπx − e−iπx)R(−s)ds

(sxeiπx − λ)(sxe−iπx − λ)
= −2i sin(πx)

+∞∫

0

sxR(−s)ds

(sxeiπx − λ)(sxe−iπx − λ)
,

откуда вытекает (24). В силу аналитичности в D обеих частей формулы (24) она справедлива
в D. Следствие доказано.

Теорема 8. Пусть выполнено (4) и x + γ > 1, a ∈ (0, a0), ϕ0x < ϕx < π. Тогда при
некотором C ∈ R и всех λ ∈ Ω(ax, ϕx) справедлива оценка

‖RAx(λ)‖ 6 C(|λ|+ 1)(1−γ)/x−1. (25)

Д о к а з а т е л ь с т в о. При γ = 1 (25) имеется в [5]. Будем считать поэтому, что γ < 1.
Согласно (23)

−2πiRAx(λ) =

3∑

j=1

Ij ,

где

Ij =

∫

Γj

R(µ)

µx − λ
dµ,

Γ1 = {µ ∈ C : µ = teiϕ0 , t > a0}, Γ2 = {µ ∈ C : µ = a0e
iψ, |ψ| 6 ϕ0}, Γ3 = {µ ∈ C : µ = te−iϕ0 , t >

a0}. Оценим для λ ∈ Ω(ax, ϕx)\B(0, ax) норму каждого из интегралов Ij. Представим λ в виде
λ = |λ|eiθx (ϕx 6 |θ|x 6 π). Справедлива оценка

‖I1‖ 6 C0

∫

Γ1

(|µ|+ 1)−γ |dµ|

||µ|xeiϕ0x − |λ|eiθx|
6 C1

+∞∫

a

s−γds

|sxeiϕ0x − |λ|ei|θ|x|

(здесь использовано, что |z1 − z2| 6 |z1 − z̄2|, если для j = 1, 2 Imzj > 0). После замены
переменной sx = |λ|u имеем

‖I1‖ 6 C1

+∞∫

ax/|λ|

u−γ/x|λ|−γ/x|λ|1/x 1
xu

1/x−1du

|λ||ueiϕ0x − ei|θ|x|
= C2|λ|

(1−γ)/x−1

+∞∫

ax/|λ|

u(1−γ)/x−1du√
u2 + 1− 2u cos(|θ|x− ϕ0x)

6 C2|λ|
1−γ

x
−1

+∞∫

0

u(1−γ)/x−1du√
u2 + 1− 2u cos(ϕ− ϕ0)x

= C3|λ|
(1−γ)/x−1.

Аналогично ‖I3‖ 6 C3|λ|
(1−γ)/x−1. Оценим ‖I2‖:

‖I2‖ 6 C0

∫

Γ2

(|µ|+ 1)−γ |dµ|

|µx − λ|
=
C0

|λ|

∫

Γ2

(a0 + 1)−γ |dµ|

|1− νµx|
,

где ν = 1/λ. Множество K точек ν при добавлении нуля компактно, поэтому непрерывная на
компакте Γ2 × K̄ функция ϕ(µ, ν) = 1/|1 − νµx| ограниченна, т. е. ‖I2‖ 6 C4/|λ|.
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В итоге для λ ∈ Ω(ax, ϕx) \B(0, ax) имеем

‖RAx(λ)‖ 6 C5(|λ|+ 1)(1−γ)/x−1.

Учитывая, что резольвента RAx(λ) на компакте B(0, ax) ограниченна, получаем (25). Теорема
доказана.

З а м е ч а н и е 5. При γ ∈ (0, 1), x ∈ (1− γ, 1), λ < 0 (25) имеется в [7].

Теорема 9. Пусть выполнено (4) и ϕ0(1− γ) < π, x ∈ (1− γ,
π

ϕ0
), β ∈ C. Тогда

(
←−−−
(Ax)β) = (

←−−
Axβ), ((̂Ax)β) = (Âxβ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим сначала случай Reβ < −1. Пусть 0 < a1 < ax0 ,
ϕ0x < ϕ1 < π. Тогда

(
←−−−
(Ax)β) = ((̂Ax)β) = (Ax)β = −

1

2πi

∫

Γ(a1,ϕ1)

λβRAx(λ)dλ

(интеграл абсолютно сходится в силу ограничения на β и теоремы 8). Используя теорему 7, в
которой полагаем a = a0, ϕ = ϕ0, получаем

(Ax)β = −
1

4π2

∫

Γ(a1,ϕ1)

dλ

∫

Γ(a0,ϕ0)

λβR(µ)dµ

µx − λ
. (26)

Имеют место неравенства

‖λβR(µ)‖

|µx − λ|
6
C0|λ|

β(|µ|+ 1)−γ

|µx − λ|
6
C1|λ|

β |µ|−γ

|µx − λ|
=
C1|λ|

β |µ|−γ−x
∣∣∣1− λ

µx

∣∣∣
6 C2|λ|

β |µ|−γ−x (λ ∈ Γ(a1, ϕ1), µ ∈ Γ(a0, ϕ0)).

Здесь учитываем, что

inf
{∣∣∣1− λ

µx

∣∣∣ : λ ∈ Γ(a1, ϕ1), µ ∈ Γ(a0, ϕ0)
}
> 0.

Установим последнее неравенство. Пусть λ ∈ Γ1(a1, ϕ1), µ ∈ Γ1(a0, ϕ0), λ = seiϕ1 , µ = teiϕ0

(s > a1, t > a0). Тогда ∣∣∣1− λ

µx

∣∣∣ =
∣∣∣1− s

tx
ei(ϕ1−xϕ0)

∣∣∣ > ρ(1,Λ) > 0,

где Λ — луч {uei(ϕ1−xϕ0) : u > 0}.
Пусть теперь λ ∈ Γ1(a1, ϕ1), µ ∈ Γ2(a0, ϕ0), λ = seiϕ1 , µ = a0e

iψ (s > a1, |ψ| 6 ϕ0). Для

s > 2ax0 получаем
∣∣∣ λ
µx

∣∣∣ = s

ax0
> 2, т. е.

∣∣∣1 − λ

µx

∣∣∣ > 1. Для a1 6 s 6 2ax0 (если такие s есть)

∣∣∣1− λ

µx

∣∣∣ 6= 0 и, следовательно,

inf
{∣∣∣1− λ

µx

∣∣∣ : a1 6 s 6 2ax0 , µ ∈ Γ2(a0, ϕ0)
}
> 0.

Аналогично рассматриваются остальные случаи.
Из неравенства

‖λβR(µ)‖

|µx − λ|
6 C2|λ|

β|µ|−γ−x
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в условиях теоремы вытекает сходимость интеграла
∫

Γ(a1,ϕ1)

|dλ|

∫

Γ(ax
0
,ϕ0x)

‖λβR(µ)‖

|µx − λ|
|dµ|,

и поэтому в интеграле (26) можно менять порядок интегрирования. Получаем

(Ax)β = −
1

4π2

∫

Γ(a0,ϕ0)

dµ

∫

Γ(a1,ϕ1)

λβR(µ)

µx − λ
dλ = −

1

2πi

∫

Γ(a0,ϕ0)

µxβR(µ)dµ = Axβ.

Здесь использовано равенство

1

2πi

∫

Γ(a1,ϕ1)

λβdλ

λ− µx
= (µx)β

для µ ∈ Γ(a0, ϕ0), вытекающее из интегральной формулы Коши с учетом ограничений на
параметры.

Пусть теперь β ∈ C произвольно и B = Ax. Возьмем такое n ∈ N, n > 1, что Reβ − n < −1
и, следовательно, Reβ − n < (γ − 1)/x. Тогда в силу теоремы 8 оператор Bβ−n непрерывен.
Поэтому в силу теоремы 5 данной статьи, теоремы 11 из [10] и зная, что (Ax)β−n = Ax(β−n) и
(Ax)n = Axn (так как (Ax)−n = A−xn), имеем

(
←−−−
(Ax)β) = (

←−
Bβ) = BnBβ−n = AnxA(β−n)x = (

←−−
Aβx),

((̂Ax)β) = (B̂β) = Bβ−nBn = A(β−n)xAnx = (Âβx).

Теорема доказана.

Продолжаем исследование свойств функций от оператора.

Теорема 10. Пусть выполнено (4) и σ < 0, f ∈ F0(a, ϕ, σ), причем операторы f̂(A),
←−
f (A)

неограниченны. Тогда регулярные множества ρ(f̂(A)), ρ(
←−
f (A)) операторов f̂(A) и

←−
f (A) пу-

сты.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что ρ(f̂(A)) 6= ∅. Так как оператор f̂(A) линеен,
замкнут и неограничен, то D(f̂(A)) 6= X. Кроме того, для любого n ∈ N оператор (f̂(A))n

замкнут. Поэтому по теореме 1
(f̂n)(A) ⊂ (f̂(A))n. (27)

Возьмем теперь n ∈ N, n > (γ−1)/σ. В этом случае (
←−
fn)(A) — непрерывный на X оператор.

Но это противоречит (27), так как D((f̂(A))n) ⊂ D(f̂(A)) 6= X.

Предположим теперь, что ρ(
←−
f (A)) 6= ∅. По теореме 1 для n ∈ N имеем (

←−
fn)(A) ⊃ (

←−
f (A))n.

Для n ∈ N, n > (γ − 1)/σ получаем, что (
←−
fn)(A) — непрерывный на X оператор. Поэтому

(
←−
f (A))n — также непрерывный оператор на своей области определения. В силу его замкну-

тости и плотной определенности D((
←−
f (A))n) = X, что противоречит тому, что D((

←−
f (A))n) ⊂

D(
←−
f (A)) 6= X. Теорема доказана.

Следствие 6. Если x = Rez < 0 и операторы Âz,
←−
Az неограниченны, то ρ(

←−
Az) = ρ(Âz) = ∅.

З а м е ч а н и е 6. В работах [14;15] имеются примеры операторов A, степени которых Az

неограниченны для Rez ∈ (γ − 1, 0) \ Z.

З а м е ч а н и е 7. Пусть f, 1/f ∈ F . Если ρ(f̂(A)) = ∅, то ρ((1̂/f )(A)) = ∅; если

ρ(
←−
f (A)) = ∅, то ρ((

←−−
1/f )(A)) = ∅.

Замечание вытекает из соотношений (14), (15).
В теореме 7 был дан вид резольвенты степени Az при ряде ограничений на параметры.

Соответствующий факт имеет место и в более общем случае функции от оператора.
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Теорема 11. Пусть выполнено (4) и ϕ0 < ϕ̄ < π, f ∈ F0, 1/f ∈ F0(ā, ϕ̄,−σ), γ + σ > 1,
a ∈ (ā, a0), ϕ ∈ (ϕ0, ϕ̄). Тогда C \ f(C \ Ω(a, ϕ)) ⊂ ρ(A) и для любого λ /∈ f(C \Ω(a, ϕ))

R
f̂(A)

(λ) = R←−
f (A)

(λ) = −
1

2πi

∫

Γ(a0,ϕ0)

R(µ)

f(µ)− λ
dµ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из включений Ω(ā, ϕ̄) ⊂ Ω(a, ϕ) ⊂ Ω(a0, ϕ0) имеем

C \ f(C \ Ω(ā, ϕ̄)) ⊂ C \ f(C \Ω(a, ϕ)) ⊂ C \ f(C \ Ω(a0, ϕ0)).

Тогда для λ /∈ f(C \Ω(a, ϕ)) f(µ) 6= λ при µ /∈ Ω(a, ϕ), т. е. функция
1

f(µ)− λ
аналитична

по µ в C \ Ω(a, ϕ). Поскольку из неравенства σ + γ > 1 следует, что σ > 0 (ведь γ 6 1),

то
1

f(µ)
−−−→
µ→∞

0, т. е. f(µ) −−−→
µ→∞

∞ и
1

f(µ)− λ
∼

µ→∞

1

f(µ)
, а потому

1

f(µ)− λ
∈ F0(a, ϕ,−σ).

Дальнейшее доказательство аналогично доказательству теоремы 7. Теорема доказана.

З а м е ч а н и е 8. Если оператор A ограничен (ограниченность A−1 предполагается) и
f ∈ F0, то оператор f(A) ограничен.

Действительно, пусть f ∈ F0(a, ϕ, σ), σ − n < γ − 1 (n ∈ N). Тогда оператор
(f(λ)
λn

)
(A)

ограничен и потому ограничен оператор f(A) =
(f(λ)
λn

)
(A)An.

Теорема 12. Пусть выполнено (4) и f1, f2, . . . , fn ∈ F0, оператор f̂n(A) неограничен, опе-

ратор ( ̂f1f2 · · · fn)(A) ограничен. Тогда операторы f̂1(A)f̂2(A) · · · f̂n(A) и
←−
f 1(A)

←−
f 2(A) · · ·

←−
f n(A)

незамкнуты.

Д о к а з а т е л ь с т в о вытекает из включений (9), (10).

Аналогичная теорема имеет место для функций из F в случае неограниченности A−1. Ей
предшествует

Теорема 13. Пусть выполнено (1) и f1, f2, . . . , fn ∈ F . Тогда

f1(A)f2(A) · · · fn(A) ⊂ (f1f2 · · · fn)(A), (28)

а если ImA = X, то

f̃1(A)f̃2(A) · · · f̃n(A) ⊃ ˜(f1f2 · · · fn)(A). (29)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Включения (28), (29) при n = 2 совпадают с (32), (33) из [10] и
аналогично устанавливаются при произвольном n ∈ N, n > 2.

Теорема 14. Пусть выполнено (1) и f1, f2, . . . , fn ∈ F , fn(A) неограничен, а оператор
(f1f2 · · · fn)(A) ограничен. Тогда оператор f1(A)f2(A) · · · fn(A), а если ImA = X, то и оператор
f̃1(A)f̃2(A) · · · f̃n(A), незамкнут.

Д о к а з а т е л ь с т в о вытекает из включений (28), (29).

Следствие 7. Если ImA = X, z1, z2, . . . , zn ∈ C, оператор Azn неограничен, оператор
Az1+z2+···+zn ограничен, то операторы Az1Az2 · · ·Azn , Ãz1Ãz2 · · · Ãzn незамкнуты.

Следствие 8. Если ImA = X, z ∈ C, n ∈ N, оператор Az неограничен, оператор Anz

ограничен, то операторы (Az)n, (Ãz)n незамкнуты. В частности, (Az)n 6= Anz, (Ãz)n 6= Anz.
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З а м е ч а н и е 9. Пусть оператор A−1 ограничен на X. Если оператор A−1/n (n ∈ N)
неограничен, то (A1/n)n 6= A.

Действительно, (A−1/n)n 6= A−1. Перейдя здесь к обратным операторам, получаем требуе-
мое.

В заключение рассмотрим случай полной непрерывности оператора A−1.

Теорема 15. Пусть выполнено (4) и оператор A−1 вполне непрерывен, f ∈ F0(a, ϕ, σ) с

σ < γ − 1. Тогда оператор f̂(A) вполне непрерывен, а если ImA = X, то f̂(A) =
←−
f (A).

Справедливость теоремы вытекает из полной непрерывности резольвенты R(λ) при каж-
дом λ ∈ ρ(A) и абсолютной сходимости интеграла в представлении

f̂(A) =
←−
f (A) = −

1

2πi

∫

Γ(a0,ϕ0)

f(λ)R(λ)dλ.

Данное доказательство аналогично приведенному в [4, с.299] для f(λ) = λz, γ = 1.
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